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摘要: 本文在非一致抽样分布下, 研究与高斯核有关的在线分位数算法的收敛阶. 本文引入阈

值 ε到 Pinball 损失函数产生算法的稀疏性, 用 Hölder 对偶空间刻画抽样分布的非一致性, 通过误差

分解和迭代方法推导算法的收敛速度. 并且以中位数回归为例, 得到算法的具体收敛速度, 同时也指明

本文的背景和数学方法适用于一般分位数回归.
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1 引言

在学习理论的文章中, 算法的样本 z = {(xi, yi)}T
i=1 通常是独立同分布的 (来自相同分

布且相互独立的). 在实际问题中, 这一假设往往不成立 (具体例子在正文给出). 基于非一
致抽样下的研究, 较早见于 Smale, Zhou[1] 的工作, 主要探讨最小二乘回归下的在线学习.
Steinwart等 [2] 研究了和支持向量机有关的批量学习. Hu, Zhou[3] 探讨了一般损失函数的非

一致在线学习算法, 他们的分析可用于回归和分类等学习问题. 本文在非一致分布背景下, 研
究在线分位数回归算法, 通过带有阈值 ε-pinball损失函数产生稀疏性, 以中位数回归为代表,
得到算法的收敛阶.

1.1 不同分布下的样本

假设输入空间 (X, d)是 Rn 中的紧度量空间, 输出空间 Y ⊂ R , 样本空间 Z = X × Y .
非一致分布下, 每一学习时刻 t = 1, 2, · · · 产生的样本点 zt = (xt, yt) ∈ Z 服从联合概

率分布 ρ(t)(x, y), (x, y) ∈ Z, 这里序列 {ρ(t)}t=1,2,··· 不一定相同. 在 Smale, Zhou[1] 提出的

学习框架下, 假设在 X 上的边缘分布序列 {ρ(t)
X }t=1,2,··· 以多项式速度收敛于 Hölder 空间

Cs(X) (0 < s ≤ 1)的对偶空间 (Cs(X))∗[1,3], Hölder空间 Cs(X)是由定义在 X 上所有连续

函数组成的空间, 其范数

‖f‖Cs(X) = ‖f‖C(X) + |f |Cs(X) , |f |Cs(X) := sup
x6=x′,

x,x′∈X

|f(x)− f(x′)|
(d(x, x′))s

, 0 ≤ s ≤ 1.

定义 1.1 称概率分布序列 {ρ(t)
X }t=1,2,··· 以多项式速度收敛于 (Cs(X))∗ 中的概率分布

ρX . 如果存在 C > 0, b > 0使得∥∥∥ρ
(t)
X − ρX

∥∥∥
(Cs(X))∗

≤ Ct−b, t ∈ N. (1.1)
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由对偶空间 (Cs(X))∗的定义, 条件 (1.1)等价于
∣∣∣∣
∫

X

f(x)dρ
(t)
X −

∫

X

f(x)dρX

∣∣∣∣ ≤ Ct−b ‖f‖Cs(X) ,∀f ∈ Cs(X), t ∈ N, (1.2)

指数 b衡量不同分布的差异程度, 当 b = ∞时, 条件 (1.1)是独立同分布.
对于满足衰减条件 (1.1)的实际情况已在文献 [1, 3]有详细讨论. 例如, 真实的抽样分布

ρX 被噪声干扰并且随着时间 t增加而噪声水平下降, 那么在不同时刻对应的抽样概率分布
{ρ(t)

X }收敛于 ρX . 另外, 通过迭代和随机密度核形成的积分算子, 反映了由动力系统诱导出
不同分布的表现形式. 这些例子都说明研究满足 (1.1)衰减的分布是具有实际应用性的.

1.2 分位数回归

对于任意的 0 < τ < 1 , 定义随机变量 Y 的 τ 分位数函数 Q(τ)为

Q(τ) = inf{y : F (y) > τ},

其中 F (y)是 Y 的分布函数. Koenker, Bassett[4] 提出线性分位数回归理论, 扩展了经典的最
小二乘回归. Koenker[5] 进一步提出分位数回归可提供更多关于因变量的分布信息, 例如: 长
尾性、厚尾性、多峰性. 分位数回归描述因变量的条件分布, 不仅仅分析因变量的条件期望,
并且对不同 τ 刻画了概率分布的具体性质.
在学习理论框架下, ρ 是 Z 上的一个 Borel概率测度. 给定 x ∈ X 时, ρx(y), y ∈ Y 是 ρ

的条件概率分布. 分位数回归的目标函数 fρ,τ (x)在 x的值定义为: ρx(·)的 τ - 分位数是 v,
即存在 v ∈ Y 满足

ρx({y ∈ Y : y 6 v}) > τ 且 ρx({y ∈ Y : y > v}) > 1− τ. (1.3)

当 τ = 1
2
时, 分位数回归就是中位数回归, 中位数回归在分位数回归中占有相当重要的地位.

我们知道, 当 ρx(·)关于中位数对称时, 中位数回归即为条件概率的均值, 对应于经典最小二
乘法. 一般分位数回归, 对应的损失函数是 pinball损失 V = V τ : R→ R+ (见文献 [6]),

V τ (u) =

{
(1− τ)u, u > 0,

−τu, u 6 0.
(1.4)

为了对分位数回归算法产生稀疏性, 引入阈值 ε > 0生成的 ε-pinball损失 V τ
ε 定义为

V τ
ε (u) =





(1− τ)(u− ε), u > ε,

−τ(u + ε), u 6 −ε,

0, 其它.

(1.5)

当 τ = 1
2
, V τ

ε 就是 ε -不敏感损失函数. 当估计值与真值的偏差小于 ε时, 损失为零. 当 ε比

较大时, 导致结果的正确率会略有下降, 但是数据的训练、测试和参数选择速度均会提高, 尤
其在大规模数据集上, 这种优势会更加明显. ε-pinball损失函数 V τ

ε 在支持向量机算法中应

用广泛, 因此将 V τ
ε 和在线学习算法结合研究并给出收敛阶, 具有实际应用价值.
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1.3 在线分位数回归算法

再生核Hilbert空间 (RKHS)是由Mercer核K : X×X → R诱导出来的, K是一个连续

对称函数,并且对于任意有限点集 {x1, x2, · · · , xl} ⊂ X生成的矩阵 (K(xi, xj))l
i,j=1是半正定

的. 由函数集 {Kx = K(x, ·) : x ∈ X}张成的完备线性闭包空间 RKHS记为HK (Aronszajn,
1950[7]),记内积为 〈Kx,Ky〉K = K(x, y) . 在线算法也称随机梯度下降算法 (SGD) 与批次算
法中样本一次性传给机器不同, 在线算法的训练样本是按时间 t顺序依次传送给机器, 对算
法不断修正, 提高学习效率. 在线算法由于低复杂度, 在流式数据和大规模计算中有广泛的应
用. 具体可参考文献 [8].
定义 1.2 与 RKHS有关的在线分位数回归算法定义为

f1 = 0,

ft+1 =





(1− λtηt)ft − (1− τ)ηtKxt
, ft(xt)− yt > ε,

(1− λtηt)ft + τηtKxt
, ft(xt)− yt 6 −ε,

(1− λtηt)ft, −ε < ft(xt)− yt 6 ε,

(1.6)

其中 t是学习时间, λt > 0称为正则参数, ηt > 0是步长.
在线算法 (1.6)中, 正则参数 λt随着学习时间 t变化并且 λt+1 6 λt,∀ t ∈ N . 当 λt ≡ λ1

时, λt不会随着步数 t变化而变化, 此时称 (1.6)为不完全在线算法.

2 非一致分布下在线分位数回归的误差

高斯函数在统计学领域, 用于表述正态分布; 在信号处理领域, 用于定义高斯滤波器; 在
图像处理领域, 二维高斯核函数常用于高斯模糊; 在数学领域, 主要是用于解决热力方程和扩
散方程. 高斯核函数作为最常用的径向基函数, 在支持向量机等算法中的应用可以将数据映
射到高维甚至无穷维. 由于高斯核具有良好的性质和应用广泛, 因此将高斯核应用于以下与
中位数回归有关的在线算法 (1.6)中.
对于 f : X → R的泛化误差定义为

Eε(f) =
∫

Z

V τ
ε (y − f(x))dρ =

∫

X

∫

Y

V τ
ε (y − f(x))dρx(y)dρX ,

其中 f
V τ

ε
ρ 是 Eε(f) 在全体可测函数中的极小化值. 特别的, 当 ε = 0 , 记 E(f) := E0(f) ,

fV τ

ρ := f
V τ

0
ρ . 本文中, fV τ

ρ 是算法 (1.6)的目标函数. 以下定理提供了算法 (1.6)的学习收敛
率, 其证明将在 2.2 节给出.
定理 2.1 假设以下假设均成立

1. RKHSHK 由高斯函数K(x, x′) = e−
‖x−x′‖2

2σ2 , ∀ x, x′ ∈ X, σ > 0产生;
2. 分位数参数 τ = 1

2
;

3. 正则条件 fV τ

ρ = Lr
K(gρ) , 其中 Lr

K 是紧算子, gρ ∈ L2
ρX

(X), LK 是积分算子 L2
ρX

:

LKf(x) =
∫

X

K(x, v)f(v)dρX(v), x ∈ X , 成立且 r > 1
2

;

4. 关于 {ρ(t)
X } 的多项式收敛条件 (1.1)成立;

5. ∀ x ∈ X, 条件分布 ρx(·)是区间 [fρ(x)− 1, fρ(x) + 1]上的一致分布.
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如果 λ1 <
(‖gρ‖L2

ρX
)

2
1−2r

2
, η1 > 0, 0 ≤ ε ≤ λ

2
s

T ,则有

当 1 < r 6 3
2
, λT = λ1T

− 2
6r+1 , ηT = η1T

− 4r
6r+1 时,

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − fV τ

ρ ‖K) 6 C̃1T
−min{ 2r−1

6r+1 , b
2− 2

6r+1}. (2.1)

当 1
2

< r 6 1, λT = λ1T
− 1

3r+2 , ηT = η1T
− 2r+1

3r+2 时,

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − fV τ

ρ ‖L2
ρX

) 6 C̃2T
−min{ r

3r+2 , b
2− 1

3r+2}, (2.2)

其中 C̃1和 C̃2是与 T 无关的常数, 将在证明过程中给出.
注 1 该定理反应了中位数回归的在线算法收敛速度, (2.1)式说明了在线算法 (1.6)在

HK 的收敛性, 称为强收敛; 而结果 (2.2)称为算法的平均误差. 由范数关系 ‖ · ‖L2
ρX
≤ ‖ · ‖K

知道本定理结果 (2.1)和 (2.2)是合理的. 虽然本定理是考虑 τ = 1
2

, 但是从后面的证明过程
知道本定理结果可以推广到任意 0 < τ < 1 , 只需要修改常数 C̃1和 C̃2 .
注 2 在线算法 (1.6)的误差估计分为抽样误差和逼近误差两部分, 其中抽样误差是本文

的主要贡献, 将在定理 2.3中给出; 逼近误差由 HK 空间的复杂度和数据的分布 ρ决定. 假设
5采用一致分布估计逼近误差. 事实上本定理适用于其他更一般的条件分布, 为了简化本定
理, 不再进一步讨论. 具体可参考文献 [2, 3] .
注 3 当 b = ∞ , (2.1)和 (2.2)式反映了数据抽样 z是独立同分布的情况. 另外, 我们看

到 ε = 0时, 本定理推导出无稀疏性的在线分位数回归算法的收敛阶, 可以通过调节 ε的值控

制算法的稀疏性同时不影响算法的收敛率.

2.1 抽样误差的估计

定义 2.2 对于 λ > 0, 正则化函数 f
V τ

ε

λ ∈ HK 定义为

f
V τ

ε

λ := arg inf
f∈HK

{
Eε(f) +

λ

2
‖f‖2

K

}
. (2.3)

逼近误差 D(λ)定义为

D(λ) := inf
f∈HK

{
E(f)− E(fV τ

ρ ) +
λ

2
‖f‖2

K

}
. (2.4)

以下定理给出一般分位数回归算法的抽样误差 fT+1 − f
V τ

ε

λT
.

定理 2.3 如果以下假设成立

1. 核函数K 与定理 2.1相同;
2. {ρ(t)

X }t=1,2,···以多项式速度收敛到 (Cs(X))∗中的 ρX , 即 (1.1)成立;
3. 分布 {ρx : x ∈ X}在 (Cs(X))∗中是 Lipschitz s的, 即存在一个常数 Cρ > 0 , 使得

‖ρx − ρu‖(Cs(Y ))∗ 6 Cρ(d(x, u))s, ∀ x, u ∈ X. (2.5)

4. 逼近误差满足多项式衰减如下

D(λ) 6 D0λ
β, 0 < β 6 1,D0 > 0. (2.6)
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令

λt = λ1t
−γ , ηt = η1t

−α, 0 < λ1, η1 < 1,

0 < γ <
2

5− β
, γ < α < 1− γ(3− β)

2
, ε ≤ λβ,

则有

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − f

V τ
ε

λT
‖2

K) 6 CK,ρ,b,βT−θ,

其中

θ := min{2− γ(3− β)− 2α, α− γ, b− 2γ},

CK,ρ,b,β 是独立于 T 的一个常数且在证明中给出.
证 本定理的证明借助了 Hu, Zhou[3] 的证明思想. 以下给出证明的主要步骤, 更详细的

过程参见 Hu, Zhou[3]的定理 26 . 证明分为三个步骤.
第一步 存在常数 κ2s > 0 ,

|K(x, x)− 2K(x, u) + K(u, u)| 6 κ2
2s(d(x, u))2s, ∀x, u ∈ X.

由K(x, x) = K(u, u) = 1 , 得

|K(x, x)− 2K(x, u) + K(u, u)| = 2− 2e−
‖x−u‖2

2σ2 6 ‖x− u‖2

σ2
. (2.7)

又 (d(x, u))2s = ‖x− u‖2s, 可令 s = 1, 即存在 κ2s > 1
σ

> 0, 使得 (2.7)式成立.
第二步 由 Ying, Zhou[8]引理 3知

Ezt
(‖ft+1 − f

V τ
ε

λt
‖2

K) 6 (1− ηtλt)‖ft − f
V τ

ε

λt
‖2

K + 2ηt∆t + η2
tEzt

‖∂V τ
ε (yt, ft(xt))Kxt

+ λtft‖2
K ,

(2.8)

其中

∆t =
∫

Z

{V τ
ε (y, f

V τ
ε

λt
(x))− V τ

ε (y, ft(x))}d[ρ(t) − ρ].

因此需要估计 ∆t 的上界 (参考文献 [3] ). 不难证明存在常数 CV τ
ε ,γ,α > 0 , 使得 ‖ft‖∞ 6

CV τ
ε ,γ,α

λt
, t = 1, 2, · · · , T + 1 . 根据 V τ

ε 关于第二变量的一阶 Taylor展开, 可知

∆t 6
{

(1 + κ2s)

(√
2‖V τ

ε ‖∞
λt

+
CV τ

ε ,γ,α

λt

)
N(λt) + 2CρÑ(λt)

}
‖ρ(t)

X − ρX‖(Cs(X))∗

6 B∗
t := Ct−b

{
(1 + κ2s)

(√
2‖V τ

ε ‖∞
λt

+
CV τ

ε ,γ,α

λt

)
N(λt) + 2CρÑ(λt)

}
, (2.9)
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这里

N(λ) = sup
{
|∂V τ

ε (y, f)| : y ∈ Y, |f | 6 max
{

CV τ
ε ,γ,α/λ, κ

√
2‖V τ

ε ‖∞/λ
}}

,

Ñ(λ) = sup
{
‖V τ

ε (y, f)‖Cs(Y ) : y ∈ Y, |f | 6 max
{

CV τ
ε ,γ,α/λ, κ

√
2‖V τ

ε ‖∞/λ
}}

.

将估计 (2.9)式代入 (2.8)式得

E(‖ft+1 − f
V τ

ε

λt
‖2

K) 6 (1− ηtλt)Ez1,z2,··· ,zt−1(‖ft − f
V τ

ε

λt
‖2

K) + η2
t (N(λt) + CV τ

ε ,γ,α)2 + 2ηtB
∗
t .

(2.10)

第三步 根据 ‖∂V ‖∞ < ∞ , 知必然存在常数 C ′ , 使得 N(λ) 6 C ′, Ñ(λ) 6 C ′λ . 同时,
注意到当 ε 6 λβ , 可以引用文献 [9] 中引理 3(b), 得到

Dε(λ) := inf
f∈HK

{
E(f)− E(fV τ

ε
ρ ) +

λ

2
‖f‖2

K

}
6 D(λ) + 2ε 6 (D0 + 2)λβ.

所以用文献 [3] 定理 20的结果, 得到

‖fV τ
ε

λt
− f

V τ
ε

λt−1
‖K 6 2

√
D0 + 2λ

β−1
2

1 (t− 1)
γ(1−β)

2 −1 6 4
√
D0 + 2λ

β−1
2

1 t
γ(1−β)

2 −1.

将上述估计插入 (2.10)式, 并按 t = T, · · · , 1顺序进行迭代, 得到本定理结论.

2.2 定理 2.1 的证明

证 将误差 fT+1 − fV τ

ρ 分解为三项: fT+1 − f
V τ

ε

λT
, f

V τ
ε

λT
− fV τ

λT
和 fV τ

λT
− fV τ

ρ .
首先, 根据条件 5和在文献 [10]例 6知道, 在正则条件 fV τ

ρ = Lr
K(gρ)下

‖fVτ

λT
− fV τ

ρ ‖K 6
(

λT

2

)r− 1
2

‖gρ‖L2
ρX

,
1
2

< r 6 3
2
,

‖fVτ

λT
− fV τ

ρ ‖L2
ρX

6
(

λT

2

)r

‖gρ‖L2
ρX

, 0 < r 6 1.

接下来, 关于第二项 f
V τ

ε

λT
− fV τ

λT
的估计, 由 Hu, Xiang等[11]性质 1知

‖fV τ
ε

λT
− fV τ

λT
‖K ≤ Cρε

sλ−1
T = Cρλ

−1
1 εsT γ .

关于第一项 fT+1 − f
V τ

ε

λT
的估计需要借助定理 2.3 . 逐条验证定理 2.3的条件 1–4 , 显然

在定理 2.1的条件下, 定理 2.3的条件 1–2成立.
注意到 ‖fV τ

ρ ‖K 6 ‖gρ‖L2
ρX
和 ‖fV τ

ρ ‖Cs(X) 6 (1 + κ2s)‖fρ‖K , ρx, ρu 均为均匀分布, 则
∀ x, u ∈ X, g ∈ Cs(Y ) , 有

∣∣∣∣
∫

Y

g(y)d(ρx − ρu)
∣∣∣∣ =

1
2

∣∣∣∣∣
∫ fρ(x)+1

fρ(x)−1

g(y)dy −
∫ fρ(u)+1

fρ(u)−1

g(y)dy

∣∣∣∣∣
6 ‖g‖C(Y )|fρ(x)− fρ(u)|
6 ‖g‖C(Y )(1 + κ2)‖gρ‖L2

ρX
(d(x, u)).
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Lipschitz s连续条件 (2.5) , 其中 Cρ = (1 + κ2s)‖gρ‖L2
ρX

. 即定理 2.3的条件 3满足.
关于定理 2.3的条件 4 , 因为正则指数 r > 1

2
, fV τ

ρ ∈ HK , 所以 D(λ) 6 λ‖fV τ
ρ ‖2

K , 即

(2.6)式成立且 β = 1 , D0 = ‖fV τ

ρ ‖2
K . 综上, 可得

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − f

V τ
ε

λT
‖2

K) 6 CK,ρ,b,βT−θ∗ ,

这里 θ∗ := min{2− 2γ − 2α, α− γ, b− 2γ}.
根据以上推导得到

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − fV τ

ρ ‖K)

6Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − f

V τ
ε

λT
‖K) + ‖fV τ

ε

λT
− fV τ

λT
‖K + ‖fV τ

λT
− fV τ

ρ ‖K

6
√

CK,ρ,b,βT−
θ∗
2 + Cρλ

−1
1 εsT γ + λ

r− 1
2

T ‖gρ‖L2
ρX

, 1 < r 6 3
2
, (2.11)

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − fV τ

ρ ‖L2
ρX

)

6Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − f

V τ
ε

λT
‖L2

ρX
) + ‖fV τ

ε

λT
− fV τ

λT
‖L2

ρX
+ ‖fV τ

λT
− fV τ

ρ ‖L2
ρX

6Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − f

V τ
ε

λT
‖K) + ‖fV τ

ε

λT
− fV τ

λT
‖K + ‖fV τ

λT
− fV τ

ρ ‖L2
ρX

6
√

CK,ρ,b,βT−
θ∗
2 + Cρλ

−1
1 εsT γ + λr

T‖gρ‖L2
ρX

,
1
2

< r 6 1. (2.12)

当 1 < r 6 3
2
时, 将 λT = λ1T

− 2
6r+1 , ηT = η1T

− 4r
6r+1 , ε = λ

2
s

T 代入 (2.11)式得

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − fρ‖K) 6

√
CK,ρ,b,βT−

θ∗
2 + Cρλ1T

− 2
6r+1 + λ

r− 1
2

1 ‖gρ‖L2
ρX

T−
2r−1
6r+1

6 C̃1T
−min{ 2r−1

6r+1 , b
2− 2

6r+1},

其中 C̃1 :=
√

CK,ρ,b,β + Cρλ1 + λ
r− 1

2
1 ‖gρ‖L2

ρX
. 结论 (2.1)式成立.

当 1
2

< r 6 1时, 将 λT = λ1T
− 1

3r+2 , ηT = η1T
− 2r+1

3r+2 代入 (??)式得

Ez1,z2,··· ,zT
(‖fT+1 − fρ‖L2

ρX
) 6

√
CK,ρ,b,βT−

θ∗
2 + Cρλ1T

− 1
3r+2 + λr

1‖gρ‖L2
ρX

T−
r

3r+2

6 C̃2T
−min{ r

3r+2 , b
2− 1

3r+2},

其中 C̃2 :=
√

CK,ρ,b,β + Cρλ1 + λr
1‖gρ‖L2

ρX
. 结论 (2.2)式成立.
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QUANTILE REGRESSION WITH SAMPLES DRAWN FROM

NON-IDENTICAL DISTRIBUTIONS

YANG Peng-wei

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: This paper considers the online quantile regression with Gaussain kernel

and non-identical sampling process. Under the sparsity condition and non-identical marginal

distributions, we derive the convergence rate of the the online quantile regression algorithm.

Mathematical analysis depends on the error decomposition and the iteration method. Specially,

we get the explicit learning rate of online median regression. Finally, we illustrate that our main

result can extend to general quantile regression problem.

Keywords: online learning; quantile regression; ε-pinball loss; reproducing kernel Hilbert

space, non-identical distribution

2010 MR Subject Classification: 62J99


