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摘要: 本文研究了离散状态下随机环境中树指标马氏链, 证明了该过程在概率空间中可以实

现, 同时阐明了马氏环境下树指标马氏链与树指标马氏双链的等价性. 获得了有限状态下马氏环境中

树指标马氏链的随机转移概率调和平均的强极限性质.
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1 引言

设 T 是一个局部有限的无限树, σ, t (σ 6= t) 是 T 中任两个顶点, 则存在唯一的从 σ 到 t

的路径, σ = z1, z2, · · · , zm = t, 其中 z1, z2, · · · , zm 互不相同且 zi, zi+1 为相邻两顶点, m− 1
称为 σ 到 t 的距离. 为给 T 中的顶点编号, 选定一个顶点作为根顶点 (简称根), 记为 o. 如果
一个顶点 σ 位于根 o 到顶点 t 的唯一路径上, 则记 σ ≤ t. 若 σ, t 为 T 上不同的两个顶点, 记
σ ∧ t 为同时满足 σ ∧ t ≤ t 和 σ ∧ t ≤ σ 且离根 o 最远的顶点.
若 t 为 T 中的任一顶点, 记 |t| 为顶点 t 到根 o 的距离. 若 |t| = n, 称 t 位于树的第 n 层.

记 T (n) 表示从根 o到第 n层所有顶点的子图, Ln 表示第 n层所有顶点的集合, Ln
m 表示含有

T 的从m 层到 n 层所有顶点的集合. 对于任一个顶点 t, 从根 o 到顶点 t 的路径上存在唯一

一个离顶点 t 最近的顶点称为 t 的父代, 记为 1t, 且称 t 为 1t 的子代. 令 XS = {Xt, t ∈ S},
S ⊂ T, xS 为 XS 的实现, 且记 |S| 为 S 中顶点的个数. 如果树图 T 的根顶点有 N 个相邻顶

点, 而其它顶点有 N + 1 个相邻顶点, 即 T 的每个顶点都有 N 个子代, 则称此树为 Cayley
树, 记为 TC,N (见图 1).
树指标随机过程是新兴的概率论研究方向. Benjamini 和 Peres [1] 给出了树指标马氏链

的定义并研究了其常返性和射线常返性; 陈晓雪和杨卫国 [2] 等研究了树指标马氏链的等价定

义; Berger 和叶中行 [3] 研究了齐次树图上平稳随机场熵率的存在性; 叶中行和 Berger[4,5] 利

用 Pemantle 在文献 [6] 中的结果及组合方法, 在依概率收敛意义下研究了齐次树图上 PPG
不变和遍历随机场的 Shannon -McMillan 定理; 杨卫国和刘文 [7] 研究了齐次树图上马氏链

场 (这实际上是树指标马氏链和 PPG 不变随机场的特殊情形) 状态发生频率的强大数定律.
近年来, 杨卫国 [8,9] 研究了树上马氏链的强大数定律和渐近均分割性; 黄辉林和杨卫国 [10] 研

究了一致有界树上马氏链的强大数定律和 Shannon-McMillian 定理; 石志岩和杨卫国 [11] 研

究了树上非齐次马氏链随机转移概率调和平均的强极限性质; 王豹等 [12] 研究了 Cayley 树指
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标可列马氏链的强大数定律; 党慧等 [13] 给出了离散状态下二叉树上非齐次分支马氏链的定

义, 并研究其等价性及存在性, 同时研究了有限状态下二叉树上非齐次分支马氏链的强大数
定理和熵遍历定理.
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图 1: Cayley 树 TC,2

随机环境中马氏链的研究已有相当长的历史. Nawrotzki[14,15] 建立了该主题的一般理

论; Cogburn[16−18] 构造了 Hopf - 链, 利用 Hopf - 链理论深入研究了平稳环境中马氏链的遍
历理论、中心极限定理、直接收敛和转移函数的周期性关系以及不变概率测度的存在性; 胡
迪鹤 [19,20] 对连续时间参数的随机环境中的马氏过程的存在性、等价性、q - 过程的存在唯一
性进行了研究; 李应求 [21,22] 利用完善的鞅差理论来研究随机环境中的马氏链, 在假设马氏双
链遍历的条件下, 得到了马氏环境中马氏链的强大数定律成立的充分条件以及马氏环境中若
干强极限定理; 石志岩等 [23] 给出了离散状态下随机环境中树指标马氏链的定义, 并证明了该
定义在概率空间中可以实现; 黄辉林 [24] 研究了有限 i.i.d. 随机环境下齐次树指标马氏链的
强大数定律和 Shannon-McMillian 定理.
本文首先给出离散状态下随机环境中树指标马氏链的定义, 并且证明了该定义在概率空

间中可以实现, 给出了马氏环境下树指标马氏链与树指标马氏双链的等价定义, 该部分重述
了文献 [23] 中的一些结果. 最后研究了有限状态下马氏环境中树指标马氏链的随机转移概率
调和平均的强极限性质.

2 基本概念

设 Θ = {0, 1, 2, · · · }, χ = {0, 1, 2, · · · } 为可列状态空间, ξT = {ξt, t ∈ T} 和 XT =
{Xt, t ∈ T} 分别是 (Ω,F , P ) 上取值于Θ 和 χ 的随机变量族. 假定 pθ = {p(θ;x), x ∈ χ}, θ ∈
Θ 是关于参数 θ 的一个分布, 且 Pθ = {p(θ;x, y), x, y ∈ χ}, θ ∈ Θ 是定义在 χ2 上的关于参数

θ 的一个转移矩阵.
定义 1[2] 设 T 为一树图, χ = {0, 1, 2, · · · } 是可列状态空间, {Xt, t ∈ T} 是定义在概

率空间 (Ω,F , P ) 上在 χ 中取值的树指标变量族. 设 p = {p(x), x ∈ χ} 是 χ 上一概率分布,
P = {p(x, y), x, y ∈ χ} 是定义在 χ2 上的转移矩阵. 如果 ∀t ∈ T, ∀n ≥ 1, 有

P (XLn = xLn |XT (n−1)
= xT (n−1)

) =
∏

t∈Ln

p(x1t
, xt) (1)

且

P (Xo = xo) = p(xo),∀xo ∈ χ, (2)
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则称 {Xt, t ∈ T} 为具有初始分布 p 与转移矩阵 P 在 χ 中取值的树指标马氏链.
注 1 文献 [2] 介绍了树指标马氏链的各种等价定义, 定义 1 仅仅是其中的一种形式, 对

于其他的定义形式, 读者可参阅文献 [2].
生物学家研究杆状菌的分裂时, 总结出杆状菌分裂的规律, 即一个杆状菌在分裂时, 从中

间断开, 这样就分裂成两个新杆状菌, 这两个新的杆状菌为原来杆状菌的后代. 如果我们把
每一次分裂中的杆状菌看成一个顶点, 那么杆状菌的分裂过程就可以抽象为一个二叉树结构
(分支马氏链) (见文献 [25]). 如果杆状菌分裂时受到周边环境的影响, 这样杆状菌的分裂过
程就可以抽象为一个随机环境中二叉树模型, 因此研究随机环境中树指标过程不仅具有理论
意义, 更具有应用价值. 类似于定义 1 中的树指标马氏链的定义, 结合随机环境中马氏链的定
义, 给出随机环境中树指标马氏链的定义.
定义 2 [23] 设 T 为树, XT = {Xt, t ∈ T}, ξT = {ξt, t ∈ T}分别在χ,Θ中取值的随机变量

族. 设 pθ = {p(θ;x), x ∈ χ}, θ ∈ Θ 是 χ 上一含参数的分布, Pθ = {p(θ;x, y), x, y ∈ χ}, θ ∈ Θ
是定义在 χ2 上的含参数的转移矩阵. 若

P (Xo = xo|ξT ) = p(ξo;xo) a.e., (3)

P (XLn = xLn |ξT , XT (n−1)
) =

∏
t∈Ln

p(ξ1t
;X1t

, xt) a.e., (4)

则称 (XT , ξT ) 为由含参数的分布 pθ 与含参数的转移矩阵 Pθ 确定的随机环境中树指标马氏

链, 其中 ξT 为随机环境. 若 ξT 为树指标马氏链, 称 (XT , ξT ) 为马氏环境中树指标马氏链.
注 2 当 ξT 取常数时, 随机环境中树指标马氏链就是一般树指标马氏链. 如果树的每一

顶点只有一个子代, 则随机环境中树指标马氏链即为随机环境中马氏链. 因此随机环境中树
指标马氏链是树指标马氏链和随机环境中马氏链的推广.
引理 1 [23] (XT , ξT ) 为定义 2 定义的由含参数的分布 pθ 与含参数的转移矩阵 Pθ 确定

的随机环境中的树指标马氏链的充要条件是

(i)
P (Xo = xo|ξT (n)

= θT (n)
) = p(θo;xo). (5)

(ii) 当 k ≥ n− 1 时,

P (XLn = xLn |ξT (k)
= θT (k)

, XT (n−1)
= xT (n−1)

) =
∏

t∈Ln

p(θ1t
;x1t

, xt). (6)

引理 2 [23] 引理 1 中 (5) 和 (6) 式成立的充要条件是

P (ξT (m)
= θT (m)

, XT (n)
= xT (n)

) = P (ξT (m)
= θT (m)

)p(θo;xo)
∏

t∈T (n)\{o}
p(θ1t

;x1t
, xt). (7)

注 3 设 Ω = χT ×ΘT ,F ′ 为 Ω 中所有有限维柱集生成的 σ - 代数. 定义 (Ω,F ′) 上随机
环境中树指标随机过程如下 ω = (xT , θT ) ∈ Ω. 定义 XT (xT , θT ) = xT , ξT (xT , θT ) = θT . 定

义 µP 在柱集 (XT (n)
= xT (n)

, ξT (m)
= θT (m)

) 上的值如 (7) 式的右端, 由 Kolmogorov 存在定
理 (见文献 [26]), µP 可以扩张为整个空间 (Ω,F ′) 上的概率测度, 于是 (XT , ξT ) 在 µP 下为

随机环境中的树指标马氏链, 这样就得到了随机环境中树指标马氏链的实现.
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注 4 若 ξT 为初始分布为 p
′
(θ), 转移矩阵族为 Kt = (Kt(θ, a)) 的非齐次树指标马氏链.

由 (7) 式和定义 1 知

P (ξT (n)
= θT (n)

, XT (n)
= xT (n)

) = p(θo;xo)p
′
(θo)

∏

t∈T (n)\{o}
p(θ1t

;x1t
, xt)Kt(θ1t

, θt).

若令 Qt(x, θ; y, a) = p(θ;x, y)Kt(θ, a), q(θo, xo) = p(θo;xo)p
′
(θo), 则

P (ξT (n)
= θT (n)

, XT (n)
= xT (n)

) = q(θo, xo)
∏

t∈T (n)\{o}
Qt(x1t

, θ1t
;xt, θt).

由此可知马氏环境下树指标马氏链与树指标非齐次马氏双链是等价的. 此时, (XT , ξT ) 为初
始分布为 q(θo, xo), 转移矩阵族为 {Qt(x, θ; y, a), t ∈ T} 的树指标非齐次马氏双链.
以后总假定 ξT 是马氏环境, 则 (XT , ξT ) 是具有初始分布为 q(θo, xo), 转移矩阵族为

Qt = {Qt(x, θ; y, a), t ∈ T} 的树指标非齐次马氏双链. 在下节中, 将给出有限状态下马氏环
境中树指标马氏链的随机转移概率的调和平均的极限性质.

3 主要结果

引理 3 [24] 设 (XT , ξT ) 为马氏环境中的树指标马氏链, {gt(x, θ; y, α), t ∈ T} 是定义在
(χ×Θ)2 上的函数族. 令 Lo = {o}, Fn = σ(XT (n)

, ξT (n)
),

tn(λ, ω) =
e

λ
∑

t∈T (n)\{o}
gt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)

∏
t∈T (n)\{o}

E[eλgt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)|X1t
, ξ1t

]
, (8)

其中 λ 为实数, 则 {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 是非负鞅.
定理 1 设 χ = {1, 2, · · · ,M},Θ = {1, 2, · · · , N}, 且 ξT 的初始分布为 p

′
(θ), 转移概率族

为Kt = {Kt(θ, α), t ∈ T}. 设 (XT , ξT ) 为马氏环境中的树指标马氏链, 其初始分布和转移概
率族满足

P (ξo = θo, Xo = xo) = q(θo, xo) > 0, ∀xo ∈ χ, θo ∈ Θ, (9)

Qt(x, θ; y, α) = Kt(θ, α)P (θ;x, y) > 0. ∀x, y ∈ χ, θ, α ∈ Θ, t ∈ T (n)\{o}. (10)

令

bt = min{Qt(x, θ; y, α);x, y ∈ χ, θ, α ∈ Θ}, t ∈ T (n)\{o}. (11)

若存在常数 h > 0, 使得

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
e

h
bt = S < ∞, (12)

则随机转移概率 {Qt(X1t
, ξ1t

;Xt, ξt), t ∈ T (n)\{o}} 的调和平均 a.e. 收敛于 1
MN

, 即

lim
n→∞

|T (n)|∑
t∈T (n)\{o}

Qt(X1t
, ξ1t

;Xt, ξt)−1
=

1
MN

a.e.. (13)
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注 5 假设 ∀t ∈ T, bt ≡ 1
2
, 此时

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
e

h
bt = lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
e2h = e2h < ∞,

因此等式 (12) 是可以实现的.
证 在引理 3 中令 gt(x, θ; y, α) = Qt(x, θ; y, α)−1, 则由引理 3 知

tn(λ, ω) =
e

λ
∑

t∈T (n)\{o}
Qt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)

−1

∏
t∈T (n)\{o}

E[eλQt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)−1 |X1t
, ξ1t

]
(14)

为非负鞅, 由 Doob 鞅收敛定理得

lim
n→∞

tn(λ, ω) = t(λ, ω) < ∞ a.e., (15)

故

lim sup
n→∞

1
|T (n)| ln tn(λ, ω) ≤ 0 a.e.. (16)

由式 (14) 和 (16) 得

lim sup
n→∞

1
|T (n)|{λ

∑

t∈T (n)\{o}
Qt(X1t

, ξ1t
;Xt, ξt)−1 −

∑

t∈T (n)\{o}
lnE[eλQt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)

−1 |X1t
, ξ1t

]}

≤0 a.e..
(17)

由式 (17) 和不等式 lnx ≤ x− 1(x > 0), 0 ≤ ex − 1− x ≤ x2

2
e|x| 得

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
[λQt(X1t

, ξ1t
;Xt, ξt)−1 − λMN ]

≤ lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
{lnE[eλQt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)

−1 |X1t
, ξ1t

]− λMN}

≤ lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
{E[eλQt(X1t ,ξ1t ;Xt,ξt)

−1 |X1t
, ξ1t

]− 1− λMN}

= lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

∑
x∈χ,θ∈Θ

Qt(X1t
, ξ1t

;x, θ)[eλQt(X1t ,ξ1t ;x,θ)−1 − 1− λQt(X1t
, ξ1t

;x, θ)−1]

≤λ2

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

∑
x∈χ,θ∈Θ

Qt(X1t
, ξ1t

;x, θ)−1e|λ|Qt(X1t ,ξ1t ;x,θ)−1

≤λ2

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

∑
x∈χ,θ∈Θ

1
bt

e
|λ|
bt

≤λ2MN

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

1
bt

e
|λ|
bt a.e..

(18)
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易知当 0 < λ < 1 时有

max{xλx, x > 0} = − e−1

lnλ
. (19)

当 0 < λ < h 时, 由式 (11), (12), (18) 与 (19) 得

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
[Qt(X1t

, ξ1t
;Xt, ξt)−1 −MN ]

≤λMN

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

1
bt

e
λ
bt

=
λMN

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

1
bt

(
eλ

eh

) 1
bt

e
h
bt

≤ λMN

2(h− λ)e
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
e

h
bt

=
λMN

2(h− λ)e
S.

(20)

令 λ → 0+, 由式 (20) 有

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
[Qt(X1t

, ξ1t
;Xt, ξt)−1 −MN ] ≤ 0 a.e.. (21)

当 −h < λ < 0 时, 将式 (18) 两边同除以 λ 并利用式 (11), (12) 与 (19) 得

lim inf
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
[Qt(X1t

, ξ1t
;Xt, ξt)−1 −MN ]

≥λMN

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

1
bt

e
−λ
bt

=
λMN

2
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}

1
bt

(
e−λ

eh

) 1
bt

e
h
bt

≥ λMN

2(h + λ)e
lim sup

n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
e

h
bt =

λMN

2(h + λ)e
S.

(22)

令 λ → 0−, 由式 (22) 有

lim inf
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n)\{o}
[Qt(X1t

, ξ1t
;Xt, ξt)−1 −MN ] ≥ 0 a.e.. (23)

由式 (21) 与 (23) 即可以知式 (13) 成立.
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A LIMIT PROPERTY OF RANDOM TRANSITION PROBABILITY

FOR A MARKOV CHAIN INDEXED BY A TREE IN

MARKOVIAN ENVIRONMENT

SHI Zhi-yan, BAO Dan, WU Bai-hui

(School of Science, Jiangsu University, Zhenjiang 212013, China)

Abstract: In this paper, we study the tree-indexed Markov chain in random environment

under discrete state and prove the realization of this stochastic process in the probability space.

Meanwhile, the equivalence between tree-indexed Markov chains in Markov environment and

tree-indexed Markov double chains is provided in this paper. Finally, the strong limit property

of the harmonic mean of the random transition probability of tree indexed Markov chain in the

Markovian environment is obtained under the finite state.

Keywords: Markovian environment; Markov chains; random transition probability;

harmonic mean
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