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摘要: 本文研究了拓扑群作用下乘积空间中 G - 极小性、G - 混合性和 G - 链回归点的动力学

问题. 利用乘积映射与分映射之间的方法, 获得如下结果: (1)乘积映射 f×g 是 G - 极小映射当且仅当

f 是 G1 - 极小映射, g 是 G2 - 极小映射; (2)乘积映射 f×g 是 G - 混合映射当且仅当 f 是 G1 - 混合

映射, g 是 G2 - 混合映射; (3) CRG(f × g) = CRG1(f) × CRG2(g). 从而推广了乘积空间中极小性、

混合性和链回归点的结果.
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1 引言

极小性和混合性是拓扑动力系统中重要的概念, 其核心是迭代所产生的系列轨道在拓
扑空间中的渐进性和拓扑结构, 近年来许多学者对其进行了研究, 得到了很多有意义的成果
(见文献 [1–7]). 例如, 文献 [1] 证明了在紧致度量空间中极小性和拓扑混合可以被强一致收
敛所保持; 文献 [2] 给出了图上交错系统中拓扑混合的等价条件; 文献 [3] 给出了树映射是拓
扑混合的等价条件; 文献 [4] 证明了乘积映射是极小映射和混合映射相应等价于分映射是极
小映射和混合映射. 文献 [1–4] 是在整数加群 Z 作用下的拓扑空间上研究极小性和拓扑混

合, 也就是在经典离散动力系统中研究极小性和拓扑混合, 随着离散系统动力系统中理论的
成熟, 在一般群作用下的拓扑空间中的动力学性质逐渐受到学者的关注 [8−11]. 文献 [8] 在
Amenable 群作用下研究了极小性和拓扑混合的等价条件; 文献 [9] 在拓扑群中下证明了拓扑
混合可以被强一致收敛所保持. 我们知道整数加群 Z 一定是 Amenable 群和拓扑群, 反之不
一定成立, 因此文献 [8–11] 所研究的空间比离散动力系统更为广泛, 结论更具有实用性和普
遍性. 借鉴文献 [8–11] 的研究思路, 笔者在拓扑群作用下的乘积空间中进行研究, 首先介绍
了极小映射和混合映射的概念, 其次证明了 (1) 乘积映射 f×g 是 G - 极小映射当且仅当是 f

是 G1 - 极小映射, g 是 G2 - 极小映射; (2) 乘积映射 f×g 是 G - 混合映射当且仅当是 f 是

G1 - 混合映射, g 是 G2 - 混合映射. 另外链回归点也是动力系统中十分重要的概念, 近年来
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也取得了有意义的研究成果 [12−14]. 文献 [12] 证明了在紧致度空间中, 若映射 f 具有伪轨跟

踪性, 则 CR(f) = AP (f); 文献 [13] 证明了在紧致度空间中, 若映射 f 具有周期伪轨跟踪性,
则 CR(f) = P (f); 文献 [14] 在拓扑群作用下的逆极限空间中研究了链回归点, 指出移位映射
的链回归点集等于自映射在其链回归点集上形成的逆极限空间. 笔者在拓扑群作用下的乘积
空间中研究了链回归点的拓扑结构, 证明了 CRG(f × g) = CRG1(f)×CRG2(g). 这些结果弥
补了拓扑群作用下乘积空间中极小映射、混合映射和链回归点理论的缺失, 为它们在今后的
应用中提供了理论依据和科学基础.

2 基本概念及记号

定义 2.1[15] 设 X 是度量空间, G 是拓扑群. 若映射 ϕ : G×X −→ X 满足

(1) 对任意的 x ∈ X, 有 ϕ(e, x) = x, 其中 e 为 G 的单位元;

(2) 对任意的 x ∈ X 以及 g1, g2 ∈ G, 有 ϕ(g1, ϕ(g2, x)) = ϕ(g1g2, x), 则称 (X,G,ϕ) 是度
量 G - 空间, 简称 X 是度量 G - 空间. 为了书写方便, 通常将 ϕ(gx) 简写为 gx.

下面给出乘积度量 G - 空间的概念.

定义 2.2 设 (X, d1) 是度量 G1 - 空间, (Y, d2) 是度量 G2 - 空间, 在乘积空间 X × Y 上

定义 d((x1, y1), (x2, y2)) = max{d1(x1, x2), d2(y1, y2)}, 则称 d 是乘积空间 X × Y 上的度量.

设 f : X −→ X 连续, g : Y −→ Y 连续, 定义 (f × g)(x, y) = (f(x), g(y)), 则称 f × g 是

f 与 g 的乘积映射.

取 G = G1 ×G2, 易知 G 是拓扑群, (X × Y, d,G) 是度量 G - 空间, 此时称 (X × Y, d,G)
是 (X, d1, G1) 和 (Y, d2, G2) 的乘积度量 G - 空间.

定义 2.3[14] 设 (X, d) 是度量 G - 空间, f : X −→ X 连续, x ∈ X, 称 x 是 f 的 G - 链
回归点, 如果 ∀ε > 0, ∃f 作用下的 (G, ε) 链 {xi}n

i=0, 其中 x0 = xn = x. f 的 G - 链回归点集
用 CRG(f) 表示．

定义 2.4[9] 设 (X, d) 是度量 G - 空间, f : X −→ X 连续, 称 f 是 G - 混合映射, 如果
对 X 任意非空开集 U 和 V , 存在正整数m, 存在 p ∈ G, 当 n > m 时, 有 pfn(U)

⋂
V 6= ∅.

定义 2.5 设 (X, d) 是度量 G - 空间, f : X −→ X 连续, x ∈ X, 称 orbG(x, f) 为 f 作

用下的 G - 轨道, 如果记 orbG(x, f) ≡ {pfn(x) : p ∈ G,n ≥ 0}.
定义 2.6 设 (X, d) 是度量 G - 空间, f : X −→ X 连续, 称 f 是 G - 极小映射, 如果对

任意的 x ∈ X, 有 orbG(x, f) = X.

3 主要定理

定理 3.1 设 (X, d1) 是度量 G1 - 空间, (Y, d2) 是度量 G2 - 空间, f : X −→ X 连续,
g : Y −→ Y 连续, 则 f×g 是 G - 极小映射当且仅当是 f 是 G1 - 极小映射, g 是 G2 - 极小映
射.

证 ⇒ 假设 f×g 是 G - 极小映射. ∀x ∈ X，∀y ∈ Y , 取 z = (x, y), 则 z ∈ X × Y . 由
f × g 是 G - 极小映射知

orbG(z, f × g) = X × Y.

设 U 是 X 上的任意非空开集, V 是 Y 上的任意非空开集, 则 U × V 是 X × Y 上的非空开
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集, 故
orbG(z, f × g) ∩ (U × V ) 6= ∅.

又

orbG(z, f × g) ∩ (U × V ) = (orbG1(x, f)× orbG2(y, g)) ∩ (U × V )

= (orbG1(x, f) ∩ U)× (orbG2(y, g) ∩ V ).

故

orbG1(x, f) ∩ U 6= ∅, orbG2(y, g) ∩ V 6= ∅.
则

orbG1(x, f) = X, orbG2(y, g) = Y.

因此 f 是 G1 - 极小映射, g 是 G2 - 极小映射.
⇐ 假设 f 是 G1 - 极小映射, g 是 G2 - 极小映射. 设 U ′ × V ′ 是 X × Y 上的任意非空

开集, 则 U ′ 是 X 上的非空开集, V ′ 是 Y 上的非空开集, ∀z′ = (x′, y′) ∈ X × Y , 则 x′ ∈ X,
y′ ∈ Y , 由 f 是 G1 - 极小映射和 g 是 G2 - 极小映射知

orbG1(x
′, f) ∩ U ′ 6= ∅, orbG2(y

′, g) ∩ V ′ 6= ∅.

又

orbG(z′, f × g) ∩ (U ′ × V ′) = (orbG1(x
′, f)× orbG2(y

′, g)) ∩ (U ′ × V ′)

= (orbG1(x
′, f) ∩ U ′)× (orbG2(y

′, g) ∩ V ′).

故

orbG(z′, f × g) ∩ (U ′ × V ′) 6= ∅.
则

orbG(z′, f × g) = X × Y.

因此 f × g 是 G - 极小映射.
定理 3.2 设 (X, d1) 是度量 G1 - 空间, (Y, d2) 是度量 G2 - 空间, f : X −→ X 连续,

g : Y −→ Y 连续, 则 f×g 是 G - 混合映射当且仅当是 f 是 G1 - 混合映射, g 是 G2 - 混合映
射.
证 ⇒ 假设 f×g 是 G - 混合映射. ∀X 上的任意非空开集 U1 和 V1, ∀Y 上的任意非空

开集 U2 和 V2, 易知 U1 × U2，V1 × V2 是 X × Y 上的非空开集. 由 f×g 是 G - 混合映射知,
∃N1 ∈ N+, ∃(p1, p2) ∈ G, 当 n > N1 时, 有

p(f × g)n(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) 6= ∅.

又

p(f × g)n(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) = (p1f
n(U1)× p2g

n(U2)) ∩ (V1 × V2)

= (p1f
n(U1) ∩ V1)× (p2g

n(U2) ∩ V2).
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则

p1f
n(U1) ∩ V1 6= ∅, p2g

n(U2) ∩ V2 6= ∅.
故 f 是 G1 - 混合映射, g 是 G2 - 混合映射.

⇐ 假设 f 是 G1 - 混合映射, g 是 G2 - 混合映射. ∀X × Y 上的任意非空开集 U ′
1 ×U ′

2 和

V ′
1 × V ′

2 , 易知 U ′
1 和 V ′

1 是X 上的非空开集, U ′
2 和 V ′

2 是 Y 上的非空开集. 由 f 是 G1 - 混合
映射知, ∃N2 ∈ N+，∃t1 ∈ G1, 当 n > N2 时, 有

t1f
n(U ′

1) ∩ V ′
1 6= ∅.

由 g 是 G2 - 混合映射知, ∃N3 ∈ N+，∃t2 ∈ G2, 当 n > N3 时, 有

t2g
n(U ′

2) ∩ V ′
2 6= ∅.

取 N4 = max{N2, N3}, t = (t1, t2) ∈ G, 当 n > N4 时, 有

t(f × g)n(U ′
1 × U ′

2) ∩ (V ′
1 × V ′

2) = (t1fn(U ′
1)× t2g

n(U ′
2)) ∩ (V ′

1 × V ′
2)

= (t1fn(U ′
1) ∩ V ′

1)× (t2gn(U ′
2) ∩ V ′

2).

故

t(f × g)n(U ′
1 × U ′

2) ∩ (V ′
1 × V ′

2) 6= ∅.
因此 f×g 是 G - 混合映射.
定理 3.3 设 (X, d1) 是度量 G1 - 空间, (Y, d2) 是度量 G2 - 空间, f : X −→ X 连续,

g : Y −→ Y 连续, 则 CRG(f × g) = CRG1(f)× CRG2(g).
证 ⇒ 先证 CRG(f × g) ⊆ CRG1(f)× CRG2(g). 设 z = (x, y) ∈ CRG(f × g), ∀ε > 0,

则存在 f × g 作用下的 (G, ε) 链 {zi}n
i=0, 其中 zi = (xi, yi), z0 = zn = z. 故对任意的

0 ≤ i < n，∃pi = (p1
i , p

2
i ) ∈ G 使

d(pi(f × g)(zi), zi+1) < ε.

因此

d1(p1
i f(xi), xi+1) < ε, d2(p2

i g(yi), yi+1) < ε.

又 x0 = xn = x, y0 = yn = y, 则 x ∈ CRG1(f)，y ∈ CRG2(g), 故 z ∈ CRG1(f)× CRG2(g).
⇐ 下证 CRG1(f) × CRG2(g) ⊆ CRG(f × g). 设 z = (x, y) ∈ CRG1(f) × CRG2(g),

则 x ∈ CRG1(f), y ∈ CRG2(g). ∀η > 0, 则存在 f 作用下的 (G1, η) 链 {xi}m
i=0, 其中

x0 = xm = x, 存在 g 作用下的 (G2, η) 链 {yi}k
i=0, 其中 y0 = yk = y. 取

xm+1 = x1, xm+2 = x2, xm+3 = x3, . . . , x2m−1 = xm−1, x2m = xm;

x2m+1 = x1, x2m+2 = x2, x2m+3 = x3, . . . , x3m−1 = xm−1, x3m = xm;

x3m+1 = x1, x3m+2 = x2, x3m+3 = x3, . . . , x4m−1 = xm−1, x4m = xm;

...
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x(k−1)m+1 = x1, x(k−1)m+2 = x2, x(k−1)m+3 = x3, . . . , xkm−1 = xm−1, xkm = xm.

取

yk+1 = y1, yk+2 = y2, yk+3 = y3, . . . , y2k−1 = yk−1, y2k = yk;

y2k+1 = y1, y2k+2 = y2, y2k+3 = y3, . . . , y3k−1 = yk−1, y3k = yk;

y3k+1 = y1, y3k+2 = y2, y3k+3 = y3, . . . , y4k−1 = yk−1, y4k = yk;

...

y(m−1)k+1 = y1, y(m−1)k+2 = y2, y(m−1)k+3 = y3, . . . , ymk−1 = yk−1, ymk = yk.

由以上构造过程知, {xi}mk
i=0 是 f 作用下的 (G1, η) 链, {yi}mk

i=0 是 g 作用下的 (G2, η) 链, 并且
x0 = xmk = x，y0 = xmk = y. 故对任意的 0 ≤ i < mk, ∃t1i ∈ G1, ∃t2i ∈ G2 使

d1(t1i f(xi), xi+1) < η, d2(t2i g(yi), yi+1) < η.

取 zi = (xi, yi), ti = (t1i , t
2
i ) ∈ G, 则有

d(ti(f × g)(zi), zi+1) = max{d1(t1i f(xi), xi+1), d2(t2i g(yi), yi+1)} < η.

又 z0 = zmk = z, 故 z ∈ CRG(f × g).

4 总结

本文受文献 [8] 和文献 [11] 研究思路的启发, 在拓扑群作用下的乘积空间中介绍了 G -
极小映射、G - 混合映射和 G - 链回归点的概念, 利用乘积映射的性质, 研究了乘积映射 f×g
与分映射 f 和 g 在这些动力学性质方面的关系, 得到了较好的结果, 推广和改进了整数加群
Z 作用下拓扑空间中有关极小映射、混合映射和链回归点的结果, 为其在今后实际的应用中
提供了理论依据和科学基础.
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G-MINIMALITY, G-MIXING AND G-CHAIN RECURRENT POINT

OF THE PRODUCT G-SPACE

JI Zhan-jiang1,2 , ZHANG Geng-rong3

(1.School of Data Science and Software Engineering, Wuzhou University, Wuzhou 543002, China)
(2.Guangxi Colleges and Universities Key Laboratory of Image Processing and Intelligent

Information System, Wuzhou University, Wuzhou 543002, China)
(3.Mathematics and Computational Science, Hunnan First Normal University,

Changsha 410205, China)

Abstract: In this paper, the dynamical problem of G-minimality property, G-mixing

property and G-chain recurrent point are investigated in the product space under the action of

topological group. By using the method between product mapping and sub mapping, the following

results are obtained. (1) The product map f×g is a G-minimality map if and only if the map f

is a G1-minimality map and the map g is a G2-minimality map; (2) The product map f×g is a

G-mixing map if and only if the map f is a G1-mixing map and the map g is a G2-mixing map; (3)

CRG(f × g) = CRG1(f) × CRG2(g), which generalize the results of minimality property, mixing

property and chain recurrent point in the product space.

Keywords: G-minimality; G-mixing; G-chain recurrent point; product G-space
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