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摘要: 本文提出了基于模拟电荷法的外部数值保角逆变换计算法. 利用 LSQR (Least Square

QR-factorization) 方法来求解基于模拟电荷法的外部数值保角逆变换中的约束方程, 得到了电荷量和

逆变换半径, 进而构造了近似保角逆变换函数. 数值实验证明本文提出的算法是有效的.
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1 引言

保角变换是复变函数中非常重要的理论之一, 广泛应用于物理学和工学领域. 特别是在
电磁理论、膜和板的振动、弹性理论、热传输、流体力学等方面有很多应用 [1−5] . 通常将保
角变换的求解方法分为解析法和数值法. 解析法只能在一些特殊区域给出变换函数表达式,
对于复杂区域问题没有解决方法. 因此, 对于很多实际中的复杂问题必须采用数值法求解保
角变换函数. 数值保角变换计算法的主要有: 积分方程式法 [6]、正交多项式法 [7−8] 和有限差

分法 [9−10] 等. 德国人 Steinbigler[11] 首次提出用若干个虚设电荷来模拟电极表面上电荷分布
的电场计算法, 形成了模拟电荷法的基本思想; 日本的天野要等数学学者从 20 世纪 80 年代
开始对模拟电荷法和数值保角变换作了大量研究工作, 并提出了基于模拟电荷法的数值保角
变换计算法 (天野法) [12−16] . 天野法适用于单连通区域及多连通区域的数值保角变换问题
[15,17,18,19,20] .
单连通区域的数值保角变换, 分为内部数值保角变换和外部数值保角变换. 本文通过对

基于模拟电荷法的双方向的内部数值保角变换计算法 [13,15,16] 的研究, 提出了外部数值保角
逆变换计算法. 该方法的原理是基于模拟电荷法来求 Laplace 方程的 Dirichlet 问题的解, 并
通过预先建立的边界对应关系构造从标准区域到问题区域的近似保角逆变换函数, 误差用正
则函数的最大值原理进行评价. 计算数值保角逆变换最主要的就是确定模拟电荷的位置和数
量, 以及约束方程组的求解.

LSQR 方法 [21−24] 是 Paige 和 Saunders 提出的一种适用于求解系数矩阵为大型、稀疏
矩阵线性方程组的方法. LSQR 方法求解的思路是把任意系数矩阵方程化为系数矩阵为方阵
的方程, 然后利用 Lanczos 方法, 求解最小二乘解. 由于在求解过程中应用到 QR 分解, 因此
称为 LSQR (Least Square QR-factorization) 方法. 本文利用 LSQR 方法求解出了外部数值
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保角变换模拟电荷法中的约束方程组, 得到电荷量和逆变换半径, 从而构造出近似逆保角变
换函数, 最后利用数值实验验证了所提计算法的有效性.

2 基于模拟电荷法的外部数值保角变换计算法

本节主要阐述了基于模拟电荷法的外部区域数值保角变换计算法 [12,15,17,18] . 如图 1 所
示, C 对于 z 平面上的任意 Jordan 曲线, 围绕 C 的外部区域为D, 通过数值保角变换将区域
D 映射成 w 平面上的单位圆的外部 |w| > 1, D = D + C.

图 1: 基于模拟电荷法的外部区域数值保角变换
（+ 代表模拟电荷点, • 代表约束点）

保角变换函数 w = f(z), f(z) 满足正规化条件 f(∞) = ∞, f(∞) > 0 时, 可以表示如下

f(z) =
z

γ
eg(z)+ih(z), z ∈ D̄, (2.1)

g(z) 是 Dirichlet 型场势问题




∇2g(z) = 0, z ∈ D,

g(z) = − log |γ| − log |z|, z ∈ C,

g(∞) = 0

(2.2)

的解, 其中 h(z) 是 g(z) 的共轭调和函数, 且 h(∞) = 0. 在下面的叙述中, F , G, H, Γ 表示 f ,
g, h, γ 的近似值. 由模拟电荷法, g(z) 可以用 C 围绕的区域内部里配置的 N 个电荷点 ξj 作

为极的对数势场的 1 次结合

G(z) = −
N∑

j=1

Qj log |z − ζj |, z ∈ D̄, (2.3)

高度近似 g(z). 此时 h(z) 的高度近似函数为

H(z) = −
N∑

j=1

Qjarg|z − ζj |, z ∈ D̄, (2.4)
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未知电荷 Qj 通过满足下面边界条件进行求解, 即

N∑
j=1

Qj log |zi − ζj | = log Γ− log |zi| (i = 1, 2, · · · , N). (2.5)

另外, 由条件 g(∞) = 0, h(∞) = 0, 可得

N∑
j=1

Qj = 0. (2.6)

因此, 通过 (2.5) 式和 (2.6) 式能推导出以 Qj (j = 1, 2, · · · , N) 和 log Γ 作为未知数的 N + 1
维线性方程组的构成如下




a11 a12 · · · a1,N 1
a21 a22 · · · a2,N 1
...

...
. . .

...
...

aN1 aN2 · · · aNN 1
1 1 · · · 1 0







Q1

Q2

...
QN

log Γ




=




log |z1|
log |z2|

...
log |zN |

0




, (2.7)

式中,
aij = log |zj − ζi|, (2.8)

通过式 (2.3), (2.4) 和 (2.7) 得到近似保角变换函数

F (z) =
z

Γ
exp(G(z) + iH(z)), z ∈ D̄. (2.9)

最后利用 zi, Qj , Γ, ζj 计算双连通保角变换.

3 外部区域数值保角逆变换计算法

根据上节内容, 本节提出基于模拟电荷法的外部区域数值逆保角变换计算法. 如图 2 在
w 平面上, 单位圆围成的外部区域 |w| > 1, 通过数值保角逆变换将数值保角正变换映射成的
单位圆的边界及外部区域变换成 z 平面上封闭的 Jordan 曲线 C 及所围成的外部区域D [16] .

图 2: 基于模拟电荷法的外部区域数值保角逆变换
（+ 代表模拟电荷点,• 代表约束点）
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在不失一般性的情况下, 假定映射函数 z = f∗(w) 满足正规化条件 f∗(∞) = ∞,
f∗(∞) > 0 时是正则的, 即

f∗(w) =
w

γ∗
exp(g∗(w) + ih∗(w)), |w| > 1, (3.1)

式中, γ∗ 是变换半径, g∗(w) 是 Dirichlet 型势场问题




∇2g∗(w) = 0, w ∈ D,

g∗(w) = log |z| − log |w| − log γ∗, |w| > 1,

g∗(∞) = 0

(3.2)

的解, 其中 h∗(w) 是 g∗(w) 的共轭调和函数, 且 h∗(∞) = 0. 分别用 F ∗, G∗, H∗, Γ∗ 表示 f∗,
g∗, h∗, γ∗ 的近似值.
根据模拟电荷法, g∗(w) 可以用单位圆的内部区域配置的 N∗ 个电荷点 ζ∗j 作为极的对数

势场的 1 次结合

G∗(w) = −
N∗∑
j=1

Q∗
j log |w − ζ∗j | |w| > 1, (3.3)

高度近似, 这里 h∗(w) 可以用

H∗(w) = −
N∗∑
j=1

Q∗
j arg(1− ζ∗j /w), |w| > 1 (3.4)

高度近似.
未知电荷 Q∗

j 可以通过满足下面的边界条件进行求解,

N∗∑
j=1

Q∗
j log |wi − ζ∗j | = log |wi| − log |zi| − log Γ∗, j = 1, 2, · · · , N∗, (3.5)

同时, 由条件 g∗(∞) = 0, h∗(∞) = 0 可得

N∗∑
j=1

Q∗
j = 0, (3.6)

其中 zi 是外部的数值正保角变换的约束点, wi 是经过 zi 数值正保角变换得到的映射结果,
ζ∗j 通过 wi 来确定. 因此, 由 (3.5) 和 (3.6) 式可得以 Q∗

j (1 ≤ j ≤ N∗) 和 log Γ∗ 作为未知数
的 (N∗ + 1) 维线性方程组如下




a11 a12 · · · a1N∗ 1

a21 a22
. . . a2N∗ 1

...
...

. . .
...

...
aN∗1 aN∗2 · · · aN∗N∗ 1

1 1 · · · 1 0







Q∗
1

Q∗
2

...
Q∗

N∗

log Γ∗




=




log |w1| − log |z1|
log |w2| − log |z2|

...
log |wN∗ | − log |zN∗ |

0




, (3.7)
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其中

aij = log |wi − ζ∗j |. (3.8)

通过 (3.3), (3.4) 和 (3.7) 式可得近似保角逆变换函数

F ∗(w) =
w

Γ∗
exp(G∗(w) + iH∗(w)), |w| > 1. (3.9)

最后利用 zi, wi, Q∗
j , Γ∗, ζ∗j 计算外部区域数值保角逆变换.

4 基于 LSQR 方法的数值保角逆变换模拟电荷求解

将约束方程组 (3.7) 式写成标准线性方程组的

Ax = b (4.1)

形式, 其中
A ∈ R(N + 1)× (N + 1), x ∈ R(N + 1), b ∈ R(N + 1).

约束方程的系数矩阵 A 是非对称的且病态的, LSQR 方法 [20−23]是求解系数矩阵为病态

的大型稀疏矩阵线性方程组的有效算法之一. 利用 Lanczos 双对角化方法来求解方程的最小
二乘解 min ‖Ax− b‖2. 假定 Uk = [u1, · · ·, uk] 和 Vk = [v1, · · ·, vk] 是正交阵且 Lk 为如下的

(k + 1)× k 的下双对角阵

Lk =




α1 0 · · · · · · · · · 0
β2 α2 0 · · · · · · 0
0 β3 α3 · · · · · · 0
...

...
...

...
... αk

0 · · · · · · · · · 0 βk+1




, (4.2)

用下列迭代方法可以实现 A 矩阵的双对角分解




β1u1 = b, α1v1 = AT u1,

βi+1 = Avi − αiui (i = 1, 2, · · · ),
αi+1vi+1 = AT βi+1vi,

(4.3)

其中 αi ≥ 0, βi ≥ 0. 使上式 (3.21) 可写成




Uk+1(β1e1) = b,

AVk = Uk+1Lk,

AT Uk+1 = VkL
T
k + αk+1vk+1e

T
k+1,

(4.4)

其中 eT
k+1, 表示 n 阶单位矩阵的第 k + 1 行, 再设

xk = Vkyk, rk = b−Axk, tk+1 = β1e1 − Lkyk, (4.5)
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可以确定

rk = b−Ax = Uk+1(β1e1)−AVkyk = Uk+1(β1e1)− Uk+1Lkyk = Uk+1tk+1 (4.6)

在满足给定精度时停止迭代. 我们希望 ‖rk‖2 尽量小, 且 Uk+1 理论上是正交阵, 取 yk 使

‖tk+1‖2 最小, 解最小二乘问题min ‖β1e1 − Lkyk‖2. 得到 LSQR 算法如下:

Algorithm 1 LSQR Algorithm
Input: A, b, x0, ε.
Initialize β1u1 = b, α1v1 = AT u1, h1 = v1, ϕ̃1 = β1, ρ̃1 = α1.
for i = 1, 2, 3, · · ·

while stopping criterion is not satisfied do
βi+1ui+1 = Avi − αiui;
αi+1ui+1 = AT

i − βi+1Vi;

ρi =
√

ρ̃2
i + β2

i+1, ci = ρ̃i/ρi, si = βi+1/ρi;

θi+1 = siαi+1, ρ̃i+1 = −ciαi+1, ϕi = ciϕ̃i, ϕ̃i+1 = siϕ̃i;
xi = xi−1 + (ϕ̃i/ρ̃i)hi;
hi+1 = vi+1 − (θi+1/ρi)hi;

if min ‖Axi − b‖< ε; end if
end while

end for
Output xi.

上述算法中, ε 是给定精度.
这里给出基于 LSQR 法的外部区域数值保角逆变换计算法的具体步骤如下.
步骤 1 通过外部区域数值保角正变换 (2.9) 得到映射点 F (zi), 将 F (zi) 的位置作为数值

保角逆变换的约束点 wi 的位置.
步骤 2 根据约束点 wi 的位置配置外部区域数值保角逆变换模拟电荷点 ζ∗j 的位置.
步骤 3 通过 LSQR 方法求解约束方程组 (3.7) 得到模拟电荷 Q∗

1, Q∗
2, · · · , Q∗

N∗ 和逆变

换半径 log Γ∗.
步骤 4 对单位圆的边界及外部区域的每一个点通过 (3.3) 和 (3.4) 式计算得到 G∗(w) 和

H∗(w) 后, 构造近似保角逆变换函数 (3.9), 然后计算对应的变换点.

5数值实验

针对橙形为边界的外部区域, 在 MATLAB 13b 环境下, 检验双方向的外部区域数值保
角变换计算方法的有效性. 基于模拟电荷法的单连通区域的外部区域数值正保角变换的误差
由 Ez = max(||f(z)| − 1|) 确定, 外部数值保角逆变换的误差由 Ew = max(|f∗(w)− z|) 确定.
例 1 橙形边界及外部区域的双方向数值保角变换. 边界

{(x + 1)2 + y2}{(x− 1)2 + y2} = a4. (5.1)
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约束点的位置由




xi = r cos(θ),

yi = r sin(θ),

r = {cos(2θ) + ((cos(2θ))2 + a4 − 1)1/2}1/2,

θ = 2π(j − 1)/N

(5.2)

确定, 其中 i = 0, 1, · · · , N − 1. 约束点分布在边界上, 边界由粗实线表示.
保角正变换模拟电荷点的位置由下面公式给出

ζj = zi + rz|zi − zi−1| expi{arg(zi−zi−1)+(π/2)} . (5.3)

保角逆变换模拟电荷点的位置由下面公式给出

ζj = zi + rw|zi − zi−1| expi{arg(zi−zi−1)−(π/2)}, (5.4)

其中 a = 21/16, rz = rw = 3, r > 0 是确定模拟电荷点位置的参数, 模拟电荷点的分布在区域
D 的外部, 如图 3 所示为数值保角正变换的模拟电荷点分布. 如图 4 所示为数值保角逆变换
的模拟电荷点分布. 约束点和模拟电荷点一一对应, 数量都为 N .

图 3: 橙形保角变换边界及电荷点位置 图 4: 橙形保角逆变换边界及电荷点位置

图 5: 橙形保角逆变换误差曲线 图 6: 橙形保角逆变换误差曲线

分别用 Amano 和 lsqr 分别表示天野法和基于 LSQR 方法的单连通外部区域数值保角
逆变换计算法. 图 5 给出的是当 a = 21/16, rz = rw = 3 两种数值保角逆变换方法的误差曲
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线, 图 5 说明误差随着电荷量的增大而减小, 同时可看出 lsqr 的误差值一直小于 Amano 的
误差值, 在N = 61 时, Amano 误差为 2.4243× 10−5 而 lsqr 误差为 1.3025× 10−6, 说明了本
文采用的算法可以得到更高的误差精度, 验证了算法的有效性.
图 6 是当 a = 21/14, rz = rw = 2 时两种方法的误差曲线, 由图 6 可看出电荷点越多误差

值越小, 且各个数量的电荷量上, lsqr 的误差值均比 Amano 的误差值小. 电荷点数为 180 时,
Amano 误差为 1.0366× 10−7, lsqr 误差为 1.6639× 10−8, 因此数值实验再次验证了外部数值
保角逆变换计算法的有效性.

图 7: 橙形边界和外部区域及等高线 图 8: 图 7 的保角变换

图 9: 图 10 的保角逆变换 图 10: 图 8 的边界和其外部区域及其等高线

图 7–10 中的粗实线表示边界, 细实线表示等高线. 图 7 是橙形的边界及外部区域等高
线, 图 8 是图 7 通过近似保角变换函数 F (z) 映射后得到的结果. 由图 8 可知, 近似保角变换
函数 F (z) 将橙形的边界映射成了单位圆. 图 10 表示的是单位圆的边界和外部区域 |w| > 1
及其等高线, 以及模拟电荷点的配置位置. 图 9 是图 10 通过近似保角逆变换函数 F ∗(w) 映
射后得到的结果. 由图 9 和图 10 可知, 近似逆保角变换函数 F ∗(w) 将橙单位圆边界映射成
了橙形边界, 实现了数值保角逆变换.

6 结束语

本文利用 LSQR 方法求解出了基于模拟电荷法的外部数值保角逆变换中的约束方程组,
提出了 LSQR 方法的外部数值保角逆变换计算法. 并通过数值实验验证了所提计算法的有效
性并用等高线模拟了外部数值保角逆变换的计算结果. 在今后的研究中, 本方法同样可以应
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用于多连通区域的数值保角逆变换问题.
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EXTERNAL NUMERICAL CALCULATION OF CONFORMAL

INVERSE TRANSFORM BASED ON LSQR METHOD

LÜ Yi-bin1, WANG Jian1, WANG Ying-zi2, WU Shuang1

(1.School of Science, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650500, China)

(2.Computer Center, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650500, China)

Abstract: In this paper, a bidirectional method for the numerical conformal mapping of

exterior domain is proposed. The LSQR (least square QR-factorization method) is used to solve

the approximate inverse conformal mapping of the constraint equations. The maximum modulus

theorem for regular function can be used to estimate error. Numerical examples are presented to

illustrate the efficiency of the method.

Keywords: numerical conformal inverse mapping; charge simulation method; LSQR

method
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