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摘要: 本文研究了一类非线性 Klein-Gordon 方程的初边值问题. 通过引进能量泛函和与之对

应的势井, 采用 Galerkin 方法得到了解整体存在和爆破的充分条件, 并给出了解爆破时生命跨度的上

界估计.
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1 引言

本文研究了以下非线性 Klein-Gordon 方程的初边值问题




utt −∆u + u = |u|α−1
u− |u|β−1

u, x ∈ Ω ⊂ R
n

,

u|Γ = 0, Γ = ∂Ω× [0, T ] ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) ,

(1.1)

其中 u = u (t, x) 是复值函数, ∆ 是 Ω 上的 Laplace 算子, Ω 是 Rn 中带有光滑边界 Γ 的有
界域, 1 ≤ β < α, α = β + 2, 且 α, β 是常数. 当 n > 2 时, 1 < α ≤ 2n

n−2
; 当 n ≤ 2 时,

1 < α < ∞.
Klein-Gordon 方程是相对论量子力学和量子场论中用于描述自旋为零的粒子的基本方

程. 对于该类方程的研究已有一些文献 [1–9]. 值得特别指出的是: Shatah[1] 证明了对非线性

项 f (u) (其中 x ∈ Rn, n ≥ 3,
∫ s

0

f (s) ds > +∞) 基态的存在性和不稳定性, 得到了在不稳

定基态下解不爆破的结果. 黄文毅 [2] 对一类带有阻尼项和非负势能的非线性 Klein-Gordon
方程 




utt −∆u + T (x)u + u + ut = h (x) , x ∈ Rn,

u (0, x) = u0,

ut (0, x) = u1,

(1.2)

其中

∫ u

0

h (u) du > +∞. 通过引进势井的方法研究了其柯西问题, 得到了解爆破和整体存在
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的最佳条件. 文献 [9] 采用 Galerkin 方法和变分法研究了以下方程的初值问题




utt −∆u + u = u2 + u3, x ∈ Rn,

u (0, x) = u0,

ut (0, x) = u1,

(1.3)

给出了当空间维数限制为 n ≤ 3 时解整体存在的充分必要条件, 解爆破时的生命跨度的估计

等等. 李考虑了不同于文献 [1] 的变分问题, 对
∫ (

u2 + u3
)
du =

1
3
u3 +

1
4
u4 在 (−∞,+∞)

上不定号的情形加以了研究, Shatah 的方法对此情形不适用, 这也是该文的创新之处.
本文也有类似的困难, 但李 [9] 中方程的非线性项确定了, 势井深度的正性容易通过显性

的方程求解来确定, 而本文由于非线性项中的指数不是确定的, 在确定势井深度的正性时, 需
要精细巧妙的讨论和估计才能确定, 且文献 [9] 没有考虑初始能量等于势井深度临界情形下
的生命跨度, 这也是本文的意义所在.

2 势井深度

对 u ∈ H1 (Ω), n ≤ 6, 定义如下能量泛函

J (u) =
1
2
‖u‖2

H1(Ω) +
1

β + 1

∫

Ω

|u|β+1
dx− 1

α + 1

∫

Ω

|u|α+1
dx

=
1
2
a (u) +

1
β + 1

b1 (u)− 1
α + 1

b2 (u) .

定义势井

W1 =
{
u ∈ H1 (Ω) |a (u) > b2 (u)− b1 (u) , J (u) < d

} ∪ {0} ,

及其对应的势井外集

W2 =
{
u ∈ H1 (Ω) |a (u) < b2 (u)− b1 (u) , J (u) < d

}
,

其中

d = inf
u∈H1(Ω),u 6=0

sup
λ≥0

J (λu) (2.1)

为势井深度.
下面将证明 d 始终大于 0, 即有如下引理.
引理 2.1 若 d 由 (2.1) 式给出, 则 d > 0.
证 当 λ ≥ 0 时,

J (λu) =
1
2
λ2a (u) +

1
β + 1

λβ+1b1 (u)− 1
α + 1

λα+1b2 (u) ,

注意到 J ′ (λu) = λa (u) + λβb1 (u)− λαb2 (u) = 0 存在零根.
下面将证明 J ′ (λu) = 0 存在正根, 令

f (λ) = a (u) + λβ−1b1 (u)− λα−1b2 (u) ,
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注意到 f (0) = a (u) > 0, 当 λ → +∞ 时, f (λ) → −∞, 因此由介值定理必然存在正根 λ0,
使得 f (λ0) = 0, 即

a (u) + λβ−1
0 b1 (u) = λα−1

0 b2 (u) ,

J (λ0u) = λ2
0

[(
1
2
− 1

β + 1

)
a (u) +

(
1

β + 1
− 1

α + 1

)
λα−1

0 b2 (u)
]

≥
(

1
2
− 1

β + 1

)
λ2

0a (u) .

又因为
a (u)
λβ−1

0

+ b1 (u) = λ2
0b2 (u) ,

a (u)
λβ−1

0 b2 (u)
+

b1 (u)
b2 (u)

= λ2
0,

所以

J (λ0u) ≥
(

1
2
− 1

β + 1

)(
a (u)

λβ−1
0 b2 (u)

+
b1 (u)
b2 (u)

)
a (u)

≥
(

1
2
− 1

β + 1

)
b1 (u)
b2 (u)

a (u) .

因为 µ (Ω) < ∞ (µ 为 Ω 的 Lebesgue 测度), 由 β < α 有

‖u‖Lβ+1(Ω) ≤ C1 ‖u‖Lα+1(Ω) , b
α+1
β+1
1 (u) ≤ Cα+1

1 b2 (u) , b
−α+1

β+1
1 (u) ≥ C

−(α+1)
1 b−1

2 (u) ,

b1 (u) ≥
(
C
−(α+1)
1

)− β+1
α+1 (

b−1
2

)− β+1
α+1 (u) = Cβ+1

1 b
β+1
α+1
2 (u) ,

J (λ0u) ≥
(

1
2
− 1

β + 1

)
Cβ+1

1

b
β+1
α+1
2 (u)
b2 (u)

a (u) =
(

1
2
− 1

β + 1

)
Cβ+1

1

a (u)

b
α−β
α+1
2 (u)

. (2.2)

由于 H1 (Ω) 嵌入到 Lα+1 (Ω), 有 ‖u‖Lα+1(Ω) ≤ C2 ‖u‖H1(Ω), 结合 (2.2) 式有

J (λ0u) ≥
(

1
2
− 1

β + 1

)
Cβ+1

1

C2
2

> 0,

即 d > 0, 其中 c1, c2 为常数.

3 解的不变集

为了得到解整体存在和爆破的条件, 这一节将介绍不变集 W1, W2. 接下来, 将利用如
下事实 a (u) > b2 (u) − b1 (u) 有效等价于 λ0 (u) > 1, a (u) < b2 (u) − b1 (u) 有效等价于
λ0 (u) < 1.

记W = {u|u ∈ H1 (Ω), J (u) < d)} , 将有如下引理.
引理 3.1 W = W1 ∪W2, W1 ∩W2 = ∅.
证 W1 ∩ W2 = ∅ 是显然的. 接下来将证明 W = W1 ∪ W2. 实际上, 只需证明

W ⊆ W1 ∪W2. 容易看到 J (λ0u) = sup
λ≥0

J (λu) , λ0 (u) = 1 等价于 a (u) = b2 (u)− b1 (u) > 0.

因此, 若 λ0 (u) = 1, 则有

J (u) = J (λ0 (u)u) = sup
λ≥0

J (λu) ≥ d.
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于是, 若 u ∈ W , u 6= 0, 则 λ0 (u) 6= 1 等价于 a (u) 6= b2 (u)− b1 (u). 这意味着 u ∈ W1 \ {0}
或 u ∈ W2, 即W ⊆ W1 ∪W2.

(不变集) 若 u0, u1 ∈ Σ (其中 Σ ⊆ H1 (Ω) 为集合), 则 (1.1) 式的解 u (t, x) ∈ Σ, 把 Σ 叫
做问题 (1.1) 的解的不变集.
引理 3.2 若

E (0) =
1
2
‖u1‖2

L2(Ω) + J (u0) < d, (3.1)

则W1 和W2 是问题 (1.1) 解的不变集.
证 由方程 (1.1) 有

1
2
‖ut‖2

L2(Ω) + J (u) = E (0) < d, (3.2)

这意味着 u ∈ W . 通常把 u (x, 0, u0, u1) 简记为 u (t).
(1) 令 u0 ∈ W1, 可以断言 u (t) ∈ W1. 若不成立, 则存在 t0 > 0, 使得 u (t0) /∈ W1. 一方

面, 有 u (t0) ∈ W2; 另一方面, 因为 a (u (t)), b1 (u (t)) 和 b2 (u (t)) 关于 t 连续, 由W1 和W2

的定义, 知存在时间 t∗(0 < t∗ < t0), 使得

a (u (t∗)) = b2 (u (t∗))− b1 (u (t∗)) .

若 a (u (t∗)) 6= 0, 则 λ0 (u (t∗)) = 1. 因此 J (u (t∗)) ≥ d, 即 u (t∗) /∈ W , 这与 (3.2) 式矛
盾.
若 a (u (t∗)) = 0, 假设 0 < a (u (t)) < b2 (u (t)) − b1 (u (t)), 对 t∗ < t ≤ t0, 有

lim
t→t∗+

a (u (t)) = 0.

因为当 2 < n ≤ 6 时, 1 < α ≤ 2n
n−2

; 当 n ≤ 2 时, 1 < α < ∞, 因此由 Sobolev 嵌入不等
式知

1 <
b2 (u (t)− b1 (u (t)))

a (u (t))
< Cα+1

1 (a (u))
α+1

2 + Cβ+1
2 (a (u))

β+1
2 ,

结果

1 ≤ lim
t→t∗+

b2 (u (t))− b1 (u (t))
a (u (t))

= 0.

这个矛盾说明 u (t) ∈ W1.
(2) 令 u0 ∈ W2, 可以断言 u (t) ∈ W2. 假设不成立, 即存在 t0, 使得 u (t0) ∈ W1, 则存在

t∗, 使得 a (u (t∗)) = b2 (u (t∗))− b1 (u (t∗)) (0 < t∗ ≤ t0), 且对 0 ≤ t < t∗, u (t) ∈ W2.
首先考虑 a (u (t∗)) = 0 的情况. 一方面, 因为 a (u (t)), b1 (u (t)) 和 b2 (u (t)) 关于 t 连

续, 可以断言
lim

t→t∗−
a (u (t)) = 0.

另一方面,因为对 0 ≤ t < t∗, u (t) ∈ W2,则 a (u (t)) 6= 0 , a (u (t)) < b2 (u (t))−b1 (u (t)),
0 ≤ t < t∗. 由 (1) 知

1 <
b2 (u (t)− b1 (u (t)))

a (u (t))
≤ Cα+1

1 (a (u))
α+1

2 + Cβ+1
2 (a (u))

β+1
2 ,

结果

1 ≤ lim
t→t∗−

b2 (u (t))− b1 (u (t))
a (u (t))

= 0,
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然而这是不可能的.
若 a (u (t∗)) 6= 0, 则与 (1) 相同的讨论有 J (u (t∗)) ≥ d, 这与 (3.2) 式矛盾. 所以

u (t) ∈ W2.

4 解的整体存在和爆破的条件

首先研究当初始能量 E (0) = d 时解整体存在和爆破的条件.
定理 4.1 假设 E (0) = d, u0 ∈ H1 (Ω), u1 ∈ L2 (Ω).
1) 若 a (u0) = b2 (u0) − b1 (u0), 且 a (u0) 6= 0, 则问题 (1.1) 存在整体弱解 u (t, x) ∈

C ([0,∞);H1
0 (Ω)) , ut (t, x) ∈ C ([0,∞);L2 (Ω)) .

2) 若 a (u0) > b2 (u0) − b1 (u0) 或 a (u0) = 0, 则问题 (1.1) 存在整体弱解 u (t, x) ∈
C ([0,∞);H1

0 (Ω)) , ut (t, x) ∈ C ([0,∞);L2 (Ω)) .

3) 若 (u0, u1) ≥ 0, a (u0) < b2 (u0)− b1 (u0), 则问题 (1.1) 的解在有限时间内爆破, 即存
在常数 T > 0, 使得 lim

t→T−
‖u‖2

L2(Ω) = +∞.

注 当 (u0, u1) < 0 时, 添上 ‖u0‖2
L2(Ω) < ‖ū‖2

L2(Ω) (ū 为 (1.1) 式的平衡态) 这个条件, 同
理可证, 证明过程略.
证 1) 若 a (u0) = b2 (u0)− b1 (u0) 且 a (u0) 6= 0. 令 {wj (x)} 是 H1 (Ω) 的一个基, 构造

问题 (1.1) 的近似解 um (t, x), 使得

um (t, x) =
m∑

j=1

gim (t) wj (x) ,m = 1, 2, · · ·

满足

(umtt, ws)− (∆um,, ws) + (um, ws) =
(
|um|α−1

um, ws

)
−

(
|um|β−1

um, ws

)
, (4.1)

um (x, 0) =
m∑

j=1

ajmwj (x) → u0 (x) , 在 H1 (Ω) 中, (4.2)

umt (x, 0) =
m∑

j=1

bjmwj → u1 (x) , 在 L2 (Ω) 中. (4.3)

将 (4.1) 式与 g′im 相乘, 并关于 s 求和得

1
2

d

dt
‖umt‖2

L2(Ω) +
1
2

d

dt
‖Oum‖2

L2(Ω) +
1
2

d

dt
‖um‖2

L2(Ω)

=
1

α + 1
d

dt
‖um‖α+1

Lα+1(Ω) −
1

β + 1
d

dt
‖um‖β+1

Lβ+1(Ω) .

关于 t 积分得

1
2
‖umt‖2

L2(Ω) +
1
2
‖5um‖2

L2(Ω) +
1
2
‖um‖2

L2(Ω) +
1

β + 1
‖um‖β+1

Lβ+1(Ω) −
1

α + 1
‖um‖α+1

Lα+1(Ω)

=
1
2
‖umt (0)‖2

L2(Ω) +
1
2
‖5um (0)‖2

L2(Ω) +
1
2
‖um (0)‖2

L2(Ω) −
1

α + 1
‖um (0)‖α+1

Lα+1(Ω)

+
1

β + 1
‖um (0)‖β+1

Lβ+1(Ω) .
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对于充分大的m, 有

1
2
‖umt‖2

L2 (Ω) + J (um) = Em (0) = d, 0 ≤ t < ∞

且 um (0) ∈ W1,

J (um) =
1
2
‖um‖2

H1(Ω) +
1

β + 1
‖um‖β+1

β+1(Ω) −
1

α + 1
‖um‖α+1

Lα+1(Ω)

=
(

1
2
− 1

β + 1

)
‖um‖2

H1(Ω) +
(

1
β + 1

− 1
α + 1

)
‖um‖α+1

Lα+1(Ω)

+
1

β + 1
(a (um)− b2 (um) + b1 (um))

≥ β − 1
2 (β + 1)

‖um‖2
H1(Ω) .

所以
1
2
‖umt‖2

L2(Ω) < d, J (um) ≤ β − 1
2 (β + 1)

‖um‖2
H1(Ω) < d,

即 u (t, x) ∈ C ([0,∞);H1
0 (Ω)), ut (t, x) ∈ C ([0,∞);L2 (Ω)) .

2) 若 a (u0) > b2 (u0)− b1 (u0) 或 a (u0) = 0, 可以断言

a (u (t)) > b2 (u (t))− b1 (u (t)) (4.4)

或 a (u) = 0, 对所有的 t ≥ 0 成立.
实际上, 如果存在 t1, 使得

a (u (t1)) > b2 (u (t1))− b1 (u (t1)) , (4.5)

那么由于 a (u (t)), b1 (u (t)) 和 b2 (u (t)) 关于 t 连续, 则存在 t0, 使得

a (u (t0)) = b2 (u (t0))− b1 (u (t0)) (4.6)

且有

a (u (t)) < b2 (u (t))− b1 (u (t)) , (4.7)

对 t0 < t ≤ t1 成立.
由于 a (u (t0)) 6= 0 且 a (u0) 6= b2 (u0)− b1 (u0), 所以有 u (t) 6≡ u (t0), 对 0 ≤ t ≤ t0 成立.

令 v (t) = u (t0 − t) 6≡ u (t0), 则 v (0) = u (t0), v (t0) = u0, vt (0) = lim
t→0

−ut (t− t0) = 0, v (t)

满足

vtt −∆v + v = |v|α−1
v − |v|β−1

v, v (0) = u (t0) , vt (0) = 0.

然而 u (t0) 也是以上问题的一个解, 这和解的唯一性矛盾. 因此 (4.6) 式是有效的, 类似 1) 的
证明得 u (t, x) ∈ C ([0,∞);H1

0 (Ω)), ut (t, x) ∈ C ([0,∞);L2 (Ω)) .

3) 与 2) 的证明类似, 若 a (u0) < b2 (u0)− b1 (u0), 可以断言

a (u (t)) < b2 (u (t))− b1 (u (t)) , (4.8)
1
2

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
= ‖ut‖2

L2 + b2 (u)− b1 (u)− a (u) . (4.9)
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若 (u0, u1) ≥ 0, 则存在使得 t0 > 0, 使得 (u (t0) , ut (t0)) = 1
2

(
‖u (t0)‖2

L2(Ω)

)′
t
≥ 0. 实际

上, 若
(
‖u (t)‖2

L2Ω

)′
= 2 (u (t) , ut (t)) < 0, 由 (4.8) 和 (4.9) 式有

∫ t

0

[
‖ut‖2

L2(Ω) + b2 (u)− b1 (u)− a (u)
]
dτ < (u0, u1) ,

对所有 t ≥ 0 成立, 即
∫ +∞

0

[
‖ut‖2

L2(Ω) + b2 (u)− b1 (u)− a (u)
]
dτ

是有限的. 因此

lim
t→+∞

‖ut‖2
L2(Ω) = 0,

lim
t→+∞

[b2 (u)− b1 (u)− a (u)] = 0,

lim
t→+∞

J (u) = d,

lim
t→+∞

[b2 (u)− b1 (u)− a (u) + 2J (u)] = lim
t→+∞

[(
1− 2

α + 1

)
b2 +

(
2

β + 1
− 1

)
b1

]

= 2d.

因为

J (u) =
1
2
a (u) +

1
β + 1

b1 (u)− 1
α + 1

b2 (u)

=
1
2
a (u) +

1
2 (β + 1)

b1 (u) +
[

α− 2β + 1
2 (β − 1) (α + 1)

]
b2 (u)

− 1
2 (β − 1)

[(
1− 2

α + 1

)
b2 (u) +

(
2

β + 1
− 1

)
b1 (u)

]
,

所以

lim
t→∞

{
1
2
a (u) +

1
2 (β + 1)

b1 (u) +
[

α− 2β + 1
2 (β − 1) (α + 1)

+
1

α + 1

]
b2 (u)

}
=

β

β − 1
d.

由 a (u), b1 (u), b2 (u) ≥ 0 知对所有的 t ≥ 0, a (u), b1 (u), b2 (u) 有限. 由引理 3.2 的证明知
存在序列 {ti}i=1,2,··· 使得 lim

ti→t∗−
a (u (ti)) = 0, 又由 (4.8) 式知

1 >
a (u (ti))

b2 (u (ti))− b1 (u (ti))
≥ 1

Cα+1
1 a (u (ti))

α−1
2 + Cβ+1

2 a (u (ti))
β−1

2

→∞ (ti → t∗−),

上式矛盾. 这个矛盾说明存在 t1 > 0, 使得
(
‖u (t1)‖2

L2(Ω)

)′
≥ 0. 因为

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
> 0,

对所有的 t > 0 成立, 因此有
(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′
> 0, 对 t > t1. 当然, 存在 t2 > t1, 使得

‖u (t)‖2
L2(Ω) > 2(β+1)

β−1
E (0). 因此有

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
> (β + 3) ‖ut‖2

L2(Ω) , (4.10)
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对 t ≥ t2 . 结果

‖u (t)‖2
L2(Ω)

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
− β + 3

4

[(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′]2

> (β + 3)
[
‖u (t)‖2

L2(Ω) ‖ut‖2
L2(Ω) − (ut, u)2

]
(4.11)

且 (
‖u (t)‖− 1

2
L2(Ω)

)′′
= −1

4
‖u (t)‖− 9

2
L2(Ω)

[(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
− 5

4

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′]
< 0,

对 t > t2. 因为对 t > t1,
(
‖u (t)‖− 1

2
L2(Ω)

)′′
= − 1

4
‖u (t)‖− 5

2
L2(Ω)

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′
< 0. 对

t ≥ t2, ‖u (t)‖− 1
2

L2(Ω) 是递减的凹函数, 因此存在 T < +∞, 使得 lim
t→T−

‖u (t)‖− 1
2

L2(Ω) = 0, 即

lim
t→T−

‖u (t)‖2
L2(Ω) = +∞.

其次考虑当初始能量 E (0) < d 时解整体存在和爆破的条件.

定理 4.2 假设 n ≤ 6, 0 < E (0) < d, u0 ∈ H1 (Ω), u1 ∈ L2 (Ω),

1) 若 a (u0)− b2 (u0) + b1 (u0) > 0 (或 a (u0)− b2 (u0) + b1 (u0) = 0), 则问题 (1.1) 有整
体弱解 u (t, x) ∈ C ([0,∞);H1

0 (Ω)), ut (t, x) ∈ C ([0,∞);L2 (Ω)) .

2) 若 a (u0)− b2 (u0) + b1 (u0) < 0, 则问题 (1.1) 的解在有限时间内爆破.

证 1) 同定理 4.1 中 1) 的证明, 由 E (0) < d, a (u0)− b2 (u0) + b1 (u0) > 0 知

1
2
‖umt‖2

L2(Ω) + J (um) = Em (0) < d, 0 ≤ t < ∞.

因为
1
2
‖u1‖2

L2(Ω) + J (u0) = E (0) < d, 0 ≤ t < ∞,

所以 J (u0) < d, 又由 a (u0)− b2 (u0) + b1 (u0) > 0, 得 u0 ∈ W1. 对于充分大的m, 有

1
2
‖umt‖2

L2(Ω) + J (um) = Em (0) < d, 0 ≤ t < ∞, (4.12)

且 um (0) ∈ W1. 同引理 3.2, 由 (4.12) 式对于充分大的 m 和 0 ≤ t < ∞, 可以证明
um (t) ∈ W1 且

J (um) =
1
2
‖um‖2

H1(Ω) +
1

β + 1
‖um‖β+1

Lβ+1(Ω) −
1

α + 1
‖um‖α+1

Lα+1(Ω)

=
(

1
2
− 1

α + 1

)
‖um‖2

H1(Ω) +
(

1
β + 1

− 1
α + 1

)
‖um‖β+1

Lβ+1(Ω)

+
1

α + 1
(a (um)− b2 (um) + b1 (um))

≥ α− 1
2 (α + 1)

‖um‖2
H1(Ω) .
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因此

1
2
‖umt‖2

L2(Ω) +
α− 1

2 (α + 1)
‖um‖2

H1(Ω) < d, 0 ≤ t < ∞,

‖umt‖2
L2(Ω) ≤ 2d, 0 ≤ t < ∞,

‖um‖2
H1(Ω) ≤

2 (α + 1)
α− 1

d, 0 ≤ t < ∞,

‖um‖α+1
Lα+1(Ω) ≤ Cα+1

∗ ‖um‖α+1
H1(Ω) ≤ Cα+1

∗

(
2 (α + 1)

α− 1
d

)α+1
2

,

‖um‖β+1
Lβ+1(Ω) ≤ Cβ+1

∗ ‖um‖β+1
H1(Ω) ≤ Cβ+1

∗

(
2 (β + 1)

β − 1
d

) β+1
2

,

其中 c∗ 为常数, 所以 u (t, x) ∈ C ([0,∞);H1
0 (Ω)), ut (t, x) ∈ C ([0,∞);L2 (Ω)) .

2) 当 a (u0)− b2 (u0) + b1 (u0) < 0 时, 类似定理 4.1 中 3) 的证明, 易证 ‖u‖2
L2(Ω) 在有限

时间内爆破.

5 解爆破时生命跨度的估计

本文最后一部分将给出定理 4.1 和定理 4.2 中爆破解的生命跨度的上界估计.
定理 5.1 若 E (0) = d, (u0, u1) ≥ 0, a (u0) < b2 (u0)− b1 (u0), T0 是 (1.1) 的生命跨度,

则

T0 ≤ 2 ‖u0‖2
L2

(β + 3) (u0, u1)
.

证 由定理 4.2, 对所有 t ≥ 0,

a (u (t)) < b2 (u (t))− b1 (u (t)) ,

1
2

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
= ‖ut‖2

L2(Ω) + b2 (u)− b1 (u)− a (u) .

因为
1
2

(
‖ut‖2

L2(Ω) + a (u)
)

= − 1
β + 1

b1 (u) +
1

α + 1
b2 (u) + E (0) ,

所以

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
= (β + 3) ‖ut‖2

L2(Ω) +
[
2− 2 (β + 1)

α + 1

]
b2 (u) + (β − 1) a (u)− 2 (β + 1)E (0) .

(5.1)
又由引理 2.1 的证明有

J (λ0 (u)) = λ2
0

[(
1
2
− 1

β + 1

)
a (u) +

(
1

β + 1
− 1

α + 1

)
λα−1

0 b2 (u)
]
≥ d.

因此

a (u) ≥
2(β+1)

β−1

λ2
0

d− 2 (α− β)
(α + 1) (β − 1)

λα−1
0 b2 (u) .
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当 λ2
0 < 1 时,

a (u) ≥ 2 (β + 1)
β − 1

d− 2 (α− β)
(α + 1) (β − 1)

λα−1
0 b2 (u) ,

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
> (β + 3) ‖ut‖2

L2(Ω) + 2 (β + 1) (d− E (0)) .

由 E (0) = d, 得 (
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
≥ (β + 3) ‖ut‖2

L2(Ω) . (5.2)

令 y (t) = ‖u (t)‖2
L2(Ω), 由 (5.2) 式得

y′′ ≥ β + 3
4

(y′ (t))2

y (t)
. (5.3)

因为 a (u0) < b2 (u0)−b1 (u0),有 a (u0) 6= 0. 当 (u0, u1) ≥ 0时,令 T1 > 0,使得对 0 ≤ t ≤ T1,
y′ (t) > 0,

y′′ ≥ β + 3
4

(y′ (t))2

y (0)
.

解上式并在 0 到 T1 上积分得

T0 = T1 ≤ 2 ‖u0‖2
L2

(β + 3) (u0, u1)
. (5.4)

定理 5.2 若 E (0) < d, a (u0) < b2 (u0)− b1 (u0), T2 是 (1.1) 的生命跨度, 则有如下估计:
1) 若 (u0, u1) > 0, 则

T2 ≤
√

2 (β + 1)
(q − 2) [(β + 1)− q]

arcsin





√√√√ (q − 2) [(β + 1)− q]
(β+1)(2−q)2

2
‖u0‖

q−6
2

L2(Ω) (u0, u1)
2 + (q − 2) [(β + 1)− q]





;

2) 若 (u0, u1) ≤ 0, 则

T2 ≤ − 1
c (β + 1)

‖u0‖L2(Ω)

√
2 (β + 1) c

β + 3
arctan

1
‖u0‖L2(Ω)

√
β + 3

8c (β + 1)
(u0, u1)

+

√
2 (β + 1)

(q − 2) [(β + 1)− q]
× π

2
.

这里 q = max
{

2(β+1)d
(β+1)d−(β−1)E(0)

, 5
2

}
, c = d− E (0).

证 由定理 4.2, 对所有 t ≥ 0, 同定理 5.1 的证明, 由 E (0) < d, 知 (d− E (0)) .= c > 0,
其中

.= 表示“等价于”. 所以
(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
≥ (β + 3) ‖ut‖2

L2(Ω) + 2 (β + 1) c. (5.5)
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令 y (t) = ‖u (t)‖2
L2(Ω), 由 (5.5) 式得

y′′ ≥ β + 3
4

(y′ (t))2

y (t)
+ 2 (β + 1) c. (5.6)

因为 a (u0) < b2 (u0)−b1 (u0),有 a (u0) 6= 0. 当 (u0, u1) < 0时,令 T3 > 0,使得对 0 ≤ t ≤ T3,
y′ (t) ≤ 0,

y′′ ≥ β + 3
4

(y′ (t))2

y (0)
+ 2 (β + 1) c.

将上式在 0 到 T3 上积分得

T3 ≤ − 1
c (β + 1)

√
2 (β + 1) cy (0)

β + 3
arctan

√
β + 3

8c (β + 1) y (0)
y′ (0)

.= − 1
c (β + 1)

‖u0‖L2(Ω)

√
2 (β + 1) c

β + 3
arctan

[
1

‖u0‖L2(Ω)

√
β + 3

8c (β + 1)
(u0, u1)

]
.

(5.7)

现在考虑当 (u0, u1) > 0 时, 解的生命跨度.
注意到

q

2

(
‖ut‖2

L2(Ω) + a (u)
)

+
q

β + 1
b1 (u)− q

α + 1
b2 (u)− qE (0) = 0,

与 (5.1) 式类似可以得

1
2

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
=

(
1 +

q

2

)
‖ut‖2

L2(Ω) +
(
−1 +

q

β + 1

)
b1 (u) +

(
1− q

β + 1

)
b2 (u)

+
(q

2
− 1

)
a (u)− qE (0) .

因为

a (u) ≥ 2 (β + 1)
β − 1

d− 2 (α− β)
(α + 1) (β − 1)

b2 (u) ,

有

1
2

(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
=

(
1 +

q

2

)
‖ut‖2

L2(Ω) +
(
−1 +

q

β + 1

)
b1 (u)

+
[
1− q

α + 1
−

(q

2
− 1

) 2 (α− β)
(α + 1) (β − 1)

]
b2 (u)

+
(q

2
− 1

) 2 (β + 1)
β − 1

d− qE (0) .

若取 q = max
{

2(β+1)d
(β+1)d−(β−1)E(0)

, 5
2

}
, 由 E (0) < d, 则有 2 < q < β + 1,

1− q

β + 1
< 1− q

α + 1
−

(q

2
− 1

) 2 (α− β)
(α + 1) (β − 1)

,

(q

2
− 1

)
· 2 (β + 1)

β − 1
d ≥ qE (0) .
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由 b1 (u) , b2 (u) ≥ 0 知
(
‖u (t)‖2

L2(Ω)

)′′
≥ (2 + q) ‖ut‖2

L2(Ω) + 2
(

1− q

β + 1

)
(b2 (u)− b1 (u))

≥ (2 + q) ‖ut‖2
L2(Ω) + 2

(
1− q

β + 1

)
a (u) .

因为 a (u) ≥ ‖u (t)‖2
L2(Ω) = y (t),

y′′y (t) ≥ 2 + q

4
(y′ (t))2 + 2

(
1− q

β + 1

)
y2. (5.8)

令 Z (t) = y−
q−2
4 (t), 则

Z ′′ ≤ − 1
2 (β + 1)

{(q − 2) [(β + 1)− q]}Z ((t)) . (5.9)

因为 Z ′ (t) < 0, 把 (5.8) 式乘以 Z ′, 积分得

Z ′ ≤ −
√

1
2 (β + 1)

(q − 2) [(β + 1)− q] (Z2 (0)− Z2 (t)) + (Z ′ (0))2. (5.10)

存在 t0, 使得 Z (t0) = 0, 因此上式积分得

t0 ≤ −
∫ 0

Z(0)

dZ√
(Z ′ (0))2 + 1

2(β+1)
(q − 2) [(β + 1)− q] (Z2 (0)− Z2 (t))

=

√
2 (β + 1)

(q − 2) [(β + 1)− q]
arcsin

{√
(q − 2) [(β + 1)− q]

2 (β + 1) (Z ′ (0))2 + (q − 2) [(β + 1)− q]Z2 (0)
Z (0)

}
.

特别地, 若 (u0, u1) = 0, 即 Z ′ (0), 则

t0 ≤
√

2 (β + 1)
(q − 2) [(β + 1)− q]

× π

2
.

将这个结果结合 (5.7) 式有
1) 若 (u0, u1) > 0, 则

T2 ≤
√

2 (β + 1)
(q − 2) [(β + 1)− q]

arcsin





√√√√ (q − 2) [(β + 1)− q]
(β+1)(2−q)2

2
‖u0‖

q−6
2

L2(Ω) (u0, u1)
2 + (q − 2) [(β + 1)− q]





;

2) 若 (u0, u1) ≤ 0, 则

T2 ≤ − 1
c (β + 1)

‖u0‖L2(Ω)

√
2 (β + 1) c

β + 3
arctan

1
‖u0‖L2(Ω)

√
β + 3

8c (β + 1)
(u0, u1)

+

√
2 (β + 1)

(q − 2) [(β + 1)− q]
× π

2
.
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Abstract: The purpose of this work is to study the initial boundary value problem of a

class of nonlinear Klein-Gordon equation. By introducing certain potential well, some sufficient

conditions for the global existence and blow-up results to the solution are obtained. The upper

bound of life span is given while the solution blows up.
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