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摘 要: 本文研究了非线性微分 - 差分方程 f(z)n + an−1f(z)n−1 + · · · + a1f(z) +

q(z)eQ(z)f (k)(z + c) = P (z) 的有穷级非零整函数解的增长性和零点分布问题. 利用微分 - 差分

Nevanlinna值分布的方法, 获得了当方程的系数满足一定条件时, 方程解的增长性估计和零点分类.

特别地, 当 n = 2, a1 6= 0指数多项式解满足某些条件时, 获得了解具有特别的形式. 该结果推广了先

前文献 [1, 2]的结果.
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1 引言及结果

本文中, 亚纯函数指复平面上的亚纯函数,假定读者熟悉 Nevanlinna值分布理论的标准
记号及主要结果 [3−6]. 例如m(r, f), N(r, f), T (r, f)等. 为方便起见,用 S(r, f)表示一个量
使得 S(r,f)

T (r,f)
→ 0 (r → 0),除去一个对数测度为有穷的集合;并用 card(X)表示集合 X 中的元

素个数.
最近,许多专家学者利用差分 Nevanlinna理论,尤其是差分对数导数引理 [7−9] 来研究复

差分,复微分 - 差分方程. 刘凯和他的合作者考虑了 Fertmat型微分 - 差分方程的解 [10−13].
在文献 [13, 定理 2.6], Yang和 Laine研究了非线性微分 - 差分 f(z)n +L(z, f) = h(z) (n ≥ 2)
的有穷级整函数解,其中 L(z, f)是关于 f(z)的线性微分 - 差分多项式, h(z)是亚纯函数.

Yang和 Laine (参见文献 [13, 定理 2.4]) 得到方程

f(z)2 + q(z)f(z + 1) = P (z) (1.1)

没有有穷级的超越整函数解, 其中 q(z), P (z)是多项式.
温志涛等人 [14] 讨论了方程

f(z)n + q(z)eQ(z)f(z + c) = P (z) (1.2)
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的有穷级非零整函数解, 其中 q(z), Q(z), P (z)是多项式, n ≥ 2是正整数, c ∈ C\{0},并得到
了定理 1.1.
定理 1.1 [14] 设 q(z), Q(z), P (z)是多项式且 Q(z)非常数, q(z) 6≡ 0, n ≥ 2, c ∈ C\{0} ,

那么方程 (1.2) 的有穷级超越整函数解满足
(i) 每一个解满足 σ(f) = deg(Q(z))且 f(z)是正规型的.
(ii) 每一个解满足 λ(f) = σ(f)的充要条件是 P (z) 6≡ 0 .
(iii) f ∈ Γ0当且仅当 P (z) ≡ 0.特别地, n ≥ 3时成立.
(iv) 如果解 f, g ∈ Γ0,那么 f = ηg且 ηn−1 = 1.
(v) 如果 f(z)是 (1.5)形式的指数多项式解,那么 f(z) ∈ Γ1.更进一步地,如果 f ∈ Γ1\Γ0,

那么 σ(f) = 1.

刘凯 [2] 研究了方程

f(z)n + q(z)eQ(z)f (k)(z + c) = P (z) (1.3)

的有穷级非零整函数解, 其中 q(z), Q(z), P (z)是多项式, n ≥ 2是正整数, c ∈ C\{0},并得到
了定理 1.2.
定理 1.2 [2] 设 q(z), Q(z), P (z)是多项式且 Q(z)非常数, q(z) 6≡ 0, k ≥ 1且 n ≥ 2, c ∈

C\{0},那么方程 (1.3) 的有穷级超越整函数解满足
(i) 每一个解满足 σ(f) = deg(Q(z))且 f(z)是正规型的.
(ii) 每一个解满足 λ(f) = σ(f)的充要条件是 P (z) 6≡ 0 .
(iii) f ∈ Γ′0当且仅当 P (z) ≡ 0. 特别地, n ≥ 3时成立.
(iv) 如果解 f, g ∈ Γ′0,那么 f = ηg且 ηn−1 = 1.
(v) 如果 f(z)是 (1.5) 形式的指数多项式解,那么 f(z) ∈ Γ′1 .
李楠等 [1] 研究了下列更为一般形式方程的解

f(z)n + an−1f(z)n−1 + · · ·+ a1f(z) + q(z)eQ(z)f(z + c) = P (z), (1.4)

其中 q(z), Q(z), P (z) 是多项式, n ≥ 2是正整数, c ∈ C\{0},并得到了定理 1.3.
定理 1.3 [1] 设 q(z), Q(z), P (z)是多项式且Q(z)非常数, q(z) 6≡ 0且 n ≥ 2, c ∈ C\{0},

那么方程 (1.4) 的有穷级非零整函数解满足
(a) 每一个解满足 σ(f) = deg(Q(z))且 f(z)是正规型的.
(b) 如果 0是 f(z)的 Borel 例外值, 那么 an−1 = · · · = a1 = 0 ≡ P (z).
(c) 如果 P (z) ≡ 0 , 那么有 zn−1 + an−1z

n−2 + · · · + a1 = (z + an−1

n
)n−1.更进一步地,

如果存在 i0 ∈ {1, 2, · · · , n − 1}使得 ai0 = 0,那么所有的 aj = 0 (j = 1, 2, · · · , n − 1)且有
λ(f) < σ(f); 否则,有 λ(f) = σ(f).

(d) f ∈ Γ0当且仅当 P (z) ≡ 0且存在 i0 ∈ {1, 2, · · · , n− 1}使得 ai0 = 0.
(e) 当 n ≥ 2时,如果存在 i0 ∈ {1, 2 · · · , n− 1}使得 ai0 = 0且 card{z : P1(z) = P ′

1(z) =
P ′′

1 (z) = 0} ≥ 1或者 card{z : P1(z) = P ′
1(z) = 0} ≥ 2 ,其中 P1(z) = zn+an−1z

n−1+· · ·+a1,

那么 f(z) ∈ Γ0且 P (z) ≡ 0 = a1(z) = · · · = an−1.
(f) 如果解 f, g ∈ Γ0,那么 f = ηg且 ηn−1 = 1.
注 1 方程 (1.4) 存在无穷级的超越城函数解. 例如 f(z) = ezeez

+ 1是方程 f2(z) −
2f(z)− 1

2
f(z + log 2) = 1的无穷级超越整函数解.
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为方便读者, 回忆下列形式指数多项式的定义

f(z) = p1(z)eQ1(z) + · · ·+ pk(z)eQk(z), (1.5)

其中 pj(z), Qj(z) (j = 1, 2, · · · , k) 是关于 z 的多项式. 令 q = max{deg(Qj(z)), Qj(z) 6≡
0 (j = 1, 2, · · · , k)}, wj (j = 1, 2, · · · ,m)是多项式 Qj(z)(j = 1, 2, · · · , k)的最高次数为 q的

主导系数. 因此 (1.5) 式可以改写成下列形式

f(z) = H0(z) + H1(z)ew1zq

+ · · ·+ Hm(z)ewmzq

, (1.6)

其中 Hj (j = 0, 1, · · · ,m)或者是次数小于 q的指数多项式, 或者是关于 z的一般多项式,令

Γ1 = {h = eα(z) + d; d ∈ C}, Γ0 = {h = eα(z)},
Γ′1 = {p(z)eα(z) + h(z)}, Γ′0 = {p(z)eα(z)}.

上述 p(z), h(z), α(z)是多项式,其中 α(z)非常数.
受定理 1.2 和定理 1.3 的启发, 本文考虑了下述方程

f(z)n + an−1f(z)n−1 + · · ·+ a1f(z) + q(z)eQ(z)f (k)(z + c) = P (z), (1.7)

其中 q(z), Q(z), P (z)是多项式, n ≥ 2是正整数, c ∈ C\{0}, ai ∈ C (1, 2, · · · , n− 1), 并得到
了以下结果.
定理 1.4 设 q(z), Q(z), P (z)是多项式且 Q(z)非常数, q(z) 6≡ 0且 n ≥ 2, k ≥ 1, c ∈

C\{0},那么方程 (1.7) 的有穷级非零整函数解满足
(i) 每一个解满足 σ(f) = deg(Q(z))且 f(z)是正规型的.
(ii) 如果有穷复数 a是 f(z)的 Borel 例外值,那么有 a = −an−1

n
.特别地, 当 a = 0时,有

an−1 = · · · = a1 = 0 ≡ P (z).
(iii) 当 P (z) ≡ 0时,如果对任意的 j ∈ {1, 2, · · · , n−1}都有 aj 6= 0 (j = 1, 2, · · · , n−1),

那么有 λ(f) = σ(f);否则,对所有的 j ∈ {1, 2, · · · , n − 1}有 aj = 0 (j = 1, 2, · · · , n − 1)且
λ(f) < σ(f).

(iv) f ∈ Γ′0当且仅当 P (z) ≡ 0且存在 i0 ∈ {1, 2 · · · , n− 1}使得 ai0 = 0.
(v) 当 n ≥ 3时,如果存在 i0 ∈ {1, 2 · · · , n−1}使得 ai0 = 0,且 card{z : P1(z) = P ′

1(z) =
P ′′

1 (z) = 0} ≥ 1 或者 card{z : P1(z) = P ′
1(z) = 0} ≥ 2,其中, P1(z) = zn + an−1z

n−1 + · · ·+
a1(z),那么 f(z) ∈ Γ′0.

(vi) 如果解 f, g ∈ Γ′0,那么 f = ηg且 ηn−1 = 1.
注 2 方程 (1.7) 存在有穷级整函数解. 例如 f(z) = ez + 1 是方程 f2(z) − 2f(z) −

3ezf ′(z − log 3) = −1的有穷级非零整函数解. 1是 f(z)的 Borel 例外值,满足 a = −an−1

n
.

注 3 当 n ≥ 2, 方程 (1.7) 也存在无穷级超越整函数解. 例如 f(z) = eez − e−ez

是方程

f2(z)− 2f(z)− 1
2
e−zf ′(z + log 2) = 4的无穷级整函数解.

当 n = 2, a1 6= 0时,方程 (1.7) 变形

f2(z) + a1(z) + q(z)eQ(z)f (k)(z + c) = P (z). (1.8)
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定理 1.5 设 q(z), Q(z), P (z)是多项式且Q(z)非常数, q(z) 6≡ 0且 n ≥ 2, k ≥ 1, a1, c ∈
C\{0},如果 f(z)方程 (1.8) 的具有 (1.6) 式形式的指数多项式解, 那么下列结论成立

(a) 当 n ≥ 2时,存在 i0, j0 ∈ {1, 2, · · · ,m}使得 wi0 = 2wj0 .
(b) 当m = 1时, f ∈ Γ′1.
当 n = 1时,方程 (1.7) 退化为

f(z) + q(z)eQ(z)f (k)(z + c) = P (z). (1.9)

我们也得到了相应的结果.
定理 1.6 设 c ∈ C\{0}, q(z), P (z)是多项式, Q(z)非常数多项式且 q(z) 6≡ 0, k ≥ 1,那

么方程 (1.9) 的每一个有穷级非零整函数解满足
(i) σ(f) ≥ deg(Q(z)).
(ii) 如果 P (z) 6≡ 0,则有 λ(f) = σ(f).
(iii) 如果 P (z) ≡ 0,那么解不是具有 (1.6) 式形式的指数多项式解,其中 q = deg(Q(z)).

2 引理

引理 2.1 [1] 令 T : [0,+∞) → [0,+∞)是一个连续非减函数, s ∈ (0,+∞),如果

lim sup
r→∞

log log T (r)
log r

= ζ < 1

且 δ ∈ (0, 1− ζ),那么

T (r + s) = T (r) + o(
T (r)
rδ

)(r →∞),

除去一个对数测度为有穷的集合.
差分对数导数引理参看文献 [7–9, 15–17]在复差分方程,差分 Nevanlinna 理论方面起

着非常重要的作用. 下面的引理是文献 [17, 引理 2.2]的特殊情形.
引理 2.2 假设 f(z)是一个非常数亚纯函数, c, h是两个不相等的复数. 如果 σ2(f) < 1,

那么

m(r,
f(z + h)
f(z + c)

) = S(r, f)

对于所有的 r 成立,除去一个对数测度为有穷的集合.
显然,对任意的 c 6= 0,当 r →∞时,对一般亚纯函数 f(z)下列不等式成立

(1 + o(1))N(r − |c|, 1
f(z)

) ≤ N(r,
1

f(z + c)
) ≤ (1 + o(1))N(r + |c|, 1

f(z)
).

结合引理 2.1,对于计数函数有下列关系.
引理 2.3 [1] 假设 f(z)是超级小于 1 的亚纯函数, c ∈ C\{0},那么

N(r,
1

f(z + c)
) = N(r,

1
f(z)

) + S(r, f(z)).

引理 2.4 [17] 假设 f(z)是超级小于 1 的亚纯函数, c ∈ C\{0},那么有

T (r, f(z + c)) = T (r, f) + S(r, f).
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引理 2.5 [3,7] 假定 f(z) 是一个亚纯函数, Ψ(z) := anfn(z) + · · · + a0(z) 满足 an 6=
0, T (r, aj) = S(r, f).更进一步地,假设N(r, 1

Ψ
)+N(r, f) = S(r, f),那么有Ψ = an(f+ an−1

nan
)n.

引理 2.6 [2] 设 q(z)是多项式, L(r, f)是关于 f(z)或者它的导数,变换的线性微分 - 差
分多项式,那么方程 f(z)2 + q(z)L(r, f) = 0没有有穷级的超越整函数解.

引理 2.7 [14] 假定 q是一个正整数, a0(z), · · · , an(z)或者是度小于 q的指数多项式,或者
是关于 z的一般多项式, b1, · · · , bn ∈ C\{0}是互不相等的常数, 那么

n∑
j=1

aj(z)ebjzq

= a0(z)

当且仅当 a0(z) ≡ · · · ≡ an(z) ≡ 0.

令 W ⊆ C, 所有包含 W 的凸集的交定义为 W 的凸包, 记为 co(W ). 如果 W 包含

有穷多个元素, 那么 co(W ) 可以直接通过有穷多个闭半平面的交得到. 因此, co(W ) 或
者是一个紧 polygon 集, 或者是一条线段. 用 C(co(W )) 表示 co(W ) 的直径. 如果 co(W )
是一条线段, 那么 C(co(W )) 是这条线段长度的 2 倍. 在本文中记 W = {w1, · · · , wm},
W0 = {0, w1, · · · , wm}.
引理 2.8 [18] 假定 f(z)具有 (1.6) 式形式,那么

T (r, f) = C(co(W0))
rq

2π
+ o(rq).

注 4 假设 f(z) 是具有 (1.6) 形式的指数多项式解且 m ≥ 1, 那么由引理 2.8 可知, 当
→∞时,

S(r, f)
rq

=
S(r, f)
T (r, f)

· T (r, f)
rq

→ 0

和
o(rq)

T (r, f)
=

o(rq)
rq

· rq

T (r, f)
→ 0.

换句话说 S(r, f) = o(rq), o(rq) = S(r, f).

引理 2.9 [18] 假定 f(z)具有 (1.6) 式形式,如果 H0(z) 6≡ 0,那么 m(r, 1
f
) = o(rq). 如果

H0(z) ≡ 0,那么

N(r,
1
f

) = C(co(W0))
rq

2π
+ o(rq).

利用文献 [2, 推论 2.6,引理 2.7]完全类似的方法,可得下述引理 2.10和引理 2.11.

引理 2.10 假定 f(z)具有 (1.6) 式形式,对任意的 i 6= j, wi 6= 2wj 且 f(z)是方程 (1.8)
的解. 如果点 0, wi, · · · , wn是线性的,那么m = 1.

引理 2.11 当m ≥ 2时,如果对任意的 i 6= j, wi 6= 2wj ,那么具有 (1.6) 式形式的 f(z)不
是方程 (1.8)的解.

引理 2.12 假定 f(z)具有 (1.6) 式形式,其中m = 1 . 如果 f(z)是方程 (1.8)的解,那么
f ∈ Γ′1.
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证 令 f(z) = H0(z) + H1(z)ew1zq

.要证 H0(z), H1(z)是多项式,把 f(z)代入方程 (1.8)
得

P (z)−H2
0 (z)− a1H0(z) = −q(z)eQ(z)f (k)(z + c)

= H2
1 (z)e2w1zq

+ (2H0(z) + a1)H1(z)ew1zq

+ q(z)eQ0(z)H
(k)
0 (z + c)ebqzq

+q(z)HT
1 (z + c)eQ0(z)+P1(z)e(bq+w1)z

q

, (2.1)

其中 Q0(z) = Q(z) − bqz
q, P1(z) = w1(z + c)q 是次数 ≤ q − 1的多项式, HT

1 (z + c)是关于
H1(z + c), w1(z + c)q 和他们导数的微分多项式. 分三种情况来讨论.
情况 1 假设 bq 6= ±w1,对 (2.1)式由引理 2.7得

q(z)HT
1 (z + c)eQ0(z)+P1(z)e(bq+w1)z

q ≡ 0.

则 HT
1 (z + c) ≡ 0,而 HT

1 (z + c)是关于 H1(z + c), w1(z + c)q 和其导数的微分多项式. 所以
H1(z) ≡ 0, 矛盾.
情况 2 假设 bq = −w1,同样对 (2.1)式由引理 2.7得 H1(z) ≡ 0,矛盾.
情况 3 bq = w1,那么 (2.1)式可改写为

P (z)−H2
0 (z)− a1H0(z) = (H2

1 (z) + q(z)HT
1 (z + c)eQ0(z)+P1(z))e2w1zq

+((2H0(z) + a1)H1(z) + q(z)eQ0(z)H
(k)
0 (z + c))ew1zq

.

如果 deg(H0(z)) ≥ k ,那么由 (2.1)式和由引理 2.7得

H2
1 (z) + q(z)HT

1 (z + c)eQ0(z)+P1(z) ≡ 0, (2.2)

(2H0(z) + a1)H1(z) + q(z)eQ0(z)H
(k)
0 (z + c) ≡ 0, (2.3)

P (z)−H2
0 (z)− a1H0(z) ≡ 0. (2.4)

由 (2.4) 式知 H0(z)是一个多项式. 下证 H1(z)也是多项式.
(a) 当 deg(H0(z)) ≥ k 时, 则 H

(k)
0 (z + c) 6≡ 0. 如果 deg(Q0(z) + P1(z)) = 0, 反证设

H1(z)是一个超越整函数. 由差分对数导数引理及文献 [16, 定理 1.24 ]知

N(r,
1

f (k)(z + c)
) ≤ N(r,

1
f(z + c)

) + kN(r, f(z + c)) + S(r, f(z + c)).

再由上式, (2.2)式和引理 2.4得

2T (r,H1(z)) ≤T (r,HT
1 (z + c)) + T (r, q(z)eQ0(z)+P1(z))

≤ m(r,HT
1 (z + c)) + N(r,HT

1 (z + c)) + S(r,H1(z))

≤ T (r,H1(z)) + S(r,H1(z)).

上式与假设矛盾,所以 H1(z)是一个多项式. 由 (2.3)式知 Q0(z)是一个常数. 因此, P1(z)也
是一个常数. 可得 q = 1, f ∈ Γ′1 .
如果 deg(Q0(z) + P1(z)) ≥ 1,由定理 1.2 (iii)知H1(z) ∈ Γ′0 , 又因为H0(z)是多项式,所

以 f ∈ Γ′1.
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(b) 当 deg(H0(z)) < k时,则H
(k)
0 (z+c) ≡ 0. 由 (2.3)式知 (2H0(z)+a1)H1(z) = 0.如果

H1(z) = 0,那么 f(z)是一个多项式, 与已知矛盾. 如果 2H0(z) + a1 = 0,则H0(z)是常数. 如
果 deg(Q0(z) + P1(z)) = 0,由引理 2.6知H1(z)是一个多项式. 如果 deg(Q0(z) + P1(z)) ≥ 1,
由定理 1.2 (iii)知 H1(z) ∈ Γ′0 , 所以 f ∈ Γ′1.

3 定理的证明

定理 1.4 的证明 (i) 假设 f(z)是方程 (1.7)的有穷级非零整函数解,由 (1.7)式和引理
2.7知 f(z)是超越的.

一方面,由引理 2.2和 (1.7)式及差分对数导数引理有

nT (r, f) + S(r, f) = m(r, fn + · · ·+ a1f) = m(r, P (z)− q(z)eQ(z)f (k)(z + c))

≤ m(r, P (z)) + m(r, q(z)) + m(r, eQ(z)) + m(r, f (k)(z + c)) + O(1)

≤ m(r, eQ(z)) + m(r,
f (k)(z + c)
f(z + c)

) + m(r, f(z + c)) + S(r, f)

≤ T (r, eQ(z)) + T (r, f(z + c) + S(r, f)

≤ T (r, eQ(z)) + T (r, f) + S(r, f).

所以

(n− 1)T (r, f) ≤ T (r, eQ(z)) + S(r, f). (3.1)

如果 σ(f) < deg(Q(z)),则与方程 (1.7)矛盾,所以有 σ(f) = deg(Q(z)) (n ≥ 2). 由型的定义
得

τ(f) = lim sup
r→∞

T (r, f)
rdeg(Q(z))

∈ (0,∞).

所以 f(z)是正规型的.

(ii) 假设 f(z)是方程 (1.7)的有穷级非零整函数解,由定理 1.4(i)知, f(z)是超越的. 下面
要证:如果有穷复数 a是 f(z)的Borel例外值,那么有 a = −an−1

n
. 由于 λ(f−a) < σ(f), f(z)

是整函数,则 f(z)是正规增长. 令 λ(f − a) < α < β < σ(f), 即有

lim sup
r→∞

log+ N(r, 1
f−a

)

log r
< α < β < lim

r→∞
log+ T (r, f)

log r
= σ(f).

从而有

N(r, 1
f−a

)

T (r, f)
≤ rα

rβ
→ 0 (r →∞).

因此 N(r, 1
f−a

) = S(r, f). (1.7)式可改写为

G(z) = f(z)n + an−1f(z)n−1 + · · ·+ a1f(z)− P (z) = −q(z)eQ(z)f (k)(z + c). (3.2)



1114 数 学 杂 志 Vol. 38

由引理 2.3 和文献 [6, 定理 1.24]得

N(r,
1

G(z)
) = N(r,

1
q(z)f (k)(z + c)

)

≤ N(r,
1

q(z)
) + N(r,

1
f (k)(z + c)

)

= N(r,
1

q(z)
) + N(r,

1
[f(z + c)− a](k)

)

≤ N(r,
1

f(z + c)− a
) + kN(r, f(z + c)− a) + S(r, f(z + c)− a) + S(r, f)

≤ N(r,
1

f(z + c)− a
) + S(r, f(z + c))

≤ N(r,
1

f(z)− a
) + S(r, f) = S(r, f). (3.3)

由于 f(z)是整函数,由引理 2.5 得

G(z) = (f +
an−1

n
)n = f(z)n + an−1f(z)n−1 + · · ·+ a1f(z)− P (z), (3.4)

并且有

ai+1 = Ci
n−1(

an−1

n− 1
)n−1−i, i = 0, 1, · · · , n− 2 ; Ci

n−1 =
(n− 1)!

i!(n− 1− i)!
. (3.5)

反证: 假如 a 6= −an−1

n
. 那么由 (3.4) 和 (3.5) 式得

N(r,
1

f + an−1

n

) = N(r,
1

G(z)
) = S(r, f).

又由 Nevanlinna 第二基本定理得

T (r, f) ≤ N(r,
1

f + an−1

n

) + N(r,
1

f(z)− a
) = S(r, f),

与已知矛盾, 所以 a = −an−1

n
. 特别地, 当 a = 0 时, 有 an−1 = 0 . 又有 (3.5) 式得

an−1 = · · · = a1 = 0 ≡ P (z).
(iii) 假设 f(z)是方程 (1.7) 的有穷级非零整函数解, 由定理 1.4 (i) 知, f(z)是超越的.

由 P (z) ≡ 0得

H(z) := f(z)n−1 + an−1f(z)n−2 + · · ·+ a1 = −q(z)eQ(z) f
(k)(z + c)

f(z)
. (3.6)

由引理 2.2 和差分对数导数引理得

m(r,
f (k)(z + c)

f(z)
) = S(r, f), (3.7)

又由 (3.6) 式得

N(r,
f (k)(z + c)

f(z)
) ≤ N(r,

1
q(z)

) = S(r, f), (3.8)
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即有

T (r,
f (k)(z + c)

f(z)
) = S(r, f). (3.9)

因此, 由 (3.6) 式和 (3.9) 式得

N(r,
1

H(z)
) + N(r, f(z)) ≤ N(r,

1
f(k)(z+c)

f(z)

) + N(r,
1

q(z)
) + N(r, f)

≤ T (r,
f (k)(z + c)

f(z)
) + S(r, f) = S(r, f).

因此,由引理 2.5,得到 (3.6) 式可变形为

(f +
an−1

n− 1
)n−1 = −q(z)eQ(z) f

(k)(z + c)
f(z)

, (3.10)

并且有

ai+1 = Ci
n−1(

an−1

n− 1
)n−1−i, i = 0, 1, · · · , n− 2 ; Ci

n−1 =
(n− 1)!

i!(n− 1− i)!
. (3.11)

情形 1 如果对任意的 j ∈ {1, 2, · · · , n− 1}都有 aj 6= 0 (j = 1, 2, · · · , n− 1).
一方面

N(r,
1

f + an−1

n−1

) ≤ N(r,
1

f(k)(z+c)
f(z)

) + N(r,
1

q(z)
),

T (r,
f (k)(z + c)

f(z)
) + N(r,

1
q(z)

) = S(r, f).

另一方面, 由 Nevanlinna 第二基本定理

T (r, f) ≤ N(r,
1

f + an−1

n−1

) + N(r,
1

f(z)
) + N(r, f(z))

= N(r,
1

f(z)
) + S(r, f).

因此 λ(f) = σ(f).
情形 2 如果存在 i0 ∈ {1, 2, · · · , n− 1}使得 ai0 = 0. 由 (3.11) 式得 ai0 = an−1 = · · · =

ai0+1 = ai0−1 = · · · = a1 = 0. 再由定理 1.2(ii) 知 λ(f) < σ(f).
(iv) 假设 f(z)是方程 (1.7) 的有穷级非零整函数解.
充分性 假设 P (z) ≡ 0 且存在 i0 ∈ {1, 2, · · · , n − 1} 使得 ai0 = 0. 由定理 1.2 (iii) 知

f ∈ Γ′0.
必要性 由于 f ∈ Γ′0, 可设 f(z) = A(z)eα(z), A(z), α(z) 是多项式且满足 σ(A(z)) =

λ(f) < σ(f) = deg(Q(z)). 则 0是 f(z)的一个 Borel 例外值, 由定理 1.4 (ii)知 an−1 = · · · =
a1 = 0 ≡ P (z).
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(v) 假设 f(z)是方程 (1.7) 的有穷级非零整函数解, 由定理 1.4 (i) 知 f 是超越的. 由已
知必有 P (z) ≡ 0. 否则, 如果 P (z) 6≡ 0,由引理 2.3 和已知 card{z : P1(z) = P ′

1(z) = P ′′
1 (z) =

0} ≥ 1或者 card{z : P1(z) = P ′
1(z) = 0} ≥ 2, 有不等式

nT (r, f) =T (r, fn + an−1f
n−1 + · · ·+ a1f)

≤N(r,
1

fn + an−1fn−1 + · · ·+ a1f − P (z)
) + N(r,

1
fn + an−1fn−1 + · · ·+ a1f

)

+ N(r, fn + an−1f
n−1 + · · ·+ a1f)

≤N(r,
1

q(z)f (k)(z + c)
) + (n− 2)T (r, f)

≤N(r,
1

q(z)
) + N(r,

1
f (k)(z + c)

) + (n− 2)T (r, f)

≤N(r,
1

f(z + c)
) + kN(r, f(z + c)) + S(r, f(z + c)) + (n− 2)T (r, f) + S(r, f)

≤N(r,
1

f(z + c)
) + S(r, f(z + c)) + (n− 2)T (r, f)

≤N(r,
1

f(z)
) + S(r, f) + (n− 2)T (r, f)

≤(n− 1)T (r, f) + S(r, f),

得 T (r, f) = S(r, f), 矛盾, 所以 P (z) ≡ 0.又因为存在 i0 ∈ {1, 2, · · · , n− 1}使得 ai0 = 0.由
定理 1.4 (iv) 可得 P (z) ≡ 0 = a1(z) = · · · = an−1且 f(z) ∈ Γ′0.

(vi) 如果 f, g ∈ Γ′0 且是方程 (1.7) 的有穷级整函数解, 由定理 1.4 (iv) 得 P (z) ≡ 0且
an−1 = · · · = a1 = 0.又由定理 1.2 (iv) 知 f = ηg且 ηn−1 = 1.

定理 1.5 的证明

由引理 2.10,引理 2.11,引理 2.12可得定理 1.5 的证明.

定理 1.6 的证明

(i) 假设 f(z)是方程 (1.9)的有穷级非零整函数解, 由 (1.9)式得

f(z)− P (z)
f (k)(z + c)

= −q(z)eQ(z).

由增长级的性质和引理 2.4得 deg(Q(z)) ≤ max{σ(f(z)− P (z)), σ(f (k)(z + c))} = σ(f).

(ii) 由于 σ(f) ≥ deg(Q(z)) 且 Q(z) 是非常数多项式, 可得 f(z) 是超越的. 否则有
λ(f) < σ(f).因此 f(z)是正规增长的, 有

N(r,
1

f(z)
) = S(r, f). (3.12)

又 (1.9) 式可变形为 f(z)− P (z) = −q(z)eQ(z)f (k)(z + c). 由引理 2.3, (3.12)式和文献 [6, 定
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理 1.24]得

N(r,
1

f(z)− P (z)
) = N(r,

1
q(z)f (k)(z + c)

)

≤ N(r,
1

q(z)
) + N(r,

1
f (k)(z + c)

)

≤ N(r,
1

f(z + c)
) + kN(r, f(z + c)) + S(r, f(z + c)) + S(r, f)

≤ N(r,
1

f(z + c)
) + S(r, f(z + c)) + S(r, f)

≤ N(r,
1

f(z)
) + S(r, f) = S(r, f). (3.13)

如果 P (z) 6≡ 0,由 (3.12), (3.13)式和 Nevanlinna第二基本定理得

T (r, f) ≤ N(r,
1

f(z)
) + N(r,

1
f(z)− P (z)

) + S(r, f) = S(r, f),

与假设矛盾,所以有 λ(f) = σ(f).
(iii) 反证法: 假设 f(z)是方程 (1.9)的具 (1.6)形式的指数多项式解,满足 q = deg(Q(z)).

把 (1.9)式改写为
1

q(z)
· f(z)
f (k)(z + c)

= −eQ(z). (3.14)

由 (3.14)式,引理 2.8,注 4,差分对数导数引理得

|bq|
π

+ o(rq) = T (r, eQ(z)) = m(r, eQ(z))

≤m(r,
1

q(z)
) + m(r,

f(z)
f (k)(z + c)

) = S(r, f) = o(rq),

矛盾.
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Abstract: In this paper, we study the growth and distribution of zeros of entire solutions

of finite order of nonlinear differential-difference equation f(z)n + an−1f(z)n−1 + · · · + a1f(z) +

q(z)eQ(z)f (k)(z + c) = P (z). By using the differential-difference Nevanlinna values distribution

theory, we obtain an estimation of the growth and the distribution of zeros of solutions of

the differential-difference equation if there are some attached condiction on the coefficients.

Particularly, when n = 2 and a1 6= 0, we obtain that exponential polynomial solutions satisfying

some condictions must reduce to rather specific forms, which improves the results of [1, 2] .
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