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摘要: 本文研究了带有负交叉扩散项的 SIR 传染病模型的空间斑图动力学问题. 利用稳定性

理论和 Hopf 分支理论, 获得了 Turing 失稳的条件以及 Turing 斑图的存在区域, 并且利用Matlab 软

件模拟获得了不同类型的 Turing 斑图, 比如点状、条状以及二者共存等 Turing 斑图. 通过负交叉扩

散诱导出规则斑图, 推广了负扩散效应对空间斑图的形成具有巨大影响的结果.
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1 引言

根据世界卫生组织的最新研究, 传染病依旧是人类死亡的第一杀手. 由于对传染病的研
究不宜采用实验的形式, 因此理论分析与数值模拟常被用于传染病的机理研究上. 此时选择
合适的传染病的动力学模型显得十分重要, 常见的传染病模型有 SI, SIR, SEIR 等等.

在传染病的动力学研究中, 许多学者做出有意义的结果, 特别是传染病模型的空间斑图
动力学 [1−4]. 孙桂全, 靳祯等人研究了一类带有时滞的 SIR 空间传染病模型的 Turing 失稳,
通过数值模拟得出了条状与点状共存的斑图 [1]. 王玮明等人研究了一类 SI 传染病模型, 通过
推导模型的振幅方程做出斑图选择, 得到了不同类型的 Turing 斑图 [2]. 马知恩和周义仓在研
究中提出了这样的一个比例依赖型的模型 [5]





dS
dt

= γ(1− S
K

)− βSI
S+I

+ cI,
dI
dt

= βSI
S+I

− (µ + d + c)I(t),
dR
dt

= µI − dR,

(1.1)

由于 R 与 S, I 无关, 所以作者利用稳定性理论讨论了下面一个微分方程组的平衡点的存在
性与稳定性 {

dS
dt

= γ(1− S
K

)− βSI
S+I

+ cI,
dI
dt

= βSI
S+I

− (µ + d + c)I(t).
(1.2)
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考虑到疾病对易感者与感染者心理上的影响, 本文在此基础上研究了一类带有负交叉扩散项
的 SI 传染病模型





∂S(t)
∂t

= γS(t)(1− S(t)
K

)− βS(t)I(t)
α1S(t)+α2I(t)

+ cI(t)− µS(t) + d11∆S(t) + d12∆I(t),
∂I(t)

∂t
= βS(t)I(t)

α1S(t)+α2I(t)
− (µ + d + c)I(t) + d21∆S(t) + d22∆I(t),

∂S
∂n

= ∂I
∂n

= 0, 在 ∂Ω× (0,∞),

(1.3)

在这里 S(t) 和 I(t) 分别代表时间 t 时易感者和感染者的密度, γ 和 K 分别代表了内禀增长

率和环境的承载力, µ 代表人口的自然死亡率, d 代表了因病死亡率, c 代表了染病者的恢复

率, β 是传染病系数, β
α1S(t)+α2I(t)

是传染率, α1 和 α2 心理影响系数, 并且 α1 和 α2 都是常

数, ∆ 代表空间 Ω 中的 Laplace 算子, Neumann 边界条件表明模型 (1.3) 是自我封闭的, 并
且是零流量的, n 代表着光滑边界 ∂Ω 上的单位外法向量.
这里需要指出的是, 在之前的文献 [1–4] 中, 研究的传染病模型所带的交叉扩散系数都是

正数, 其生物学意义是人群总是从另一人群的高密度区域向低密度区域移动 [6−7]. 而在实际
生活中, 人群从低密度区域向高密度区域移动的现象也是存在的. 一方面, 考虑到在生活中易
感者有辨别染病者的能力并且会远离染病者, 同时染病者也会远离易感者 [6]. 另一方面, 在
疾病爆发初期, 由于人们的心理因素, 觉得人多的地方就是安全的地方, 染病者反而会尽量接
近易感者. 所以在某种特定的情况下, 这种染病者向易感者移动的现象在模型中则表现为交
叉扩散系数为负数. 据我们所知, 带有负交叉扩散系数的传染病模型的 Turing 斑图在生物模
型中很少被研究. 因此本文将研究带有负交叉扩散系数的二维模型中的 Turing 斑图的生成
问题.

2 Turing 空间的确定

首先考虑模型 (1.3)




∂S(t)
∂t

= γS(t)(1− S(t)
K

)− βS(t)I(t)
α1S(t)+α2I(t)

+ cI(t)− µS(t) + d11∆S(t) + d12∆I(t),
∂I(t)

∂t
= βS(t)I(t)

α1S(t)+α2I(t)
− (µ + d + c)I(t) + d21∆S(t) + d22∆I(t),

∂S
∂n

= ∂I
∂n

= 0, 在 ∂Ω× (0,∞).

易知系统 (1.3) 有很多平衡点, 包括 E0 = (0, 0), 稳定节点 E1 = (K(1 − µ
γ
), 0), 和正平衡点

E∗ = (S∗, I∗), 从生物学上考虑, 正平衡点更加有讨论的意义, 其中

S∗ =
K(−βd− βµ + µ2α1 + d2α1 − µ2α2 + 2µdα1 + cµα1 + cdα1 + γα2µ + γα2d + γα2c− µα2d− µα2c)

γα2(u + d + c)
,

I∗ = −K(−βd− βµ + µ2α1 + d2α1 − µ2α2 + 2µdα1 + cµα1 + cdα1 + γα2µ + γα2d + γα2c− µα2d− µα2c)

(−β + µα1 + dα1 + cα1)/γα2
2(u + d + c)2,

(µ + d + c)α1 < β <
[(µ + d)α1 + (γ − µ)α2](µ + d + c)

µ + d
.

定理 2.1 不带有扩散项的系统 (1.3) 的平衡点 (S∗, I∗) 是局部渐近稳定的.
证 为了讨论方便, 记

{
f(S, I) = γS(t)(1− S(t)

K
)− βS(t)I(t)

α1S(t)+α2I(t)
+ cI(t)− µS(t),

g(S, I) = βS(t)I(t)
α1S(t)+α2I(t)

− (µ + d + c)I(t).
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设

J =

(
a11 a12

a21 a22

)
, (2.1)

其中

a11 =
∂f

∂S
|E∗ =− (d3α2

1 + µ3α2
1 − βµ2α2 + c3α2

1 − βµα2d− 2βcµα1 − 2βcdα1 − βµα2c

+ βγα2µ + βγα2d + βγα2c + 6µα2
1dc− 2βc2α1 + 3µ2α2

1d + 3µ2α2
1c + 3µα2

1d
2

+ 3µα2
1c

2 + 3d2α2
1c + 3dα2

1c
2 − β2µ− β2d + β2c)

1
α2β(µ + d + c)

,

a12 =
∂f

∂I
|E∗ =− (−cβ + µ2α1 + 2µdα1 + 2cµα1 + d2α1 + 2cdα1 + c2α1)

1
β

,

a21 =
∂g

∂S
|E∗ =(µα1 + dα1 − β + cα1)2

1
βα2

,

a22 =
∂g

∂I
|E∗ =(µ2α1 + 2µdα1 + 2cµα1 + d2α1 + 2cdα1 − βµ− βd− cβ + c2α1)

1
β

.

J 的特征方程是

| λE − J |=
∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12

−a21 λ− a22

∣∣∣∣∣ = λ2 − (a11 + a22)λ2 − λtr0 + detJ = 0,

其中 tr0 = a11+a22, detJ = a11a22−a12a21.易知 tr0 < 0和 detJ > 0当且仅当max{t1, t3} <

β < min{t2, t4}, 其中

t1 =
(µ + d + c)
2(µ− c + d)

{α2(d + c + γ)− 2α1c− [2α2
2(dc + dr + cr) + α2

2(d
2 + c2 + γ2)

+ 8dµ(α2
1 − α1α2) + 4α2

1(µ
2 + d2)− 4α1α2(dc + rc + µ2 + d2)]

1
2 },

t2 =
(µ + d + c)
2(µ− c + d)

{α2(d + c + γ)− 2α1c + [2α2
2(dc + dr + cr) + α2

2(d
2 + c2 + γ2)

+ 8dµ(α2
1 − α1α2) + 4α2

1(µ
2 + d2)− 4α1α2(dc + rc + µ2 + d2)]

1
2 },

t3 =α1(µ + d + c),

t4 =
[(µ + d)α1 + (γ − µ)α2](µ + d + c)

µ + d
.

通过 Routh-Hurwitz, 可知 (S∗, I∗) 是局部渐进稳定的.
现在考虑系统 (1.3) , 并且对平衡点 (S∗, I∗) 进行线性化分析. 如下面所示, 在平衡点

(S∗, I∗) 处作微扰:
{

S(x, y, t) = S∗ + εS(x, y, t), |εS(x, y, t)| ¿ S∗,

I(x, y, t) = I∗ + εI(x, y, t), |εI(x, y, t)| ¿ I∗,
(2.2)

其中

εS(x, y, t) = S0e
λtei(kxx+kyy), εI(x, y, t) = I0e

λtei(kxx+kyy),
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这里 λ 是在时间 t 上的扰动增长率; kx 和 ky 是相应的振幅; i 是虚数单位并且有 i2 = −1;
k =

√
k2

x + k2
y 是波数; S0 和 I0 是两个正常数. 把 (2.2) 式带入系统 (1.3), 并且省略所有的非

线性项, 可以得到特征方程
|J − k2D − λI| = 0, (2.3)

其中

I =

(
1 0
0 1

)
, D =

(
d11 d12

d21 d22

)
.

特征方程 (2.3) 的解为如下形式

λk =
trk ±

√
tr2k − 4δk

2
, (2.4)

其中

trk = a11 + a22 − k2(d11 + d22), (2.5)

δk = (d11d22 − d12d21)k4 − (d22a11 + d11a22 − d12a21 − d21a12)k2 + detJ. (2.6)

选择 β 作为分支参数. 当 Im(λk) 6= 0 和 Re(λk) = 0 在 k = 0 时成立, 系统出现 Hopf 分支,
这样能得到 Hopf 分支曲线

a11 + a22 = 0. (2.7)

利用稳定性定理 [9−11], 可知道当 Im(λk) = 0 和 Re(λk) = 0 在 k = kT 6= 0 时成立, Turing

分支出现, 且波数 k
T
满足 k2

T =
√

a11a22−a12a21
d11d22−d12d21

. 因此分支参数 βT 满足如下 Turing 分支曲线

a11d22 + a22d11 − a12d21 − a21d12 − 2
√

(d11d22 − d12d21)detJ = 0. (2.8)

根据 Hopf 和 Turing 分支曲线 [12,13], 能得到 Hopf 分支区域和 Turing 不稳定区域.

图 1: 模型 (1.3) 的分支图, 其中 d11 = 0.02, d22 = 5, d12 = 0.1, d21 = −0.1

在图 1 中, 可以看到系统 (1.3) 的分支图包含了 Turing 分支线和 Hopf 分支线, 并且它们
把 γ − β 参数空间分成了四个区域, 区域 D11 被称为 Turing 空间, 在这里发生 Turing 失稳,
区域 D12 被称为 Hopf 空间, 在这里发生 Hopf 失稳.



No. 6 周文等: 一类带负交叉扩散项的 SIR 传染病模型的空间 Turing 斑图 1079

为了更好地理解参数对系统稳定性的影响作用, 在图 2, 给出了随参数 d21 变化的色散关

系图. 线 (3) 对应着 Turing 临界值 d21 = −1.13, 当 d21 = −0.9 > −1.13 时, Turing 失稳发
生; 当 d21 = −1.2 < −1.13 时, Turing 失稳消失, 也就是说, 此刻系统 (1.3) 的平衡解为稳定
态.

图 2: Re(λ) (特征值 λ 的实部) 和 k 的关系, γ = 0.2, K = 1, µ = 0.12, d = 0.08, c = 0.04,
α1 = 0.4, α2 = 0.5, d11 = 0.02, d22 = 5, d12 = 0.1, β = 0.1380 和不同的 d21:
线 (1): d21 = −0.05; 线 (2): d21 = −0.9; 线 (3): d21 = −1.13; 线 (4): d21 = −1.2

3 数值模拟

在这一部分, 我们将通过 Matlab 对系统 (1.3) 进行一系列的数值模拟. 所有的数值模
拟均运用齐次 Neumann 边界条件. 将空间区域离散为 200 × 200 个格子. 对空间的离散采
用有限差分法, 设定空间步长为 ∆h = 0.25, 对时间的离散采用欧拉方法, 取定时间步长为
∆t = 0.01.
首先设 d11 = 0.02, d22 = 5, d12 = 0.1, γ = 0.2, µ = 0.12, β = 0.1380, d = 0.08, c = 0.04,

α1 = 0.4, α2 = 0.5. 现在研究参数 d21 的不同值所产生的斑图.

图 3: 时间: (A) t = 0; (B)t = 20000; (C)
t = 40000; (D) t = 800000

图 4: 时间: (A) t = 0; (B) t = 56000; (C)
t = 70000; (D) t = 490000
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在图 3 中, d21 = −0.05, 这时可见: (A) 中颜色条数值基本不变, 初值选取为平衡解加上
一个随机扰动; (B) 中出现类条状斑图; (C) 中出现条状斑图; (D) 条状斑图几乎占据了整个
区域, 且系统的动力学行为不再发生变化.
图 4, 图 5 分别是 d21 = −0.7 和 d21 = −0.9 时, 染病者的时间演化图. 由图 4 和图 5 可

见: 随着时间的演化, 最终点状斑图和条状斑图共存. 但图 4 中条状斑图占优; 而当 d21 达到

−0.9 时, 点状斑图会占优 (图 5(D)). 由图 6 可见, 当 d21 增至 −1.1 时, 最终点状斑图几乎占
满整个空间.

图 5: 时间: (A) t = 0; (B) t = 90000; (C)
t = 120000; (D) t = 800000

图 6: 时间: (A) t = 0; (B) t = 520000; (C)
t = 600000; (D) t = 800000

4 结论

本文研究了在 Neumann 边界条件下, 负交叉扩散对带有非线性传染率的传染病模型的
影响. 具体表现为负交叉扩散可引起系统 (1.3) 在平衡点 E∗ 处的 Turing 失稳, 并由此得到
了不同类型的斑图, 包括点状斑图、条形斑图和点条混合斑图.
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SPATIAL TURING PATTERN IN SIR EPIDEMIC MODEL WITH

NEGATIVE CROSS-DIFFUSION
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Abstract: In this paper, spatial pattern of SIR epidemic model with negative cross diffusion

is considered. By performing a linear approach around the positive steady states of the model

and Hopf bifurcation theorem, sufficient conditions are obtained for the Turing instability. And

Turing region in which there are plenty of complicate spatial patterns is derived. Finally, some

numerical simulations are given to certify that Turing patterns, such as spot, stripe and mixture of

spot-stripe patterns. The regular pattern is induced by negative cross diffusion, which generalizes

the results that negative cross diffusion has great influence on the spatial pattern formation.

Keywords: SIR epidemic model; negative cross-diffusion; Turing pattern
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