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摘要: 本文研究了包含 Hurwitz-Lerch Zeta 函数的积分算子Ws, bf(z) 的关于亚纯函数的微

分从属与微分超从属性质. 利用三阶微分从属与微分超从属的定义, 通过选取适当的允许函数, 得到了

由算子Ws, bf(z) 定义的亚纯函数类的某些三阶微分从属和微分超从属结果, 进而得到 Sandwich 型

双从属结果, 推广了二阶微分从属与超从属的相关结果.
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1 引言

设H[a, n] 为单位圆盘 U = {z : z ∈ C , |z| < 1} 中的解析函数类且具有如下形式

H[a, n] = {f : f(z) = a +
∞∑

k=n

akz
k (a ∈ C;n ∈ N = {1, 2, · · · })}.

为了方便, 设H = H[1, 1].
设 f(z) 和 g(z) 是 U 中的两个解析函数, 如果存在 U 内解析且满足条件 ω(0) = 0 和

|ω(z)| < 1 的 Schwarz 函数, 使得 f(z) = g(ω(z)) (z ∈ U) 恒成立, 称函数 f(z) 在 U 中从属
于函数 g(z), 记为 f(z) ≺ g(z). 相应地, 称 g 在 U 内超从属于 f . 下列关系

f(z) ≺ g(z) (z ∈ U) =⇒ f(0) = g(0) 且 f(U) ⊂ g(U)

是众所周知的. 更进一步地, 如果 g 在 U 内单叶, 则有下列等价关系

f(z) ≺ g(z) (z ∈ U) ⇐⇒ f(0) = g(0) 且 f(U) ⊂ g(U).

设 Σ 表示在去心单位开圆盘 U∗ = {z ∈ C , 0 < |z| < 1} = U\{0} 内解析且具有如下
形式

f(z) =
1
z

+
∞∑

n=1

anzn (1.1)

的函数类.
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下面的函数 Φ(z, s, a) 称为广义的 Hurwitz-Lerch Zeta 函数 (可参考文献 [1, 2])

Φ(z, s, a) :=
∞∑

k=0

zk

(k + a)s
(1.2)

(a ∈ C\Z−0 ; |z| < 1, s ∈ C; |z| = 1,<(s) > 1 Z−0 := Z− ∪ {0} = {0,−1,−2, · · · }).

关于 Hurwitz-Lerch Zeta 函数 Φ(z, s, a) 的一些有趣的性质和特征可以参见最近的文献,
例如 Choi 和 Srivastava [3], Srivastava 等 [4], Lin 等 [5]和 Garg 等 [6].
利用 Hurwitz-Lerch Zeta 函数 Φ(z, s, a), Srivastava 和 Attiya [7] (也可参考文献 [8–11])

引入和研究了下面的积分算子

Js, bf(z) = z +
∞∑

k=2

(
1 + b

k + b

)s

ckz
k (b ∈ C\Z−; s ∈ C; z ∈ U). (1.3)

类似于算子 Js, bf(z), Wang 和 Shi [12] 引入了积分算子

Ws, b : Σ −→ Σ. (1.4)

通过 Hadamard 卷积得到以下定义的形式

Ws, bf(z) := Θs, b(z) ∗ f(z) (b ∈ C\{Z−0 ∪ {1}}; s ∈ C; f ∈ Σ; z ∈ U∗), (1.5)

其中

Θs, b(z) := (b− 1)s

[
Φ(z, s, b)− b−s +

1
z(b− 1)s

]
(z ∈ U∗). (1.6)

可以很容易从公式 (1.1), (1.2), (1.5) 和 (1.6) 中发现

Ws, bf(z) =
1
z

+
∞∑

k=1

(
b− 1
b + k

)s

akz
k. (1.7)

当 b ∈ C\{Z− ∪ {1}} 时, 算子Ws, b 可以被定义为

Ws, 0f(z) := lim
b→0

{Ws, bf(z)}.

容易观察到

W0, bf(z) = f(z), (1.8)

W−1, 0f(z) = −zf ′(z), (1.9)

W−1,−1f(z) =
f(z)− zf ′(z)

2
, (1.10)

Ws, 2f(z) =
1
z

+
∞∑

k=1

(
1

k + 2

)s

akz
k (1.11)

和

W1, b+1f(z) =
1
z

+
∞∑

k=1

(
b

k + b + 1

)
akz

k =
b

zb+1

∫ z

0

tbf(t)dt (b > 0), (1.12)
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Wα, β+1f(z) =
βα

Γ(s)zβ+1

∫ z

0

tb
(
log

z

t

)s−1

f(t)dt (α > 0; β > 0). (1.13)

也可观察到

W1, γf(z) =
γ − 1
zγ

∫ z

0

tγ−1f(t)dt (<(γ) > 1). (1.14)

更进一步, 通过算子 (1.7) 式可以发现

Ws+1, bf(z) =
b− 1
zb

∫ z

0

tb−1Ws, bf(z)dt (<(b) > 1). (1.15)

值得注意的是, 算子 (1.11) 是被 Alhindi 和 Darus [13] 引入和研究的; 算子 (1.12) 和
(1.13) 是被 Lashin [14] 引入和研究的.
设 Q 表示内射于 U\E(q) 且解析的全体函数族, 其中 E(q) = {ζ ∈ ∂U : lim

z→ζ
q(z) = ∞},

且满足当 ζ ∈ ∂U\E(q) 时, min|q′(ζ)| = ε > 0. 可以设为 Q(a) = {q(z) ∈ Q : q(0) = a},
Q1 = Q(1).
本文的主要目的是通过研究算子Ws, bf(z) 得出微分从属, 微分超从属和 Sandwich 定理

的相关结论.

2 预备知识

为了证明本文的主要结果, 需要用到如下的定义和引理.
定义 2.1 [15] 设 Ψ : C4 ×U→ C, 函数 q(z) 和 h(z) 在 U 内单叶. 若 p(z) 在 U 内解析且

满足三阶微分从属条件

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z) ≺ h(z), (2.1)

则称 p(z) 为上述微分从属的一个解. 如果对所有的解 p(z), 有 p(z) ≺ q(z), 则称 q(z) 为微
分从属解的一个控制. 进一步, 若存在一个控制 q̃(z) 对所有适合 (2.1) 式的控制 q(z) 满足
q̃(z) ≺ q(z), 则称 q̃(z) 为最佳控制.
定义 2.2 [15] 设 Ω 为 U 的一个子集, 函数 q ∈ Q 且 n ∈ N\{1}. 又设 ψ : C4 ×U→ C 满

足如下的允许条件

r = q(ζ), s = kζq′(ζ),

<
(

t

s
+ 1

)
≥ k<

(
ζq′′(ζ)
q′(ζ)

+ 1
)

,

<
(u

s

)
≥ k2<

(
ζq′′(ζ)
q′(ζ)

)

时, ψ(r, s, t, u; z) /∈ Ω 成立, 其中 z ∈ U; ζ ∈ ∂U\E(q) 和 k ≥ n. 称上述函数 ψ 的集合为允许

函数类, 记作 Ψn[Ω, q].
类似于Miller 和Mocanu [16] 引入的二阶微分超从属, Tang 等 [17] 给出如下三阶微分超

从属定义.
定义 2.3 [17] 设 ψ 为 C4 × U→ C 的映射，函数 h(z) 在 U 内解析. 如果 p(z) 和

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z)
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在 U 内单叶且满足三阶微分超从属

h(z) ≺ ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z), (2.2)

则称 p(z) 为上述微分超从属的一个解. 若对所有的解 p(z), 有 q(z) ≺ p(z), 则称 q(z) 为微
分超从属的一个从属子. 进一步, 若存在一个单叶从属子 q̃(z) 对所有适合 (2.2) 式的从属子
q(z), 均有 q(z) ≺ q̃(z), 则称 q̃(z) 为最佳从属子.
定义 2.4 [17] 设 Ω 为 C 的子集, 函数 q ∈ H[a, n] 且 q′(z) 6= 0. 又设函数 ψ : C4 ×U→ C

满足如下的允许条件 : 当

r = q(z), s =
zq′(z)

m
,

<
(

t

s
+ 1

)
≤ 1

m
<

(
zq′′(z)
q′(z)

+ 1
)

,

<
(

u

s

)
≤ 1

m2
<

(
zq′′′(z)
q′(z)

)

时, 有 ψ(r, s, t, u; z) ∈ Ω 成立, 其中 z ∈ U, ζ ∈ ∂U 和m ≥ n ≥ 2. 则称上述函数 ψ 的集合为

允许函数类, 记作 Ψ′
n[Ω, q].

关于微分从属与微分超从属的条件, 本文选择如下的允许函数.
定义 2.5 设 Ω 为 C 的子集且函数 q(z) ∈ Q 且 q′(z) 6= 0. 又设函数 ψ : C4 × U → C 满

足如下的允许条件 : 当

a1 = q(ζ), a2 =
kζq′(ζ) + (b− 1)q(ζ)

b− 1
,

<
(

(b− 1)(a3 − a1)
a2 − a1

− 2(b− 1)
)
≥ k<

(
ζq′′(ζ)
q′(ζ)

+ 1
)

,

<
(

(b− 1)2(a4 − a1)− 3b(b− 1)(a3 − a1)
a2 − a1

+ 3b2 − 1
)
≥ k2<

(
ζ2q′′′(ζ)

q′(ζ)

)

时,有φ(a1, a2, a3, a4; z) /∈ Ω,其中 z ∈ U, b ∈ C\{Z−0 ∪{1}}, s ∈ C, ζ ∈ ∂U\E(q)和 k ∈ N\{1}.
则称上述函数 φ 的集合为允许函数, 记作 ΦΓ[Ω, q].
定义 2.6 设 Ω 为 C 的子集且函数 q(z) ∈ H 且 q′(z) 6= 0. 又设函数 ψ : C4 × U→ C 满

足如下的允许条件 : 当

a1 = q(z), a2 =
ζq′(z) + (b− 1)q(z)

m(b− 1)
,

<
(

(b− 1)(a3 − a1)
a2 − a1

− 2(b− 1)
)
≤ 1

m
<

(
ζq′′(z)
q′(z)

+ 1
)

,

<
(

(b− 1)2(a4 − a1)− 3b(b− 1)(a3 − a1)
a2 − a1

+ 3b2 − 1
)
≤ 1

m2
<

(
z2q′′′(z)

q′(z)

)
,

则有 φ(a1, a2, a3, a4; ζ) ∈ Ω,其中 z ∈ U, b ∈ C\{Z−0 ∪{1}}, s ∈ C, ζ ∈ ∂U\E(q)和m ∈ N\{1}.
则称上述函数 φ 的集合为允许函数类, 记作 Φ

′
Γ[Ω, q].
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引理 2.1 [15] 设 p(z) ∈ H[a, n], n ∈ N\{1}, 函数 q(z) ∈ Q(a) 且满足条件

<
(

ζq′′(ζ)
q′(ζ)

)
> 0,

∣∣∣∣
zp′(z)
q′(z)

∣∣∣∣ ≤ k,

其中 z ∈ U; ζ ∈ ∂U\E(q) 且 k ≥ n. 如果 Ω 是 C 的一个子集, 满足条件 ψ ∈ Ψn[Ω, q] 和

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z) ∈ Ω,

则 p(z) ≺ q(z).
引理 2.2 [17] 设 q(z) ∈ H[a, n] 和 ψ ∈ Ψ′

n[Ω, q]. 如果 ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z)
在 U 中单叶, 且满足条件

<
(

zq′′(z)
q′(z)

)
≥ 0,

∣∣∣∣
ζp′(ζ)
q′(z)

∣∣∣∣ ≤ m (z ∈ U; ζ ∈ ∂U;m ≥ n ≥ 2),

Ω ⊂
{

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z) : z ∈ U
}

,

则 q(z) ≺ p(z).

3 主要结果

本文研究关于算子Ws, bf(z) 的微分从属与超从属的亚纯函数的性质, 进而得到 Sand-
wich 型双从属结果.
定理 3.1 设 φ ∈ ΨΓ[Ω, q]. 如果 f(z) ∈ Σ 和 q(z) ∈ Q1 满足条件

<
(

ζq′′(ζ)
q′(ζ)

)
≥ 0,

∣∣∣∣
z(Ws, bf(z)−Ws+1, bf(z))

q′(ζ)

∣∣∣∣ ≤
k

|b− 1| (3.1)

和 {
φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) : z ∈ U

}
⊂ Ω, (3.2)

则

zWs+1, bf(z) ≺ q(z). (3.3)

证 设

p(z) = zWs+1, bf(z) (z ∈ U). (3.4)

通过 (1.7) 式, 可以发现

z(Ws+1, bf)′(z) = (b− 1)Ws, bf(z)− bWs+1, bf(z). (3.5)

然后, 可以得出

zWs, bf(z) =
zp′(z) + (b− 1)p(z)

b− 1
, (3.6)

推断出

zWs−1, bf(z) =
z2p′′(z) + (2b− 1)zp′(z) + (b− 1)2p(z)

(b− 1)2
. (3.7)
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进一步推断得到

zWs−2, bf(z) =
z3p′′′(z) + 3bz2p′′(z) + (3b2 − 3b + 1)zp′(z) + (b− 1)3p(z)

(b− 1)3
. (3.8)

定义变量 a1, a2, a3 和 a4 为

a1 = r, a2 =
s + (b− 1)r

b− 1
, a3 =

t + (2b− 1)s + (b− 1)2r
(b− 1)2

,

a4 =
u + 3bt + (3b2 − 3b + 4)s + (b− 1)3r

(b− 1)3
.

现在定义变换形式

ψ : C4 × U→ C,

ψ(r, s, t, u; z) = φ(a1, a2, a3, a4; z). (3.9)

通过关系 (3.5)–(3.8) , 有

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z)

= φ(zWs+1,bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z). (3.10)

因此 (3.2) 式可写成 ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z) ∈ Ω. 因为

t

s
+ 1 =

(b− 1)(a3 − a1)
a2 − a1

− 2(b− 1)

和
u

s
=

(b− 1)2(a4 − a1)− 3b(b− 1)(a3 − a1)
a2 − a1

+ 3b2 − 1,

所以在定义 2.5 中当 φ ∈ ΦΓ[Ω, q] 时, 结果可被证明. 也可等价的看作 ψ 在定义 2.2 的条件
n = 2 时可证明结果. 注意到

∣∣∣∣
zp′(ζ)
q′(ζ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(b− 1)z(Ws,bf(z)−Ws+1,bf(z))

q′(ζ)

∣∣∣∣ ≤ k.

因此 ψ ∈ Ψ2[Ω, q] 且通过引理 2.1, 得到定理 3.1.
如果 Ω 6= C 是一个单连通区域, 且 Ω = h(U) 对 U 中的一些共形映射 h(z) 到 Ω, 则函数

类 ΦΓ[h(U), q] 被看作 ΦΓ[h, q]. 可以得到以下结果.
推论 3.1 设 φ ∈ ΦΓ[h, q]. 如果 f(z) ∈ Σ 和 q(z) ∈ Q1 满足条件

<
(

ζq′′(ζ)
q′(ζ)

)
≥ 0,

∣∣∣∣
z(Ws, bf(z)−Ws+1, bf(z))

q′(ζ)

∣∣∣∣ ≤
k

|b− 1| (3.11)

和

φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) ≺ h(z), (3.12)

则 zWs+1, bf(z) ≺ q(z).
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下面的推论是定理 3.1 的推广, 其中 q(z) 在 U 的边界 ∂U 是未知的.
推论 3.2 设 Ω ⊂ C, q(z) 在 U 中单叶且 q(0) = 1. 又设 σ ∈ (0, 1) 对 φ ∈ ΦΓ[Ω, qσ] 成

立, 其中 qσ(z) = q(σz). 如果函数 f(z) ∈ Σ 满足

<
(

ζq
′′
σ(ζ)

q′σ(ζ)

)
≥ 0,

∣∣∣∣
z(Ws, bf(z)−Ws+1, bf(z))

q′σ(ζ)

∣∣∣∣ ≤
k

|b− 1| (3.13)

和

φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) ∈ Ω, (3.14)

则 zWs+1, bf(z) ≺ q(z), 其中 z ∈ U, ζ ∈ U\E(qσ).
证 通过定理 3.1, 可以得出 zWs+1, bf(z) ≺ qσ(z). 因此从 qσ(z) ≺ q(z) 可以得到结果的

证明.
推论 3.3 设 Ω ⊂ C, q(z) 在 U 中单叶且 q(0) = 1. 又设 σ ∈ (0, 1) 对 φ ∈ ΦΓ[Ω, qσ] 成

立, 其中 qσ(z) = q(σz). 如果函数 f(z) ∈ Σ 满足

<
(

ζq
′′
σ(ζ)

q′σ(ζ)

)
≥ 0,

∣∣∣∣
z(Ws, bf(z)−Ws+1, bf(z))

q′σ(ζ)

∣∣∣∣ ≤
k

|b− 1| (3.15)

和

φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) ≺ h(z), (3.16)

则 zWs+1, bf(z) ≺ q(z), 其中 z ∈ U, ζ ∈ U\E(qσ).
定理 3.2 设 φ ∈ Φ′Γ[Ω, q]. 如果 f(z) ∈ Σ, zWs, bf(z) ∈ Q1 和

<
(

zq′′(ζ)
q′(z)

)
≥ 0,

∣∣∣∣
z(Ws, bf(z)−Ws+1, bf(z))

q′(z)

∣∣∣∣ ≤
m

|b− 1| , (3.17)

{
φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) : z ∈ U

}

是单叶的, 且

Ω ⊂
{

φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) : z ∈ U
}

, (3.18)

则 q(z) ≺ zWs+1, bf(z).
证 设函数 p(z) 和 ψ 分别被 (2.1) 式和 (3.9) 式定义. 因为 φ ∈ Φ′Γ[Ω, q], 所以从 (3.10)

式和 (3.18) 式推出

Ω ⊂
{

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z), z3p′′′(z); z) : z ∈ U
}

.

定义 2.6中的允许条件φ ∈ Φ′Γ[Ω, q]等价与定义 2.4中n = 2时的允许条件.因此φ ∈ Φ′2[Ω, q],
应用引理 2.2 和 (3.18) 式, 有 q(z) ≺ p(z), 从而推出 q(z) ≺ zWs+1, bf(z). 至此, 定理 3.2 被
证明.
如果 Ω 6= C 是一个单连通区域, 且 Ω = h(U) 对 U 中的一些共形映射 h(z) 到 Ω, 则函数

类 Φ′Γ[h(U), q] 被看作 Φ′Γ[h, q]. 可以得到以下结果.
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推论 3.4 设 φ ∈ Φ′Γ[h, q] 且 h(z) 在 U 中解析. 如果函数 f(z) ∈ Σ, zWs, bf(z) ∈ Q1 和

{
φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) : z ∈ U

}

是单叶的, 且

h(z) ≺ φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z), (3.19)

则

q(z) ≺ zWs+1, bf(z).

结合推论 3.1 和推论 3.4, 得到下面的 Sandwich 型双从属结果.
推论 3.5 设 h1(z) 和 q1(z) 在 U 中解析, h2(z) 在 U 中单叶, q2(z) ∈ Q1 且 q1(0) =

q2(0) = 1, φ ∈ ΦΓ[h, q] ∩ Φ′Γ[h, q]. 如果函数 f(z) ∈ Σ, zWs+1, bf(z) ∈ Q1 ∩H 和
{

φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) : z ∈ U
}

在 U 中单叶, 且满足条件 (3.11) 式和 (3.17) 式, 则可由

h1(z) ≺ φ(zWs+1, bf(z), zWs, bf(z), zWs−1, bf(z), zWs−2, bf(z); z) ≺ h2(z) (3.20)

推出

q1(z) ≺ zWs+1, bf(z) ≺ q2(z). (3.21)
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Abstract: In this paper, the properties of the operator Ws, bf(z) involving Hurwitz-Lerch

Zeta meromorphic function are investigated. By using the definition of third-order differential sub-

ordination and differential superordination, and choosing suitable admissible functions, we derive

some results with third-order differential subordination and differential superordination associated

with the operator Ws, bf(z). Furthermore, the Sandwich-type results are also considered, which

extends the related work of second-order differential subordination and differential superordination

results.
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