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一组带扰积分算子M-P 逆的抗扰投影逼近
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摘要: 本文研究了一类算子方程及其扰动系统计算格式面临的格式扰动问题. 利用最小二乘投

影的方法, 获得了最佳逼近解的投影近似格式经得起稳定扰动取决于 λ 的选取这一结果. 推广了从特

殊算子到一般有限秩算子这一结果.

关键词: 算子方程; 稳定扰动; 最小二乘投影法; 计算格式; 特征值

MR(2010) 主题分类号: 47A55; 47A58; 15A09 中图分类号: O241.2; O241.5

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2018)04-0751-10

1 引言

考虑第一类算子方程

Tϕ = f, (1.1)

其中 T ∈ B(X, Y ), f ∈ Y 是已知项, ϕ ∈ X 为未知项,这里 B(X, Y ) 表示 Hilbert 空间 X 和

Y 之间的全体有界线性算子所组成的 Banach 空间, 并以 D(T ), R(T ), N (T ) 分别表示 T 的

定义域, 值域, 零空间.
方程 (1.1) 不一定有解, 即使有解也不一定是唯一的. 因此, 考虑方程 (1.1) 的最佳逼近

解 ϕ∞ = T †f , 其中 T † 是 T 的Moore-Penrose 广义逆. 人们感兴趣的是 dimX = ∞ 时 ϕ∞
的有限维投影逼近问题. 为此,取完备 (正交)投影格式 (X, {Xn};Y, {Yn}),即, {Xn}和 {Yn}
分别是 X 和 Y 上的有限维子空间序列, 满足

s−lim
n→∞

PXn
= IX , s−lim

n→∞
QYn

= IY ,

其中 Pn : X → Xn, Qn : Y → Yn 为正交投影算子, 而 IX 和 IY 分别表示 X 上和 Y 上的恒

等算子. 考虑方程 (1.1) 的有限维投影近似系统

Tnϕn = fn (ϕn ∈ Xn), (1.2)

其中 Tn := QnTPn : Xn → Yn, fn = Qnf . 我们感兴趣的是 ϕn := T †nfn 能否逼近 ϕ∞ := T †f

的问题, 文献 [1–8] 系统的研究了上述问题, 给出了 T † 的投影逼近格式 {T †n} 强收敛和弱收
敛的充要条件.
对于方程 (1.1), 还会不可避免的出现扰动问题

(T + S)ϕ = f, (1.3)
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其中 S ∈ B(X, Y ) 适合

‖S‖‖T †‖ < 1 且 R(T + S) ∩R(T )⊥ = {0} (稳定扰动条件). (1.4)

文献 [9–20] 对扰动问题 (1.3) 已经作出了系统分析, 给出了稳定扰动的一系列刻画.
本文关心的是 T † 的投影逼近格式 {T †n} 的强收敛性是否经得起稳定扰动. 即若 S 适合

(1.4) 式, 是否有

(Tn + Sn)† s−→ (T + S)†(n →∞),

其中 Sn := QnSPn. 这是方程 (1.1) 的计算格式 {T †n} 及其扰动系统 (1.3) 的计算格式
{(Tn + Sn)†} 所面临的格式扰动基本问题. 文献 [21–27] 对上述问题在 T 是单射的情况下给

出了一些零散的结果, 这些结果有些只能适用于 T 的定义空间 X 是有限维的情形 [26], 鉴于
上述问题在一般情形下是一个非常困难的问题, 难以给出统一的判断条件, 本文考虑一个特
定的积分算子

Kϕ(x) :=
∫ 1

−1

(x− y)ϕ(y)dy, (1.5)

研究 (1.5) 引出的第一类算子方程和第二类算子方程的计算格式所面临的格式扰动基本问题,
给出了完整的收敛性分析.
本文以下由三节组成: 第二节研究由积分算子 (1.5) 引出的第一类算子方程; 第三节研究

了由积分算子 (1.5) 引出的第二类算子方程; 最后一节是结论和评注.

2 第一类算子方程

考虑由积分算子 (1.5) 引出的第一类算子方程

Kϕ :=
∫ 1

−1

(x− y)ϕ(y)dy = f, (2.1)

这里K : L2
C[−1, 1] → L2

C[−1, 1] 为紧算子, 满足

R(K) = {ax + b | a, b ∈ C} , dimR(K) = 2 < ∞,

N (K) =
{

ϕ ∈ L2[−1, 1]
∣∣∣
∫ 1

−1

ϕ(y)dy =
∫ 1

−1

yϕ(y)dy = 0
}

, dimN (K) = ∞.

还易知对任意的 f = ax + b ∈ R(T ), 方程 (2.1) 有如下最佳逼近解

K† (ax + b) =
1
2
a +

∞∑
n=1

(−1)n · 3
nπ

sinπnx · b.

取 Xn 为

Xn = span
{

1√
2
e−inπx, · · · ,

1√
2
e−iπx,

1√
2
,

1√
2
eiπx, · · · , ,

1√
2
einπx

}
,
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对任意的 f ∈ Y , 此时方程 (2.1) 在 Xn 上的最佳逼近解为

K†
nf =

π ·
n∑

k=1

(−1)k·sin kπx
k

4
n∑

k=1

1
k2

∫ 1

−1

f(y)dy +
3
4

∫ 1

−1

yf(y)dy,

其中Kn := KPXn
. 当方程有扰动 S ∈ B(X) 时, 若 S 适合条件 (1.4), 有如下定理.

定理 2.1 对上述积分方程 (2.1), 考虑形如 (1.2) 的投影方程, 其中 Xn 如上所述,

Kn = KPXn
, 那么K†

n

‖·‖−→ K†(n →∞); 进一步, 若 S 适合条件 (1.4), 则

((K + S)PXn
)†

‖·‖−→ (K + S)† (n →∞).

证 令 ‖M‖ := ‖
n∑

k=1

sinπkx/k‖ < ∞, 那么对任意的 n ∈ N∗,

‖(KPXn
)†‖ = sup

‖f‖=1

‖(KPXn
)†f‖L2

< sup
‖f‖=1

(
π

4
‖M‖‖

∫ 1

−1

f(y)dy‖+
3
4
‖
∫ 1

−1

yf(y)dy‖
)

< ∞.

对任意的 ϕ ∈ L2
C[−1, 1], 有

ϕ =
+∞∑

n=−∞

〈
ϕ,

1√
2
eiπnx

〉
· 1√

2
eiπnx =

1
2

+∞∑
n=−∞

ϕneiπnx,

那么 Tϕ = ax+b,其中 a = ϕ0, −b = 1/(πi)
∑
n 6=0

((−1)n ·ϕn)/n,且ϕ = 1/2a+1/2
∑
n 6=0

ϕneiπnx.

由于 PXn
ϕ = 1/2

n∑
k=−n

ϕk · eiπkt, 那么KPXn
ϕ = a1x + b1, 其中

a1 = a, b1 = 1/(πi)
n∑

k=−n

((−1)kϕk)/k.

再由 f = ax + b, 那么

‖K −KPXn
‖2

L2 = sup
ϕ 6=0

‖ (K −KPXn
)ϕ‖2

L2

‖ϕ‖2
L2

= sup
ϕ 6=0

‖b− b1‖2
L2

‖ϕ‖2
L2

=
1
π2

sup
ϕ 6=0

∥∥∥∥∥
+∞∑

|k|≥n+1

(−1)kϕk

k

∥∥∥∥∥

2

L2

‖ϕ‖2
L2

≤ 1
π2

sup
ϕ 6=0

+∞∑
|k|≥n+1

∣∣∣∣ϕk

k

∣∣∣∣
2

L2

‖ϕ‖2
L2

<
1
π2

sup
ϕ 6=0

1
(n+1)2

(
∑
k 6=0

|ϕk|2L2 + a2

)

‖ϕ‖2
L2

=
4

π2(n + 1)2
,

那么 lim
n→∞

‖K −KPXn
‖ = 0.
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令 An = 2/π ·
n∑

k=1

1/k2, Bnx =
n∑

k=1

(
(−1)k sin kπx

)
/k, 那么 lim

n→∞
An = π/3 = A,

lim
n→+∞

Bnx =
+∞∑
k=1

(
(−1)k sin kπx

)
/k = Bx, 利用 f = ax + b, 那么

‖K† −K†
n‖ = sup

f∈D(K†)
‖f‖=1

‖ (
K† − (KPXn

)†
)
PR(K)f‖

= sup
f∈D(K†)
‖f‖=1

‖
(

Bnx

An

− Bx

A

)
· b‖

≤ sup
f∈D(K†)
‖f‖=1

‖A‖‖Bnx−Bx‖+ ‖Bx‖‖An −A‖
‖An‖‖A‖ · ‖b‖,

那么 lim
n→∞

‖K† − (KPXn
)†‖ = 0.

下面考虑有扰动的算子的抗扰稳定性问题, 即对任意的 S ∈ B(X), 满足条件 (1.5). 令
K̃ = K + S, 由文献 [18] 定理 4 可知 ‖P̃ − P‖ < 1, 其中 P̃ , P 分别是 Y 到 R(K) 及 R(K)
上的正交投影. 再根据文献 [28] 可知 dimR(K̃) = dimR(K) = 2 < ∞, 即 K̃, K 都是有限秩

算子, 那么 S = K̃ −K 也是有限秩算子, 即 dimR(S) < +∞, 再利用文献 [29] 引理 4.2.1, 那
么 lim

n→+∞
‖Sn − S‖ = 0, 则 lim

n→∞
‖K̃n − K̃‖ = 0.

下面计算 K̃† 和 K̃†
n. 由于R(K̃)

⋂R(K)⊥ = {0}, 利用文献 [11] 定理 1 可知

K̃† = (IX −O(Q))
(
IX + K†S

)−1
K†O

(
K̃B

)
,

其中 Q =
(
IX + K†S

)−1 (
IX −K†K

)
, B =

(
IX + K†S

)−1
K†, 这里 O(Q), O(K̃B) 表示从

X 到R(Q) 和从 X 到R(K̃B) 的正交投影, 即

O(Q) = −Q(I −Q−Q∗)−1, O(K̃B) = −(K̃B)
(
I − (K̃B)− (K̃B)∗

)−1

,

那么

‖K̃†‖ ≤ ‖K†‖
1− ‖K†‖‖S‖ < +∞.

而 lim
n→∞

‖K̃n − K̃‖ = 0, 那么存在 N ∈ N+, 当 n > N 时, 有 ‖K̃n − K̃‖ < 1

‖K̃†‖ , 即

‖K̃n − K̃‖‖K̃†‖ < 1.
由于 R(K̃n) ⊂ R(K̃), 那么 R(K̃n)

⋂R(K̃)⊥ = {0}, 利用文献 [11] 定理 1 可知存在
N ∈ N, 当 n > N 时, 有

K̃†
n = (IX −O(Q1))

(
IX + K̃†(K̃n − K̃)

)−1

K̃†O
(
K̃nB1

)
,

其中

Q1 =
(
IX + K̃†(K̃n − K̃)

)−1 (
IX − K̃†K̃

)
, B1 =

(
IX + K̃†(K̃n − K̃)

)−1

K̃†,
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‖K̃†
n − K̃†‖ ≤ 1 +

√
5

2
‖K̃†‖2‖K̃n − K̃‖

1− ‖K̃†‖‖K̃n − K̃‖
< +∞,

即 lim
n→∞

‖K̃†
n − K̃†‖ = 0.

3 第二类算子方程

对 λ ∈ C\{0}, 考虑第二类算子方程

Tϕ := (λI −K)ϕ = λϕ− x ·
∫ 1

−1

ϕ(y)dy +
∫ 1

−1

yϕ(y)dy = f. (3.1)

易知

N (T ) =

{
ax + b

∣∣∣a, b ∈ C,

[
λ −2
2
3

λ

][
a

b

]
=

[
0
0

]}
, R(T ) = L2

C[−1, 1],

且

dimN (λI −K) =

{
0, λ 6= ±2i/

√
3,

1, λ = ±2i/
√

3.

并令 Tn := TPXn
, n ∈ N, 其中 {Xn} 是 X 的一列适当的有限维子空间.

显然, 当 λ 6= 0, ±2i/
√

3 时, 算子 T 是双射, 利用 Banach 逆算子定理和 Neumann 级数,
易说明最佳逼近解的投影逼近格式经得起稳定扰动, 即

((T + S)PXn
)−1 s−→ (T + S)−1 (n →∞).

注 3.1 注意, 算子 T 为双射时, 此时子空间的选取如下

Xn = span
{

1√
2
e−inπx, · · · ,

1√
2
e−iπx,

1√
2
,

1√
2
eiπx, · · · ,

1√
2
einπx

}
,

Yn = span
{

1√
2
e−inπy, · · · ,

1√
2
e−iπy,

1√
2
,

1√
2
eiπy, · · · ,

1√
2
einπy

}
.

对任意的 f ∈ Y , 方程 (3.1) 的解为

T−1f =
1
λ

f(x) +
∫ 1

−1

(−6xy − 2) 1
λ

+ 3x− 3y

3λ2 + 4
f(y)dy.

相应的投影解为

(TPXn
)−1

f =
∑
k 6=0

(
2

∑
m6=0

(−1)m+k

mkπ2λ
2
M

eikπx +
1
2λ

eikπx − (−1)k

kπλM

)
·
∫ 1

−1

eikπyf(y)dy

+

(∑
k 6=0

(−1)k

kπλM
eikπx +

1
2M

)
·
∫ 1

−1

f(y)dy,

其中M = λ + 8/(λπ2) ·
n∑

k=1

1/k2.
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当 λ = ±2i/
√

3 时, 此时 dimN (T ) = 1, dimR(T ) = ∞. 易知

lim
n→∞

‖(Tn + Sn)− (T + S)‖ = 0

将不会恒成立, 即条件 (1.4) 将无法再保证, 而 Banach 逆算子定理和 Neumann 级数仅适用
于单射的情形. 为了研究问题, 必须讨论稳定性条件

sup
n
‖(Tn + Sn)†‖ < ∞

是否成立, 根据文献 [4] 定理 1.1, 这只需判断, 是否存在 n ∈ N, 使得条件N (T + S) ⊂ Xn 成

立. 一般地, 上述条件成立有赖于 {Xn} 的选取. 在此我们给出 {Xn} 的一种选法使上式不成
立, 从而说明此时方程 (3.1) 的收敛的投影近似格式经不起稳定扰动.
取 Xn, Yn 为

Xn = span
{

1√
2
P0(x),

√
3√
2
P1(x),

√
5√
2
P2(x), · · · ,

√
2n + 1√

2
Pn(x)

}
,

Yn = span
{√

1√
2
P0(y),

√
3√
2
P1(y),

√
5√
2
P2(y), · · · ,

√
2n + 1√

2
Pn(y)

}
,

其中

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn

{
(x2 − 1)n

}
.

对任意的 f ∈ Y , 若 λ = −2i/(
√

3), 此时方程的投影解为

(TPXn
)† f =

√
3

16
(−i +

√
3x)

∫ 1

−1

f(y)dy − 3
16

(1 +
√

3ix)
∫ 1

−1

yf(y)dy

−
√

3
4

i

n∑
k=2

∫ 1

−1

(2k + 1)Pk(y)f(y)dy.

若 λ = 2i/(
√

3), 此时方程的投影解为

(TPXn
)† f =

√
3

16
(i−

√
3x)

∫ 1

−1

f(y)dy +
3
16

(1 +
√

3ix)
∫ 1

−1

yf(y)dy

+
√

3
4

i

n∑
k=2

∫ 1

−1

(2k + 1)Pk(y)f(y)dy.

进一步, 对任意的 S ∈ B(X), 若条件 (1.4) 成立, 如下定理成立.
定理 3.1 对上述积分方程 (3.1), 考虑形如 (1.2) 的投影方程, 其中Xn, Yn 如上所述, 那

么对任意的 f ∈ Y , 有

(TPXn
)† s−→ T † (n →∞).

从而积分方程 (3.1) 的最佳逼近解如下: 对任意的 f ∈ Y ,
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若 λ = −2i/(
√

3), 此时

T †f =
√

3
16

(−i +
√

3x)
∫ 1

−1

f(y)dy − 3
16

(1 +
√

3ix)
∫ 1

−1

yf(y)dy

−
√

3
4

i

∞∑
n=2

∫ 1

−1

(2n + 1)Pn(y)f(y)dy;

若 λ = 2i/(
√

3), 此时

T †f =
√

3
16

(i−
√

3x)
∫ 1

−1

f(y)dy +
3
16

(1 +
√

3ix)
∫ 1

−1

yf(y)dy

+
√

3
4

i

∞∑
n=2

∫ 1

−1

(2n + 1)Pn(y)f(y)dy.

但是, 若 S 适合条件 (1.4), 此时 ((T + S)PXn
)† s9 (T + S)† (n →∞).

证 由于 N (T ) ⊂ X1, 利用文献 [4] 定理 1.1 可知

(TPXn
)† s−→ T † (n →∞).

(i) 若 λ = −2i/(
√

3), 此时

T †f =
√

3
16

(−i +
√

3x)
∫ 1

−1

f(y)dy − 3
16

(1 +
√

3ix)
∫ 1

−1

yf(y)dy

−
√

3
4

i

∞∑
n=2

∫ 1

−1

(2n + 1)Pn(y)f(y)dy.

(ii) 若 λ = 2i/(
√

3), 此时

T †f =
√

3
16

(i−
√

3x)
∫ 1

−1

f(y)dy +
3
16

(1 +
√

3ix)
∫ 1

−1

yf(y)dy

+
√

3
4

i

+∞∑
n=2

∫ 1

−1

(2n + 1)Pn(y)f(y)dy.

下面考虑扰动的情况, 当 S ∈ B(X), 下面给出反例, 说明在不补充其他条件的情况下, 经
不起稳定扰动, 请看下面的反例.
对任意的 ϕ ∈ L2

C[−1, 1], 任意的充分小的正数 ε, 令扰动算子

S(ϕ) = εϕ− πε sinπx

∫ 1

−1

ϕ(y)dy −
[

(λ + ε)2

4(ε + 1
3
)

+ 1
]∫ 1

−1

yϕ(y)dy,

那么 S ∈ B(X, Y ), 且对充分小的 ε, 满足条件 (1.4), 那么

(T + S)(ϕ) = (λ + ε)x− (x + επ sinπx)
∫ 1

−1

ϕ(y)dy − (λ + ε)2

4(ε + 1
3
)

∫ 1

−1

yϕ(y)dy,
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由于

N (T + S) =
{

x + επ sinπx

λ + ε
a +

λ + ε

4(ε + 1
3
)
b

∣∣∣∣a(λ + ε)− (λ + ε)2

2(ε + 1
3
)
b = 0

}
,

且 dimN (T + S) = 1, 但此时不存在 n ∈ N, 使得 N (T + S) ⊂ Xn, 由文献 [4] 定理 1.1 可知
稳定性条件不满足, 即

((T + S)PXn
)† s9 (λI − T + S)†(n →∞).

4 总结

对方程 (1.5) 引出的第一类算子方程 (2.1), 我们得到了定理 (2.1). 实际上, 对于一般的
有限秩算子, 定理 (2.1) 的结论也是成立的, 我们有如下的结论.
结论 4.1 对积分方程 (1.1), 设 dimR(T ) < ∞, 考虑形如 (1.2) 式的投影方程, 其中

{Xn} 是 X 的一列有限维子空间, Tn := TPXn
, 且 {Xn} 满足

dimXn < +∞, X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ,

+∞⋃
n=0

Xn = X,

(X, {Xn}) 为完备 (正交) 投影格式. 那么对任意的 f ∈ Y , 有 T †n
‖·‖−→ T †(n →∞); 进一步, 若

S 适合条件 (1.4), 那么

((T + S)PXn
)†

‖·‖−→ (T + S)†(n →∞).

注 4.1 上述结论 4.1, 仅仅只能适用于有限秩算子, 但是对于一般的无限维算子, 这个结
论是不能成立的.
实际上, 这两种情况就是讨论了第二类积分方程中 λ 的选取问题, 情况一实际上讨论了

λ = 0, 情况二中讨论 λ 是否为算子 K 的特征值的情况, 这说明针对于算子 (1.5), 第二类积
分方程的最佳逼近解的投影逼近格式是否经得起稳定扰动, 与 λ 的选取有关.因此可以给出
如下的推论.
结论 4.2 已知积分算子 (1.5), 设第二类积分方程

Tϕ := (λI −K)ϕ = λϕ− x ·
∫ 1

−1

ϕ(y)dy +
∫ 1

−1

yϕ(y)dy = f. (4.1)

考虑形如 (1.2) 式的投影方程, 其中 {Xn} 是 X 的一列有限维子空间, Tn := TPXn
, 且 {Xn}

满足

dimXn < +∞, X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ,

+∞⋃
n=0

Xn = X,

(X, {Xn}) 为完备 (正交) 投影格式, 对任意的 n ∈ N, 满足稳定性条件: sup
n→∞

‖T †n‖ < ∞. 令

T̃ := T + S ∈ B(X, Y ), 其中 S ∈ B(X, Y ) 是任意充分小的扰动算子, 适合条件 (1.4), 那么有
如下结论

(1) 若 λ 6= ±2i/
√

3, 最佳逼近解的投影逼近格式经得起稳定扰动;
(2) 若 λ = ±2i/

√
3, 最佳逼近解的投影逼近格式经不起稳定扰动.
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PERTURBED PROJECTION METHODS FOR M-P INVERSES OF

INTEGRAL OPERATORS

GAO Jie

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: In this paper, we explore the format perturbation problem in computational

scheme of a class of operator equations and its perturbation systems. Through the least squares

projection method, we obtain that the projection approximation format of the optimal approximate

solution can withstand stable perturbation depending on the selection of λ, which generalizes the

result from the special operator to the general finite rank operator.

Keywords: operator equation; stable perturbation; least squares projection method;

computational scheme; eigenvalue
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