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摘要: 本文研究了如下 Schrödinger-Maxwell 方程基态解的存在性问题

{
−4u + V (x)u + K(x)φ(x)u = b(x)|u|p−1u + λg(x, u) in R3,

−4φ = K(x)u2 in R3,

其中 λ > 0, V (x) ∈ C1(R3,R), 且 V (x) > 0. 在 K, g, b 满足一定的假设条件下, 且 0 < p < 1 时, 利

用变分法和临界点理论, 获得了基态解的存在性. 该结论推广了文献 [7] 的结果.
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1 引言及主要结果

考虑以下非线性 Schrödinger-Maxwell 方程基态解的存在性.
{
−4u + V (x)u + K(x)φ(x)u = b(x)|u|p−1u + λg(x, u) in R3,

−4φ = K(x)u2 in R3,

这样的方程又被称为 Schrödinger-Poisson 方程. 在量子力学中, 该方程可描述带电粒子与电
磁场的相互作用 (关于物理方面的更多的描述可详见文献 [1]).
过去的几十年里, 在临界点理论和变分法的帮助下, 类似于系统 (1.1) 的系统的解

的存在性、不存在性和多重性得到了广泛的研究, 具体可参考文献 [2–4]. 进一步地, 当
V (x) ≡ K(x) ≡ 1, f(x, u) = |u|p−1u, 1 < p < 5 时的情形, 在文献 [5] 中已经得到研究. 无独
有偶, 在文献 [6] 中, Sun 运用变形的喷泉定理证明了系统 (1.1) 无穷多解的存在性. 文献 [7]
中, Ma 和 Sun 运用变形的山路定理, 在特定的假设下得到了系统 (1.1) 基态解的存在性. 更
多的结论可参阅文献 [8, 9, 10, 11] 等.
对 V, K, b, g 有以下假设

(V) V (x) ∈ C1(R3,R), inf
x∈R3

V (x) ≥ a1 > 0, 其中 a1 > 0 是一个常数. 对每一个

M > 0,meas{x ∈ R3, V (x) ≤ M} < ∞.
(K) K ∈ L∞(R3,R), 对任意的 x ∈ R3, 有K(x) ≥ 0.
(B) b : R3 → R+ 是一个正连续函数, 并且 b ∈ L

2
1−P , 其中 0 < p < 1.
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(g1) g(x, u) ∈ C(R3 × R,R), g 在 xi (i = 1, 2, 3) 中是 1 - 周期的, 且 |g(x, u)| ≤ C(1 +
|u|q−1), 其中 2 < q < 6.

(g2)当 u → 0 时, 对所有的 x ∈ R3, 有 g(x, u) = o(u).
(g3)当 u →∞ 时, 对所有的 x ∈ R3, 有 lim

u→∞
g(x,u)

u3 = ∞.

(g4)对任意的 (x, u) ∈ (R3,R), 有 1
4
g(x, u)u−G(x, u) ≥ 0, 其中G(x, u) =

∫ u

0

g(x, s)ds.

对于系统 (1), 主要的结果如下
定理 1.1 假设 (V), (K), (B), (g1)–(g4) 成立, 则系统 (1.1) 存在一个基态解, 其中

C > 0 表示一系列不同的正常数.

2 预备知识及相关引理

定义下列函数空间 H1(R3) = {u ∈ L2(R3)|∇u ∈ (L2(R3)3}. 对应的范数为

‖u‖H1 := (
∫

R3

(|∇u|2 + u2)dx)
1
2 .

定义函数空间 D1,2(R3) := {u ∈ L2∗(R3) : ∇u ∈ (L2(R3)3}. 对应范数为

‖u‖D1,2 := (
∫

R3

(|∇u|2)dx)
1
2 .

令

E = {u ∈ H1(R3) :
∫

R3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx < +∞}.

则 E 是一个 Hilbert 空间, 对应的内积为

(u, v)E =
∫

R3

(∇u∇v + V (x)uv)dx,

范数为 ‖u‖ = (u, u)
1
2 .

记 ‖ · ‖ 为 Ls(R3) 下的范数, H = H1
r (R3) 为 H(R3) 空间中径向函数的子空间, 则 H 可

以紧嵌入 Ls(R3), 其中 s ∈ (2, 6) [16]. 再记

S = inf
u∈D1,2(R3),|u|6=1

|∇u|2, γs = sup
u∈H1(R3),‖u‖=1

|u|s,

则 E 是连续嵌入到 Ls(R3) 中的, s ∈ [2, 2∗], 这里的 2∗ = 6 是在三维空间里 Sobolev 嵌入的
临界指数. 因此, 存在一个常数 C > 0, 使得

‖u‖Ls ≤ C‖u‖,∀u ∈ E, (2.1)

其中

‖u‖Ls := (
∫

R3

|u|sdx)
1
s ,∀s ∈ [2, 2∗]

是在 Lebesgue 空间 Ls(R3) 下的范数.
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因为K ∈ L∞(R3,R), 故对每一个 u ∈ E, 由 Hölder 不等式, 有

∫

R3

Ku2vdx ≤
(∫

R3

(Ku2)
6
5 dx

) 5
6
(∫

R3

(|v|6)dx

) 1
6

≤ C‖u‖2
12/5‖v‖D,∀v ∈ D1,2(R3). (2.2)

由 Lax-Milgram 定理 (详见文献 [11]) 可知, 对任意的 u ∈ E, 存在唯一的 φu ∈ D1,2(R3), 使
得

−4φu = Ku2. (2.3)

对于 φu, 可以写成下列积分形式

φu(x) =
1
4π

∫

R3

K(y)u2(y)
|x− y| dy.

故由 x ∈ R3,K(x) ≥ 0 可知, φu(x) ≥ 0. 结合 (2.1) 和 (2.2) 式, 有

‖φu‖D ≤ C‖u‖2
12/5.

因此由 Hölder 不等式和 (2.1) 式, 有
∫

R3

K(x)φuu2dx ≤ C(
∫

R3

|φu|6dx)
1
6 (

∫

R3

|u| 125 dx)
5
6

≤ C‖φu‖D1,2‖u‖2
12/5 ≤ C‖u‖4

12/5 ≤ c‖u‖4. (2.4)

定义泛函 I: E → R

I(u, φ) =
1
2

∫

R3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx− 1
4

∫

R3

(|∇φ|2)dx

+
1
2

∫

R3

K(x)φuu2dx− 1
p + 1

∫

R3

b(x)|u|p+1dx− λ

∫

R3

G(x, u)dx.

从上面的讨论可知 I 是 C1 的, 并且 I 的临界点就是问题 (1.1) 的解. 进一步地, 由 (2.3) 式有

Φ(u) = I(u, φ) =
1
2
‖u‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φuu2dx− 1
p + 1

∫

R3

b(x)|u|p+1dx− λ

∫

R3

G(x, u)dx.

如果 u ∈ E 是泛函 Φ 的一个临界点 (也就是 Φ′(u) = 0), 则 (u, φu) 是系统 (1.1) 的一个解.
进一步地, 对任意的 u, v ∈ E, 有

〈Φ′(u), v〉 =
∫

R3

(∇u∇v+V (x)uv)dx+
∫

R3

K(x)φuuvdx−
∫

R3

b(x)|u|p−1uvdx−λ

∫

R3

g(x, u)vdx.

特别地,

〈Φ′(u), u〉 = ‖u‖2 +
∫

R3

K(x)φuu2dx−
∫

R3

b(x)|u|p−1u2dx− λ

∫

R3

g(x, u)udx.

定义对应的 Nehari 流形为 N = {u ∈ E : 〈Φ′(u), u〉 = 0}. 设 (X, ‖ · ‖) 为 Hilbert 空间, {ej}
为其一组标准正交基, 令 Xj = span{ej}, Yk =

⊕k

j=0 Xj , Zk =
⊕∞

j=k Xj .
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定义 2.1 设 E 是一个实 Banach 空间, Φ ∈ C1(E,R), c ∈ R. 当 n → ∞, un ∈ E 时, 如
果对任意满足

Φ(un) → c,Φ′(un) → 0

的序列 {un} ⊂ X 都有收敛的子列, 则称 Φ 满足 (PS)c 条件.
为了证明定理 1.1, 我们将会利用以下形式的山路定理 (详见文献 [12, 13, 14]).
定理 2.2 [12,13,14] 设 E 是一个实 Banach 空间, Φ ∈ C1(E,R),Φ(0) = 0, 对任意的

c > 0,Φ 满足满足 (PS)c 条件, 且
(i) 存在 ρ, α > 0, 使得 Φ|∂Bρ

≥ α;
(ii) 存在 e ∈ E\Bρ, 使得 Φ(e) ≤ 0.

则 Φ 有一个临界值 c ≥ α.

引理 2.3 [15] 对任意的 2 ≤ s < 2∗, 有 βk := sup
u∈Zk,‖u‖E=1

|u|Ls → 0, k →∞.

3 定理 1.1 的证明

引理 3.1 若 (V), (K), (B), (g1)–(g4) 成立, e ∈ E\{0}, 则
(i) 存在 ρ, α > 0, 使得 Φ|∂Bρ

≥ α.

(ii) 当 |t| → ∞,Φ(te) = −∞.
证 (i) 由假设 (g1), (g2)可知,对任意的 ε > 0,存在 C(ε) > 0,使得对所有的 x ∈ R3, u ∈

R, 有

|g(x, u)| ≤ ε|u|+ C(ε)|u|q−1. (3.1)

因此, 由中值定理, 有

|G(x, u)| = |G(x, u)−G(x, 0)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0

g(x, su)uds

∣∣∣∣ ≤
ε

2
|u|2 +

C(ε)
q
|u|q. (3.2)

由引理 2.3 及 p ∈ (0, 1) 可知, 存在 Re > 0, 使得当 ‖u‖ ≥ Re 时, 有

|λ|γp+1
s

p + 1
|b| · ‖u‖p+1 ≤ 1

4
‖u‖2. (3.3)

于是, 对于 u ∈ Zk,‖u‖ ≥ Re, 有

Φ(u) =
1
2
‖u‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φuu2dx− 1
p + 1

∫

R3

b(x)|u|p+1dx− λ

∫

R3

G(x, u)dx

≥ 1
2
‖u‖2 − 1

p + 1

∫

R3

b(x)|u|p+1dx− λ

∫

R3

G(x, u)dx

≥ 1
2
‖u‖2 − 1

4
‖u‖2 − λε

2
‖u‖2 − λC(ε)

q
‖u‖q

= (
1
4
− λε

2
)‖u‖2 − λε

2
‖u‖2 − λC(ε)

q
‖u‖q. (3.4)

令 ε > 0 足够小, 使得 ( 1
4
− λε

2
) > 0, 由于 q > 2, 所以有

Φ(u) ≥ 1
2
(
1
4
− λε

2
)‖ρ‖2 ≡ α > 0,∀‖u‖ = ρ,
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其中 ρ =
[

q
2λC(ε)

( 1
4
− λε

2
)
] 1

q−2

.

(ii) 由 (g3) 可知, 对任意的M > 0, 存在 ξ = ξ(M) > 0, 使得对所有的 x ∈ R3, |u| > ξ,

有

G(x, u) ≥ M |u|4, (3.5)

由 (g1), (g2) 可知, 存在M1 = M1(M) > 0, 使得对所有的 x ∈ R3, 0 < |u| ≤ ξ, 有

|g(x, u)u|
|u|2 ≤ M1. (3.6)

由 (3.6) 式和中值定理可知, 对所有的 x ∈ R3, |u| ≤ ξ, 有

G(x, u) ≤ M1

2
|u|2. (3.7)

令 M̃ = M |ξ|2 + M1
2

, 结合 (3.5) 和 (3.7) 式, 有

G(x, u) ≥ M |u|4 − M̃ |u|2, (x, u) ∈ (R3 × R). (3.8)

由 (3.8) 式, 有

Φ(te) ≤ 1
2
t2‖e‖2 + Ct4‖e‖4 − 1

p + 1

∫

R3

b(x)tp+1|e|p+1dx− λMt4‖e‖4
4 + λM̃t2‖e‖2

2

≤ 1
2
t2‖e‖2 + Ct4‖e‖4 − λMt4‖e‖4

4 + λM̃t2‖e‖2
2.

令M 足够大, 使得 C‖e‖4 − λM‖e‖4
4 < 0, 则当 |t| → ∞ 时, 有 Φ(te) → −∞.

引理 3.2 若 (V), (K), (B), (g1)–(g4) 成立, 则 Φ 满足 (PS)c 条件.
证 设序列 {un} ⊂ E\0 满足 Φ(un) → c > 0,Φ′(un) → 0. 当 n 充分大时, 有

c + 1 + ‖un‖ ≥ Φ(un)− 1
4
〈Φ′(un), un〉

=
1
2
‖un‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φun
u2

ndx− 1
p + 1

∫

R3

b(x)|un|p+1dx− λ

∫

R3

G(x, u)dx

− 1
4
(‖un‖2 +

∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

b(x)|un|p−1u2
ndx− λ

∫

R3

g(x, un)undx)

=
1
4
‖un‖2 + (

1
4
− 1

p + 1
)‖b‖1−p

2 ‖un‖p+1
2 + λ(

∫

R3

1
4
g(x, un)un −G(x, un))dx

≥1
4
‖un‖2 + (

1
4
− 1

p + 1
)‖b‖1−p

2 ‖un‖p+1
2 .

再由 p ∈ (0, 1) 可知, {un} 在 E 中有界.
在 E 中不妨设 un 弱收敛到 u, 则在 Ls(R3) (s ∈ (2, 6)) 中, un 强收敛到 u, 且有

‖un − u‖2 =〈I ′(un)− I ′(u), un − u〉+
∫

R3

K(x)(φuu− φun
un)(un − u)dx

+
∫

R3

b(x)(|un|p−1un − |u|p−1u)dx + λ

∫

R3

(g(x, un)− g(x, u))(un − u)dx.
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显然 〈I ′(un)− I ′(u), un − u〉 → 0. 由 Hölder 不等式, 有
∣∣∣∣
∫

R3

K(x)(φuu− φun
un)(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤ (|Kφun
|6|un|2 + |Kφu|6|u|2)|un − u|3,

∣∣∣∣
∫

R3

b(x)(|un|p−1un − |u|p−1u)(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤ |b| 2
1−p

(|un|p2 + |u|p2)|un − u|2,
∣∣∣∣
∫

R3

(g(x, un)− g(x, u))(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤ (|g(x, un)|qq+1 + |g(x, u)|qq+1)|un − u|q+1.

由 Sobolev 不等式及 E 可以连续嵌入到 Ls(R3) (s ∈ (2, 6)) 中可知
∫

R3

K(x)(φuu− φun
un)(un − u)dx → 0,

∫

R3

b(x)(|un|p−1un − |u|p−1u)(un − u)dx → 0,

∫

R3

(g(x, un)− g(x, u))(un − u)dx → 0.

因此 ‖un − u‖2 → 0.

引理 3.3 假设 (V), (K), (B), (g1)–(g4) 成立, 则对任意的 u ∈ E\{0}, 存在 tu > 0, 使得
tuu ∈ N .
证 对任意给定的 u ∈ E\{0}, 由引理 3.1 中的 (ii) 可知, 存在 Re > 0, 使得当 ‖te‖ ≥ Re

时, 有 Φ(te) < 0. 同理, 由引理 3.1 中的 (i) 可知, 对于 t > 0 足够小时, 有 Φ(tu) > 0. 因此,
0 < maxΦ(tu) < ∞, 对于 tu ∈ R+, 有 Φ(tuu) = maxΦt∈R+ . 故 u0 = tuu 是 Φ |R+u 的一个

临界点, 因此 〈Φ′(u0), u0〉 = 0, 故 tuu ∈ N .
引理 3.4 存在 α0 > 0 , 使得对所有的 u ∈ N , 有 ‖u‖ ≥ α0.

证 因为 u ∈ N , 故 〈Φ′(u), u〉 = 0. 令 ε > 0 足够小, 则有

0 = ‖u‖2 +
∫

R3

K(x)φuu2dx−
∫

R3

b(x)|u|p−1u2dx− λ

∫

R3

g(x, u)udx

≥ ‖u‖2 −
∫

R3

b(x)|u|p−1u2dx− λε|u|2 − λC(ε)|u|q ≥ 1
2
‖u‖2 − C1‖u‖q.

因此 ‖u‖ ≥ α0 > 0, u ∈ N , 其中 α0 = ( 1
2C1

)
1

q−2 .
引理 3.5 [16] 设 r > 0, 如果 {un} 在 H1(R3) 中有界, 且

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫

Br(y)

|un|2dx = 0,

则对于任意的 s ∈ (2, 6), 在 Ls(R3) 中有 un → 0.

定理 1.1 的证明 设 {un} ⊂ N 是 Φ 的一个极小化序列, 且满足 (PS)c 条件, 则 ‖un‖ 有
界. 令 c∗ = inf

N
Φ, δ := lim

n→∞
sup
y∈R3

∫

Br(y)

|un|2dx,则 δ > 0.如若不然,则 δ = 0.由引理 3.5可知,

对任意的 s ∈ (2, 6), 在 Ls(R3) 中有 un → 0. 从而当 n →∞ 时, 有
∫

R3

g(x, un)un = o(‖un‖).
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因此有

o(‖un‖) =〈Φ′(un), un〉

=‖u‖2 +
∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

b(x)|un|p−1u2
ndx− λ

∫

R3

g(x, un)undx

≥‖un‖2 − o(‖un‖).

故 ‖un‖ → 0, 这与引理 3.4 相矛盾, 故 δ > 0. 因此存在 r, δ > 0, {yn} ⊂ Z3, 使得

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫

Br(y)

|un|2dx ≥ δ > 0.

由 (V), (g1) 可知, 存在 u ∈ N , 使得 un ⇀ u 6= 0, 则 Φ′(u) = 0. 由于 u ∈ N , 所以 Φ(u) ≥ c∗.
事实上, 由 (g4), Fatou’s 引理 (见文献 [17]), ‖ · ‖ 的弱下半连续和 {un} 有界, 可得

c∗ + o(1) = Φ(un)− 1
4
〈Φ′(un), un〉

=
1
4
‖un‖2 + (

1
4
− 1

p + 1
)‖b‖1−p

2 ‖un‖p+1
2 + λ(

∫

R3

1
4
g(x, un)un −G(x, un))dx + o(1)

≥ 1
4
‖u‖2 + (

1
4
− 1

p + 1
)‖b‖1−p

2 ‖u‖p+1
2 + λ(

∫

R3

1
4
g(x, u)u−G(x, u))dx + o(1)

= Φ(u)− 1
4
〈Φ′(u), u〉+ o(1) = Φ(u) + o(1).

所以 Φ(u) ≤ c∗, 因此 Φ(u) = c∗ = inf
N

Φ > 0, 证毕.

参 考 文 献

[1] Benci V, Fortunato D. An eigenvalue problem for the Schrödinger-Maxwell equations [J]. Topol

Meth. Nonl. Anal., 1998, 11: 283–293.

[2] Azzollini A, D’Avenia P, Pomponio A. On the Schrödinger-Maxwell equations under the effect of a

general nonlinear term [J]. Ann. Linstitut Henri Poincare Non. Linear Anal., 2010, 27(2): 779–791.

[3] D’Aprile T, Mugnai D. Solitary waves for nonlinear Klein-Gordon-Maxwell and Schrödinger-Maxwell

equations [J]. Proc. Royal Soc. Edinburgh., 2004, 134(5): 893–906.

[4] Coclite G M. A multiplicity result for the nonlinear Schrödinger-Maxwell equations [J]. Commun.

Appl. Anal., 2003, 7: 417–423.

[5] Ruiz D. The Schrödinger-Poisson equation under the effect of a nonlinear local term [J]. J. Funct.

Anal., 2006, 237(2): 655–674.

[6] Sun J T. Infinitely many solutions for a class of sublinear Schrödinger-Maxwell equations [J]. J.

Math. Anal. Appl., 2012, 390(2): 514–522.

[7] Sun J J, Ma S W. Ground state solutions for some Schrödinger-Poisson systems with periodic

potentials [J]. J. Diff. Equ., 2016, 260(3): 2119–2149.

[8] Zou W M, Schechter M. Critical point theory and its applications [M]. New York: Springer, 2006.

[9] Zhao L, Zhao F. On the existence of solutions for the Schrödinger-Poisson equations [J]. J. Math.

Phys., 2015, 346(9): 155–169.



750 数 学 杂 志 Vol. 38

[10] Gui B. Infinitely many small solutions for a sublinear Schrödinger-Poisson system with sign-changing

potential [J]. Comp. Math. Appl., 2016, 71(10): 2082–2088.

[11] Ruiz D. Semiclassical states for coupled Schrödinger-Maxwell equations: concentration around a

sphere [J]. Math. Mod. Meth. Appl. Sci., 2008, 15(01): 141–164.

[12] Bartolo P, Benci V, Fortunato D. Abstract critical point theorems and applications to some nonlinear

problem with strong resonance at infinity [J]. Nonl. Anal., 1983, 7(9): 981–1012.

[13] Costa D G, Miyagaki O H. Nontrivial solutions for perturbations of the p-Laplacian on unbounded

domains [J]. J. Math. Anal. Appl., 1995, 193(3): 737–755.

[14] Rabinowitz P H. Minimax methods in critical point theorems with applications to differential equa-

tions [M]. Amer. J. Math., 1986, 65: 100.

[15] Chen S J, Tang C L. High energy solutions for the superlinear Schrödinger-Maxwell equations [J].

Nonl. Anal. The. Meth. Appl., 2009, 71(10): 4927–4934.

[16] Willem M. Minimax theorems [M]. Boston: Birkhäser, 1996.
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EXISTENCE OF GROUND STATE SOLUTIONS FOR A CLASS OF

NONLINEAR SCHRÖDINGER-MAXWELL EQUATIONS

WANG Min-qing, HUANG Wen-nian, FANG Li-wan

(School of Mathematics and Statistics, Guangxi Normal University, Guilin 541006, China)

Abstract: In this paper, we study the existence of ground state solutions for Schrödinger-

Maxwell equations

{
−4u + V (x)u + K(x)φ(x)u = b(x)|u|p−1u + λg(x, u) in R3,

−4φ = K(x)u2 in R3,

where λ > 0, V (x) ∈ C1(R3,R) and V (x) > 0. Under certain assumptions on K, g and 0 < p < 1,

we obtain the ground state solutions by using variational methods and critical point theory, which

promotes the results of literature [7] .
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