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摘 要: 本文研究了面板数据模型下变点是否存在的检验问题. 对于面板序贯模型下的变

点, 利用构造的检验统计量及其极限分布的方法, 获得了关于变点的一种渐近检验法. 随后进行

Monte-Carlo 数值模拟, 在模拟中对检验方法的经验检验水平、检验功效以及变点后的停时三个判断

标准进行了考察. 结果显示无论在理论还是数值模拟上, 我们提出的渐近检验法均表现优良. 推广了现

有文献的关于单序列变点的序贯检验方法.
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1 引言

变点问题起源于工业质量控制的领域, 在质量控制中非常重要的一点是如何快速检测出
生产线上不合格产品比例的增加. 在建模和数据挖掘中, 一个很常见的问题是, 如何根据现
有的样本数据, 来判断我们感兴趣的一些量是否发生变化. 这种问题在统计中我们称其为变
点问题. 关于变点问题的建模和分析始于 Page 1954 年发表在《Biometrika》上的文献 [1], 文
献主要考虑了利用分位数构造的简单检测方法去检验生产线上观察到数据的稳定性. 在此之
后, 关于变点问题的研究变得日益活跃, 各种研究文献也日益增多. 而且随着学科的发展和深
入, 变点问题在经济、金融学、生物医学、气候学、导航系统、图像处理、信号探测、计算机
等很多领域都有广泛的应用背景.
很久以来大多数的变点检测的文献都是基于这样的背景: 对于一组固定容量的历史数据

集, 我们设计一些检验方法来判断这组数据内我们感兴趣的参数是否发生变化. 这种检验即
为我们常说的“事后检验”. 在这种检验中, 样本是静态的, 这种数据我们称为是离线数据.
离线数据分析主要在譬如历史文本分析, 图像分析等领域有应用. 但是在更多的领域譬如质
量控制, 医疗监测, 金融风险控制, 我们使用的都是在线数据, 也就是样本采取连续抽样的方
式得到的. 采取连续抽样的方式来得到样本进行检验, 这种检验称为“序贯检验”. 序贯检验
也是最近几年变点检测中的研究热点. 具体来说, 在序贯检验中, 一般假定静止期的长度为
m, 也就是在 m 个观察数据 X1, X2, · · · , Xm 内不存在变点, 这 m 个观察数据也常称为历史

数据. 在考虑渐近性质的时候一般令 m → ∞. 在原假设成立即认为没有变点存在的情况下
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Xm+1, Xm+2, · · · 的参数是相同的; 若备则假设成立即认为变点存在的情况下, 则存在一个整
数 k∗ ≥ 0, 使得Xm+1, Xm+2, · · · , Xm+k∗ 的参数与历史数据相同, 而Xm+k∗+1, Xm+k∗+2, · · ·
的参数不同, 这里 k∗ 为未知变点. 接下来要做的就是如何构造合适的检验统计量并制定合理
的停止规则, 从而判断变点是否存在以及在认为变点存在的情况下推断出变点的位置, 使得
变点从产生到被检测出需要的时间尽量的短, 并尽量消除误报, 即快速准确检测出变点.
文献 [2] 是较早提出并研究变点检测中序贯检验的代表性文献之一, 文中提出了两种检

测方案, 一种利用波动差, 一种利用残差的累积和, 并拓宽了经典的不变原理得到所需要的收
敛结果, 最后确定了临界值和停止规则, 找到最优停时, 并在模拟中得到了检验. 文献 [3] 进
一步推广了文献 [2] 的结果, 同样对于线性回归模型, 文献 [3] 提出了两类检验统计量, 第一
类统计量是建立在回归系数 β 取最小二乘估计时残差的加权累积和, 第二类是利用回归系
数构造的迭代残差的部分和得到的统计量. 并制定了合适的检验规则, 使得在历史数据个数
m → ∞ 时错误预报率在约定的水平内, 且检验功效趋于 1. 学者 Aue 在变点的序贯检验中
也做了一系列工作, 譬如率先开展研究停止时刻 τn 的极限分布, 得到了文献 [4], 后续工作有
文献 [5–7], 另外文献 [8] 得到了在对 ARMA 时间序列中结构变点进行序贯检验时, 停止时刻
的极限分布. 在近几年中, 也有把自助抽样技术引入到序贯模型中的变点检测问题中, 可参考
文献 [9, 10] 和 [11].
目前来说, 现有的文献主要研究单序列情形下的序贯模型, 那么, 如何在面板数据下研

究序贯模型的变点, 这是一个崭新的问题. 在本文中, 我们主要对这个问题进行研究. 本文
剩余部分的结构是这样的: 第 2 节将描述模型并得到相关的理论结果, 即检验统计量的大
样本性质; 第 3 节基于前面的理论结果提出面板数据下关于变点的渐近检验法, 并进行了
Monte-Carlo 模拟计算; 第 4 节给出了前面引理和定理的证明过程; 第 5 节对前面的结论进
行了总结.

2 模型及相关理论结果

考虑面板均值变点模型

Yij = µij + εij , 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ m + Tm, (2.1)

这里 µij 和 εij 分别表示均值和面板扰动项. {µij , j = 1, 2, · · · , m + Tm}i 和 {εij , j =
1, 2, · · · , m + Tm}i 是相互独立的. Tm 与 m 有关而且假定 Tm ≤ ∞, 序列 {εij} 关于 i

相互独立, εij ∼ (0, σ2) 且在概率空间 (Ω,F , P ) 上关于 j 是独立同分布的 (i.i.d.). 假定
0 < σ2 < ∞ 而且对于某个 υ > 2 有 E|εij |υ < ∞.
假定对于每个 1 ≤ i ≤ N , 已经观察到长度为 m 的历史数据, 它没有变点发生, 即对于

1 ≤ i ≤ N ,
µij = µi0, 1 ≤ j ≤ m. (2.2)

现在我们感兴趣的是接下来到来的数据里是否存在均值发生变化的共同变点, 即想检验原假
设

H0 : µij = µi0, m + 1 ≤ j ≤ m + Tm (2.3)

和备则假设
H1 : 存在k0

m ≥ 1使得µij = µi0, m + 1 ≤ j ≤ m + k0
m,

以及µij = µi0 + δi0 6= µi0, m + k0
m < j ≤ m + Tm,

(2.4)



No. 4 陈卓恒等: 面板数据下序贯模型变点的渐近检验法 733

这里σ2, µi0, δi0, k
0
m的值均为未知. 检测变点的方案是基于CUSUM型检测统计量Γ(m, k,N)

和一个边界值, 这里

Γi(m, k) =

∑
m<j≤m+k

[Yij − 1
m

m∑
l=1

Yil]

g(m, k,N)
, (2.5)

此处

g(m, k,N) = (Nm)
1
2

(
1 +

k

m

)(
k

m + k

)γ

, (2.6)

其中 0 ≤ γ < 1
2
, 而且面板数据变点的检验统计量是

Γ(m, k,N) =
N∑

i=1

Γi(m, k). (2.7)

此外, 基于历史数据集 {Yi1, Yi2, · · · , Yim}i=1,2,··· ,N 使用以下的方差估计

σ̂2
m,N =

1
N

N∑
i=1


 1

m− 1

m∑
j=1

(
Yij − 1

m

m∑
l=1

Yil

)2

 . (2.8)

关于检验法则, 在

τN (m) =





inf{k ≥ 1 :
1

σ̂m,N

|Γ(m, k,N)| ≥ c},

∞, 对一切 k = 1, 2, · · · ,
1

σ̂m,N

|Γ(m, k,N)| ≤ c 总成立

(2.9)

处停止并拒绝H0. τN (m) 也被称为停时, 而且这里的 c 应该被选择成使我们能够控制错误预

报率. 即在原假设 H0 下, 对于某个给定水平 0 < α < 1,

lim
m→∞

P{τN (m) < ∞} = α, (2.10)

在备则假设 H1 下, 要求
lim

m→∞
P{τN (m) < ∞} = 1. (2.11)

引理 2.1 当m,N →∞ 时, σ̂2
m,N 是 σ2 的无偏且相合的估计.

定理 2.1 对于面板数据模型 (2.1), 在原假设 (i.e. (2.3) 式) 的假定下, 当m,N →∞ 时,
有

lim
N,m→∞

P

{
1

σ̂m,N

sup
1≤k<∞

∣∣Γ(m, k,N)
∣∣ ≤ c

}
= P

{
sup

0≤t≤1

|W (t)|
tγ

≤ c

}
, (2.12)

这里 {W (t), 0 ≤ t < ∞} 是一个Wiener 过程, γ 见 (2.6) 式.
定理 2.2 对于面板数据模型 (2.1), 如果 k0

m + m = O(m) < m + Tm, 则无论 N 是固定

的还是 N →∞, 在备则假设 (i.e. (2.4) 式) 下, 都有当m →∞ 时,

1
σ̂m,N

sup
1≤k<∞

|Γ(m, k,N)| P−→∞. (2.13)
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3 渐近检验法及其模拟计算

根据定理 2.1 知, 在原假设成立即没有变点时, 若m,N →∞ 时,

1
σ̂m,N

sup
1≤k<∞

∣∣Γ(m, k,N)
∣∣

的极限分布为

sup
0≤t≤1

|W (t)|
tγ

,

这里 {W (t), 0 ≤ t < ∞} 是一个Wiener 过程. 因此可以通过此处已知的极限分布求出在给
定的显著性水平下检验的临界值 c, 然后利用这里的临界值 c 以及检验法则来确定是拒绝还

是接受原假设, 并在原假设被拒绝, 即认为变点存在的情形下估计出变点的位置. 这种方法我
们称它为“渐近检验法”.
关于渐近检验法, 首先要计算检验的临界值. 由于临界值只与 γ 有关, 所以可记作 cγ . 为

了计算经验检验水平, 考虑一个不带变点的模型, 并且计算

1
σ̂m,N

sup
1≤k≤Tm

|Γ(m, k,N)| > cγ

的次数, 这样就得到了这个次数和Monte-Carlo 模拟次数之比. 进一步, 为了计算经验检验功
效, 考虑带一个变点的模型, 并进行M 次Monte-Carlo 模拟. 在这M 次模拟中, 计算出检验
统计量

1
σ̂m,N

sup
1≤k≤Tm

|Γ(m, k,N)|

超过临界值 cγ 的频率, 然后来计算经验检验功效. 同时, 1
σ̂m,N

|Γ(m, k,N)| 超过临界值 cγ 的

最早出现的那个 k 被认为是变点位置的估计值.
一般来说, 作为一个好的检验方法, 经验检验水平应该小于或等于给定的水平, 而且经验

检验功效应该足够大. 另外, 在变点后的停时应该足够的短才好. 因此首先按照定理 2.1 来计
算临界值 cγ .
第一步 模拟随机变量 Uγ = sup

0≤t≤1

|W (t)|
tγ M 次, 这里 {W (t), 0 ≤ t < ∞} 是一个Wiener

过程.
第二步 在这M 次模拟的基础上, 计算临界值 cγ , 使得 P [Uγ > cγ ] = α.

表 1: 由 50000 次Monte-Carlo 模拟计算出的临界值 cγ

γ α

0.01 0.025 0.05 0.10 0.25
0 2.7060 2.4036 2.1896 1.9822 1.5091
0.15 2.7589 2.4568 2.2285 2.0060 1.6128
0.25 2.8103 2.4799 2.2794 2.0936 1.6899
0.35 2.9376 2.5966 2.3595 2.1959 1.8455
0.45 3.1943 2.8869 2.6515 2.4448 2.1103
0.49 3.3745 3.1770 2.8970 2.6791 2.3501
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接下来, 在表 2–8 中, 利用表 1 中计算出的临界值 cγ , 分别计算了在 γ, Tm, N , m 取不
同值, 变点 k0

m 在不同位置 (左端, 中间或右端) 时, 渐近方法的经验检验水平, 检验功效以及
停止时刻的各数字特征. 具体来说:

表 2: 利用 cγ 经 1000 次Monte-Carlo 模拟计算出的经验检验水平, N = 200, Tm = 500

γ α=0.025 α=0.05 α=0.10

m=30 m=100 m=300 m=30 m=100 m=300 m=30 m=100 m=300

0 0.045 0.039 0.009 0.071 0.065 0.020 0.112 0.097 0.033

0.25 0.036 0.020 0.002 0.065 0.042 0.011 0.092 0.070 0.022

0.45 0.013 0.010 0.001 0.024 0.021 0.002 0.039 0.027 0.006

0.49 0.003 0.005 0 0.011 0.010 0.001 0.022 0.017 0.002

表 3: 利用 cγ 经 1000 次Monte-Carlo 模拟计算出的经验检验水平, Tm = 500, m = 100

γ α=0.025 α=0.05 α=0.10

N=50 N=100 N=300 N=50 N=100 N=300 N=50 N=100 N=300

0 0.033 0.023 0.033 0.055 0.049 0.064 0.095 0.100 0.103

0.25 0.024 0.026 0.029 0.043 0.039 0.047 0.069 0.061 0.071

0.45 0.010 0.012 0.011 0.017 0.018 0.012 0.028 0.027 0.027

0.49 0.001 0.003 0.001 0.003 0.004 0.004 0.005 0.012 0.009

表 4: 利用 cγ 经 1000 次Monte-Carlo 模拟计算出的检验功效, N = 200, Tm = 500, k0
m = 25

γ α=0.025 α=0.05 α=0.10

m=30 m=100 m=300 m=30 m=100 m=300 m=30 m=100 m=300

0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

0.25 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

0.45 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

0.49 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

表 5: 利用 cγ 经 1000 次Monte-Carlo 模拟计算出的检验功效, N = 200, Tm = 500, m = 100

γ α=0.025 α=0.05
k0

m = 200 k0
m = 300 k0

m = 390 k0
m = 200 k0

m = 300 k0
m = 390

0 1.000 1.000 0.258 1.000 1.000 0.371
0.25 1.000 1.000 0.235 1.000 1.000 0.323
0.45 1.000 1.000 0.079 1.000 1.000 0.141
γ α=0.10

k0
m = 200 k0

m = 300 k0
m = 390

0 1.000 1.000 0.505
0.25 1.000 1.000 0.421
0.45 1.000 1.000 0.226

从表 2 可以看出, 当m 固定时, 随着 γ 的增大, 经验检验水平越小. 当 γ 固定时, 随着m

的增大, 经验检验水平越小. 从第一行和第二行的数据可以看到, 当 γ = 0 和 0.25 时, 若历史
数据集m 较少, 得到的经验检验水平是会超过给定水平的. 从而可以考虑在 [0, 1/2) 的范围
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内选取较大的 γ, 来降低检验犯第一类错误的概率. 而 m 越大, 即没有变点的历史数据越多,
得到的经验检验水平越小, 这与我们的直观感觉也是相符合的.
从表 3 可以看出, γ 的大小对经验检验水平影响很大, 类似表 2 的表现. 当N 固定时, 随

着 γ 的增大, 经验检验水平是降低的. 在 γ = 0 时, 经验检验水平甚至超过了给定的水平. 同
时注意到, N 的大小对经验检验水平的影响不大, 不过比较而言, 中等大的 N 似乎能产生相

对较低的经验检验水平.
通过模拟得到的列出的, 譬如表 4, 以及一些未列出的表格发现, 当变点发生在m 个经验

数据之后不久时, 则无论m 和 N 值如何变化, 对于不同的 α 和 γ, 检验的功效都达到了 1.
从表 5 可以看出, 在变点 k0

m 在 m 之后不久或者是更远一些, 检验的功效都是 1. 但是,
在变点靠近右端点时, 检验的功效会降低, 最高不超过 0.35. 在 k0

m 固定时, 随着 γ 的增大,
功效是越来越低的. 因此, 基于检验水平和检验功效的考虑, 应该选取不大不小的 γ, 譬如取
γ = 0.25, 从而使两者能达到一种平衡.

表 6: N = 200, Tm = 500, k0
m = 25, 模拟次数 1000 次计算出的停止时刻的各数字特征

γ m = 30 m = 100
τm ↓;α → 0.025 0.05 0.10 0.025 0.05 0.10

0 Min 9.00 8.00 6.00 26.0 16.00 13.00
Q1 28.00 27.00 27.00 28.0 28.00 27.00
Median 28.00 28.00 28.00 28.0 28.00 28.00
Mean 28.44 28.06 27.58 28.5 28.22 27.92
Q3 29.00 29.00 29.00 29.0 29.00 29.00
Max 32.00 32.00 31.00 32.0 31.00 31.00

0.25 Min 5.00 4.00 4.00 26.00 26.00 11.00
Q1 28.00 28.00 27.00 28.00 28.00 27.00
Median 28.50 28.00 28.00 29.00 28.00 28.00
Mean 28.51 28.17 27.73 28.53 28.27 27.94
Q3 29.00 29.00 29.00 29.00 29.00 29.00
Max 33.00 32.00 31.00 32.00 31.00 31.00

0.45 Min 26.00 20.00 10.00 27.00 26.00 26.00
Q1 28.00 28.00 28.00 28.00 28.00 28.00
Median 29.00 29.00 29.00 29.00 29.00 29.00
Mean 29.21 28.84 28.5 29.12 28.83 28.55
Q3 30.00 30.00 29.00 30.00 29.00 29.00
Max 33.00 33.00 32.00 32.00 32.00 31.00

0.49 Min 27.00 26.00 19.00 27.00 26.00 26.00
Q1 29.00 28.00 28.00 29.00 28.00 28.00
Median 30.00 29.00 29.00 29.00 29.00 29.00
Mean 29.57 29.17 28.88 29.47 29.12 28.83
Q3 30.00 30.00 30.00 30.00 30.00 29.00
Max 34.00 33.00 33.00 32.00 32.00 32.00
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从表 6 看出, 如果以停止时刻 τm 的中位数和均值作为判断标准的话, 在 γ 固定时, m 值

的变化对停止时刻的影响不大, 也就是说, 对变点 k0
m 的估计值影响不大. 但是, 在m 值固定

时, 随着 γ 的增大, 变点估计值与真实值的偏差是越来越大的.
从表 7 可以看出, 在 N 固定时, 随着 γ 的增大, 变点值的估计偏差也是越来越大的, 不

过这些偏差的相差量不会很大, 不超过 1 或者 2. 若 γ 固定, 当 N 从 50 变到 300 时, 变点估
计值的精确度明显提高了, 在真实变点 k0

m = 25 时, 精确度提高了 4 ∼ 5 个值. 从这里可以看
出, 增大面板数据的横截面个数 N , 是可以明显提高变点估计的精确度的.

表 7: Tm = 500, m = 100, k0
m = 25, 模拟次数 1000 次计算出的停止时刻的各数字特征

γ N = 50 N = 300
τm ↓;α → 0.025 0.05 0.10 0.025 0.05 0.10

0 Min 23.00 8.00 8.00 26.00 12.00 10.00
Q1 30.00 30.00 29.00 27.00 27.00 27.00
Median 32.00 31.00 31.00 28.00 28.00 28.00
Mean 31.79 31.13 30.56 27.94 27.66 27.44
Q3 33.00 32.00 32.00 28.00 28.00 28.00
Max 41.00 40.00 39.00 30.00 30.00 30.00

0.25 Min 26.00 23.00 18.00 26.00 26.00 12.00
Q1 31.00 30.00 30.00 27.00 27.00 27.00
Median 32.00 31.00 31.00 28.00 28.00 28.00
Mean 32.08 31.52 30.98 27.99 27.78 27.58
Q3 33.00 33.00 32.00 28.00 28.00 28.00
Max 42.00 41.00 41.00 30.00 30.00 30.00

0.45 Min 27.00 27.00 26.00 26.00 26.00 26.00
Q1 32.00 31.00 30.00 28.00 28.00 27.00
Median 33.00 32.00 32.00 28.00 28.00 28.00
Mean 33.29 32.59 32.01 28.44 28.18 27.98
Q3 35.00 34.00 33.00 29.00 29.00 28.00
Max 45.00 44.00 42.00 31.00 31.00 30.00

0.49 Min 27.00 26.00 26.00 27.00 27.00 26.00
Q1 32.00 32.00 31.00 28.00 28.00 28.00
Median 34.00 33.00 33.00 29.00 28.00 28.00
Mean 34.14 33.30 32.65 28.75 28.45 28.21
Q3 36.00 35.00 34.00 29.00 29.00 29.00
Max 46.00 45.00 43.00 31.00 31.00 31.00

最后看下在N , Tm, m都固定, 而变点在不同位置时, 变点位置估计值的情况. 在表 8中,
若 k0

m = 25, 这种情形在前面已经探讨过. 我们来看下 k0
m = 390, 即变点处于右端点的情形.

从表格中的数据可以发现, 对于这种变点最好以变点的中位数而不是均值作为变点的估计值,
因为中位数会离真实变点接近的多, 估计的偏差在 5 到 6 之间. 同时 γ 的大小与估计量的精

确度的关系类似表 7 中的表现, 在 N 固定时, γ 越大, 估计的偏差也会相对大一些.
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通过以上表格的具体分析, 发现参数 γ 该如何选取是个很有趣的事情. 从表 2 看出, 较小
或者中等大的 γ (γ = 0, 0.25) 且 m 取较小或中等大 (m = 30, 100) 时, 数据表明经验检验水
平与给定的水平接近. 类似地, 在表 3 中, γ = 0, N = 100 同样可使得经验检验水平接近给定
的真实值 α. 我们再来看看参数 γ 与检验功效的关系. 表 4 中的检验功效对应着变点 k0

m 较

早发生的情形, 这时, 无论 γ 在 [0, 1
2
) 区间取何值, 对应的检验功效均为 1. 从表 5 看, 在变点

靠近右端点时, γ 越小 (其它参数都固定) 时, 检验功效越大. 同样, 对表 6–8 的模拟结果进行
分析可知, 越小的 γ 可使变点 k0

m 的估计值与真实值的偏离程度越小. 根据以上这些分析, 若
从经验检验水平, 检验功效以及变点估计的精确度三方面来综合考虑, 我们倾向于选取 [0, 1

4
)

区间中较小的 γ, 从而达到最佳的检验和估计效果.

表 8: N = 200, Tm = 500, m = 100, 模拟次数 1000 次计算出的停止时刻的各数字特征

γ k0
m = 25 k0

m = 390
τm ↓;α → 0.025 0.05 0.10 0.025 0.05 0.10

0 Min 26.0 16.00 13.00 18.0 16.0 10.0
Q1 28.0 28.00 27.00 391.8 328.0 183.8
Median 28.0 28.00 28.00 397.0 396.0 395.0
Mean 28.5 28.22 27.92 341.8 324.1 307.4
Q3 29.00 29.00 29.00 398.0 398.0 398.0
Max 32.0 31.00 31.00 399.0 399.0 399.0

0.25 Min 26.00 26.00 11.00 26.0 25 13.0
Q1 28.00 28.00 27.00 393.0 281 190.5
Median 29.00 28.00 28.00 396.5 396 395.0
Mean 28.53 28.27 27.94 345.5 328 313.4
Q3 29.00 29.00 29.00 398.0 398 398.0
Max 32.00 31.00 31.00 399.0 399 399.0

0.45 Min 27.00 26.00 26.00 35.0 31.0 29.0
Q1 28.00 28.00 28.00 395.0 394.0 394.0
Median 29.00 29.00 29.00 397.0 397.0 397.0
Mean 29.12 28.83 28.55 363.4 353.4 358.4
Q3 30.00 29.00 29.00 398.0 399.0 398.0
Max 32.00 32.00 31.00 399.0 399.0 399.0

0.49 Min 27.00 26.00 26.00 343.0 70.0 40.0
Q1 29.00 28.00 28.00 394.2 395.0 394.2
Median 29.00 29.00 29.00 397.0 398.0 397.0
Mean 29.47 29.12 28.83 393.3 374.9 360.6
Q3 30.00 30.00 29.00 399.0 398.0 399.0
Max 32.00 32.00 32.00 399.0 399.0 399.0

4 定理的证明

在这一节中, 将给出所有引理和定理的证明.
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引理 2.1 的证明 注意到

σ̂2
m,N =

1
N

N∑
i=1

[
1

m− 1

m∑
j=1

(
Yij − 1

m

m∑
l=1

Yil

)2]
, (4.1)

那么

E
(
σ̂2

m,N

)
=

1
N(m− 1)

N∑
i=1

m∑
j=1

{
E

(
µij − µi0

)2
+ E

(
εij − 1

m

m∑
l=1

εil

)2

+2E

[
(µij − µi0)

(
εij − 1

m

m∑
l=1

εil

)]}

=
1

N(m− 1)

N∑
i=1

m∑
j=1

[
E

(
εij − 1

m

m∑
l=1

εil

)2]
=

1
N(m− 1)

N(m− 1)σ2 = σ2.

而且

D(σ2
m,N ) = E(σ4

m,N )− σ4. (4.2)

经过计算可得

σ4
m,N =

1
N2(m− 1)2

[ N∑
i=1

m∑
j=1

ε2
ij −

1
m

N∑
i=1

( m∑
l=1

εil

)2]2

=
1

N2(m− 1)2

{( N∑
i=1

m∑
j=1

ε2
ij

)2

+
1

m2

[ N∑
i=1

( m∑
j=1

εij

)2]2

− 2
m

( N∑
i=1

m∑
j=1

ε2
ij

)[ N∑
i=1

( m∑
l=1

εil

)2]}
,

(4.3)

于是有

E

[ N∑
i=1

m∑
j=1

ε2
ij

]2

=E

[ N∑
i=1

( m∑
j=1

ε4
ij + 2

∑
1≤s<t≤m

ε2
isε

2
it

)
+ 2

∑
1≤k<l≤N

( m∑
j=1

ε2
kj

)( m∑
j=1

ε2
lj

)]

=N [3m + m(m− 1) + (N − 1)m2]σ4

(4.4)
和

E

[ N∑
i=1

( m∑
j=1

εij

)2]2

=E

[ N∑
i=1

( m∑
j=1

εij

)4

+ 2
∑

1≤i<j≤N

( m∑
l=1

εil

)2( m∑
l=1

εjl

)2]

=N [3m + m(m− 1) + (N − 1)m2]σ4,

(4.5)

以及

E

{( N∑
i=1

m∑
j=1

ε2
ij

)[ N∑
i=1

( m∑
l=1

εil

)2]}
=[Nm(m + 2) + N(N − 1)m2]σ4. (4.6)
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由 (4.2)–(4.6) 式以及 Chebyshev 不等式, 得到

P
(|σ2

m,N − σ2| ≥ ε
) ≤ D(σ2

m,N )
ε2

≤
1

N2(m−1)2

[(
1 + 1

m2

)
N(Nm2 + 2m)− 2

m

(
2Nm + N2m2

)]− 1

ε2
· σ4

=

(
m

m−1

)2 − 2m
(m−1)2

− 1 + o
(

1
m

)

ε2
· σ4,

(4.7)

这里 N, m →∞. 并且令 ε = σ2√
m

, 则当m →∞ 时,

P
(|σ2

m,N − σ2| ≥ σ2

√
m

) ≤
−1

(m−1)2
+ o

(
1
m

)
1
m

→ 0. (4.8)

σ2
m,N 的相合性得到了证明.
定理 2.1 的证明 借用文献 [3] 中的思想来证明定理 2.1. 对于面板数据模型 (2.1), 在原

假设 (i.e. (2.3) 式) 下, 注意到

Γ(m, k,N) =

(
N∑

i=1

m+k∑
j=m+1

εij − k
m

N∑
i=1

m∑
l=1

εil

)

g(m, k,N)
, (4.9)

这里 g(m, k,N) = (Nm)
1
2 (1 + k

m
)
(

k
m+k

)γ
.

对每个m, 利用
{

N∑
i=1

m+k∑
j=m+1

εij , 1 ≤ k < ∞
}
和

{
N∑

i=1

m∑
l=1

εil

}
的独立性, 以及 K-M-T 估

计 (见文献 [12, 13]), 可得到

sup
1≤k<∞

∣∣∣∣
N∑

i=1

m+k∑
j=m+1

εij −
√

NσW1,m(k)
∣∣∣∣

k
1
υ

=
√

N ·Op(1) (4.10)

和
N∑

i=1

m∑
l=1

εil − σW2,m(Nm) = op

(
(Nm)

1
υ

)
, (4.11)

此处 {W1,m(t)} 和 {W2,m(t)} 是相互独立的Wiener 过程, 且 v > 2. 从而推得

sup
1≤k<∞
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N∑

i=1

(
m+k∑

j=m+1

εij − k
m

m∑
l=1

εil

)
− (√

Nσ ·W1,m(k)− k
m

σ ·W2,m(Nm)
)∣∣∣∣

g(m, k,N)
= op(1).

(4.12)
接下来, 利用

sup
1≤k<∞

∣∣√Nσ ·W1,m(k)− k
m

σ ·W2,m(Nm)
∣∣

g(m, k,N)
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m
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m
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m
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,

(4.13)
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这里 g1(m, k) = m
1
2 · (1 + k

m
)
(

k
m+k

)γ
.

由文献 [3] 中的定理 2.1 的证明, 有

sup
1≤k<∞

∣∣σ (
W1(k)− k

m
W2(m)

)∣∣
g1(m, k)

D−→ sup
0≤t<∞

|W1(t)− tW2(1)|
(1 + t)( t

(1+t)
)γ

(4.14)

以及

sup
0≤t<∞

|W1(t)− tW2(1)|
(1 + t)( t

(1+t)
)γ

D= sup
0≤t≤1

|W (t)|
tγ

. (4.15)

而且如前面所讨论的, 当m,N →∞ 时, 有 σ̂2
m,N − σ2 = oP (1).

于是定理 2.1 得到了证明.
定理 2.2 的证明 令 k = k̃ = k0

m + m, 则

Γi(m, k̃) =
∑

m<j≤m+k̃

[Yij − 1
m

m∑
l=1

Yil]

g(m, k̃, N)
=

(
m+k̃∑

j=m+1

εij − k̃
m

m∑
l=1

εil + δi0

(
k̃ − k0

m

)
)

g(m, k̃, N)
.

(4.16)

由定理 2.1 以及 Chebyshev 不等式, 得到

Γ(m, k̃, N) =

[
N∑

i=1

k0
m+2m∑

j=m+1

εij − k0
m+m

m

N∑
i=1

m∑
l=1

εil

]

g(m, k0
m + m,N)

+
m ·

N∑
i=1

δi0

g(m, k0
m + m,N)

= Op(1) +
m ·
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i=1

δi0

(Nm) 1
2

(
1 + k0

m+m

m

) ( k0
m+m

k0
m+2m

)γ
.

(4.17)

由于 (m)
1
2 ·

(
1 + k0

m+m

m

) ( k0
m+m

k0
m+2m

)γ
= O(m

1
2 ), 因此无论 N 是固定的还是 N → ∞, 都有

Γ(m, k̃, N) →∞, 从而完成了定理 2.2 的证明.

5 结论

本文针对面板数据的序贯模型下的可能变点, 提出了 CUSUM 型检验统计量并制定了检
验规则. 随后得到了检验统计量的大样本性质, 并基于相关理论结果构造了一种检验方法: 渐
近检验法. 接下来, 对渐近检验法进行了Monte-Carlo 数值模拟, 在模拟中对检验方法的经验
检验水平, 检验功效进行了考察, 并在变点存在的情况下估计出变点的位置. 模拟显示渐近检
验法是一种优良的检验估计方法. 最后给出了理论结果的证明.
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Abstract: In this paper, we study the statistical inference of change-point for panel data.

For the change-point in a sequential panel data model, using the test statistic and the limiting

distribution, we obtain an asymptotic method of change-point. Then we make a Monte-Carlo

simulation, in the simulation, we investigate the effectiveness of our test method from three

aspects: empirical test size, test power and average run length. Both the theory results and

the Monte-Carlo simulation show that the asymptotic method we obtained is very excellent,

in addition, the existing sequential method about the change-point in univariate sequence is

generalized.
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