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具有非局部项的热方程的能控性
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摘要: 本文研究了具有非局部项的热方程的能控性问题. 利用对偶原理和反证法, 获得当系统

施加双线性控制时, 具有非局部项的热方程不是零能控的. 推广了受控系统不能边界零能控的结果.
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1 引言

给定 T > 0, 并设 Q = (0, 1)× (0, T ). 考虑如下具有非局部项的受控系统




yt(x, t)− yxx(x, t) = a

∫ t

0

y(x, s) ds + b(x)u(t), (x, t) ∈ Q,

y(0, t) = y(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, 1),

(1.1)

其中 a ∈ R是非零常数, b ∈ L2(0, 1)是给定的函数, u ∈ L2(0, T )是控制函数且 y0 ∈
L2(0, 1)是初始条件. 这类控制称为“双线性”控制 (参见文献 [1]). 由 Galerkin 方法可知 (参
见文献 [2]), 系统(1.1)存在唯一的解 y ∈ L2(Q).
系统(1.1)主要描述含有关于时间的非局部反应项的一类扩散现象. 这个模型在热交换、

人口动力学、核反应等领域有着广泛的应用. 因此关于系统(1.1)的能控性问题已经逐渐引起
学者的广泛关注. 首先, 我们一起回忆一下零能控的概念.
定义 1.1 系统(1.1)在时刻 T 是零能控的, 是指对于任意 y0 ∈ L2(0, 1), 存在控制

u ∈ L2(0, T )使得系统(1.1)相应的解满足

y(x, T ) = 0, 几乎处处 x ∈ (0, 1). (1.2)

当 a = 0 时, 系统(1.1) 是经典的热方程. 众所周知, 无论施加内部控制还是边界控制, 这
类方程都是零能控的 (参见文献 [3]). 当 a 6= 0 时, 由于非局部项的存在, 系统(1.1) 施加内
部控制和边界控制都不是零能控的 (参见文献 [4]). 而本文讨论的是施加双线性控制后, 系
统(1.1) 的零能控性. 我们有如下结论.
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定理 1.1 假设 bj =
∫ 1

0

b(x) sin(jπx) dx 6= 0, ∀ j ≥ 1. 则系统(1.1) 不是零能控的, 即存

在 y0 ∈ L2(0, 1)使得对于任意 u ∈ L2(0, T ), 系统(1.1)相应的解都不满足

y(x, T ) = 0, 几乎处处 x ∈ (0, 1).

本文分为四部分: 第二部分给出与零能控等价的充要条件; 第三部分给出定理 1.1 的证
明, 也就是证明与之等价的充要条件不成立; 最后一部分是本文的总结, 并指出进一步研究的
问题.

2 引理

在证明定理 1.1 之前, 给出零能控的一个等价命题.
引理 2.1 系统(1.1) 在时刻 T 零能控的充要条件是

∫ T

0

∫ 1

0

b(x)ϕ(x, t)u(t) dxdt = −
∫ 1

0

y0(x)ϕ(x, 0) dx, ∀ ϕT ∈ L2(0, 1), (2.1)

其中 ϕ 是下述对偶系统的解




ϕt + ϕxx + a

∫ T

t

ϕ(x, s) ds = 0, (x, t) ∈ Q,

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

ϕ(x, T ) = ϕT (x), x ∈ (0, 1).

(2.2)

证 方程(1.1) 两端同时乘以 ϕ, 再在 Q 上分部积分可得

∫ 1

0

y(x, T )ϕT (x) dx−
∫ 1

0

y0(x)ϕ(x, 0) dx =
∫ ∫

Q

b(x)u(t)ϕ(x, t) dxdt.

因此存在控制 u ∈ L2(0, T ) 使得 y(x, T ) = 0, 几乎处处 x ∈ (0, 1) 的充要条件是
∫ T

0

∫ 1

0

b(x)ϕ(x, t)u(t) dxdt +
∫ 1

0

y0(x)ϕ(x, 0) dx = 0, ∀ ϕT ∈ L2(0, 1).

结论得证.

3 定理 1.1 的证明

设 wj(x) = sin(jπx), λj = (jπ)2, ∀ j ∈ N. 从而存在整数 j0, 使得 |a| < λ2
j0

/4. 设

M > j0是一个充分大的整数. 令

ϕT (x) =
10∑

k=1

βM+kwM+k(x), ∀ x ∈ (0, 1),

其中 {βM+k}10
k=1 满足

10∑
k=1

bM+kβM+k

1 +
√

1 + 4a/λ2
M+k

2
√

1 + 4a/λ2
M+k

(µ−M+k + k2π2 + 2Mkπ2)l = 0, l = 0, 1, · · · 5, (3.1)
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并且
10∑

k=1

bM+kβM+kλ
−2
M+k = 0. (3.2)

由于 (3.1)和 (3.2)式是关于 {βM+k}10
k=1的七个方程十个未知数的线性方程组, 所以存在非零

解 {βM+k}10
k=1且其上、下界与M无关. 以下用 C 来表示与M 无关的常数. 于是, 方程 (2.2)

的解表示为

ϕ(x, t) =
10∑

k=1

(
C1,M+ke

µ+
M+k(T−t) + C2,M+ke

µ−M+k(T−t)
)

wM+k(x), ∀ (x, t) ∈ Q,

其中

µ±M+k =
−λM+k ∓

√
λ2

M+k + 4a

2
= −λM+k

2

(
1±

√
1 + 4a/λ2

M+k

)
,

C1,M+k = βM+k

1 +
√

1 + 4a/λ2
M+k

2
√

1 + 4a/λ2
M+k

, C2,M+k = βM+k

−1 +
√

1 + 4a/λ2
M+k

2
√

1 + 4a/λ2
M+k

.

此时

I1 :=
∫ 1

0

|ϕ(x, 0)|2 dx =
1
2

10∑
k=1

(
C1,M+ke

µ+
M+kT + C2,M+ke

µ−M+kT
)2

,

I2 :=
∫ T

0

|
∫ 1

0

b(x)ϕ(x, t) dx|2 dt

=
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+k

(
C1,M+ke

µ+
M+k(T−t) + C2,M+ke

µ−M+k(T−t)
)
|2 dt

≤ 2
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+kC1,M+ke
µ+

M+kt|2 dt + 2
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+kC2,M+ke
µ−M+kt|2 dt.

记上式最后两项分别为 A1, A2.

由于 µ+
M+k + µ−M+k = −λM+k, 则

A1 = 2
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+kC1,M+ke
−(µ−M+k+λM+k)t|2 dt

= 2
∫ T

0

e−2M2π2t|
10∑

k=1

bM+kC1,M+k exp{(−µ−M+k − k2π2 − 2Mkπ2)t}|2 dt

= 2
∫ T

0

e−2M2π2tgM (t) dt,

其中

gM (t) =

(
10∑

k=1

bM+kC1,M+k exp{(−µ−M+k − k2π2 − 2Mkπ2)t}
)2

, ∀ t ∈ [0, T ].
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由 (3.1) 式可得 gM (0) = g′M (0) = · · · = g
(10)
M (0) = 0且 |g(r)

M (t)| ≤ CM r, ∀ r ≥ 0. 于是

A1 = 2
∫ T

0

e−2M2π2tgM (t) dt

= 2
10∑

l=0

e−2M2π2T

(−2M2π2)l+1
g

(l)
M (T ) + 2

∫ T

0

e−2M2π2T

(−2M2π2)11
g

(11)
M (t) dt

≤ Ce−2M2π2T

10∑
l=0

M l

M2l+2
+

C

M11

∫ T

0

e−2M2π2T dt ≤ C

M12
.

同文献 [5], 有

C2,M+k = βM+k

(
a

λ2
M+k

+ O(λ−4
M+k)

)
,

并且

eµ−M+kt = 1 +
at

λM+k

+ O(λ−2
M+k).

于是, 由 (3.2) 式可得

A2 = 2
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+kC2,M+ke
µ−M+kt|2 dt

= 2
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+kβM+k(a/λ2
M+k + O(λ−4

M+k))(1 + at/λM+k + O(λ−2
M+k))|2 dt

= 2
∫ T

0

|
10∑

k=1

bM+kβM+k(a2t/λ3
M+k + O(λ−4

M+k))|2 dt

≤ C

∫ T

0

|
10∑

k=1

((M + k)−6 + (M + k)−8)|2 dt ≤ C

M12
.

另一方面, 同文献 [5] 可得

I1 ≥ C(a2/M8 − 1/M16)− Ce−M2T ≥ C

M8
.

假设系统(1.1) 在时刻 T 零能控, 则由引理 2.1 可得
∫ 1

0

y0(x)ϕ(x, 0) dx = −
∫ T

0

∫ 1

0

b(x)ϕ(x, t)u(t) dxdt.

进而, 由比较定理可得
∫ 1

0

|ϕ(x, 0)|2dx ≤ C

∫ T

0

|
∫ 1

0

b(x)ϕ(x, t)dx|2dt.

由前面的讨论可知, 存在与M无关的两个常数 C1, C2使得

C1

M8
≤

∫ 1

0

|ϕ(x, 0)|2dx ≤ C

∫ T

0

|
∫ 1

0

b(x)ϕ(x, t)dx|2dt

≤ C(A1 + A2) ≤ C2

M12
.
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这对于充分大的M是矛盾的. 故系统(1.1) 不能零能控. 证毕

4 结论

本文讨论了在施加双线性控制时, 具有非局部项的热方程不是零能控的. 推广了文献 [4]
的结果. 应当指出, 这类问题还需要更加深入的研究, 比如此类受控系统的能稳性问题. 相信
进一步地探究更有利于把结果应用到实际中.
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Abstract: In this paper, we study the controllability of the heat equation with local term.

By using duality principle and reduction to absurdity, we show that the heat equation with local

term is not null controllable by means of bilinear control, which extends the corresponding result

of this controlled system with boundary control.
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