
Vol. 38 ( 2018 )
No. 4

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

多圆柱上加权 Bloch空间上的加权复合算子
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摘要: 本文研究了 Cn 中单位多圆柱上的加对数权的 Bloch空间和小 Bloch空间上的加权复

合算子. 利用泛函分析的方法, 获得了加权复合算子的有界性和紧性的充要条件, 推广了 Bloch空间的

相关结论.
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1 引言

以 Un = {z = (z1, z2, · · · , zn) : |zi| < 1, i = 1, 2, · · · , n}表示 n维复空间 Cn 中的单位

多圆柱; H(Un) 和 H(Un, Un)分别表示 Un 上全纯函数和全纯自映射的全体; ∂Un = {z =
(z1, z2, · · · , zn) ∈ Cn : |zi| = 1, i = 1, 2, · · · , n}表示 Un 的边界; Un 上加对数权的 Bloch空
间是满足

Blog(Un) =

{
f ∈ H(Un) : ‖f‖log = sup

z∈Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞

}

的函数 f 的全体,在范数 ‖f‖Blog = |f(0)|+ ‖f‖log 下, Blog(Un)空间是 Banach空间.加对数
权的小 Bloch空间是满足

B0,log(Un) =

{
f ∈ H(Un) : lim

z→∂Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0

}

的函数 f 的全体, 由于 B0,log(Un) ⊆ Blog(Un), 所以 B0,log(Un) 是 Blog(Un) 的子空间. 设
ψ ∈ H(Un), ϕ ∈ H(Un, Un), z ∈ Un, f ∈ H(Un),加权复合算子定义为

(Wψ,ϕf)(z) = ψ(z)f(ϕ(z)).

显然Wψ,ϕ 是线性算子.特殊地,当 ψ(z) = 1时, W1,ϕ 即为通常的复合算子;当 ψ(z) = z 时,
Wψ,z 即为通常的点乘算子,因此Wψ,ϕ 可以看成是复合算子和点乘算子的推广. 在 n维空间

的单位多圆柱上,文献 [1, 2] 研究了 Bloch空间上的复合算子和加权复合算子,文献 [3] 探讨
了不同的 p-Bloch和小 p-Bloch空间上的加权复合算子,文献 [4] 中给出了一个定义在 [0, 1)
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上的非负函数 µ,并研究了加正规权的 Bloch 型空间 Bω 到 Bµ以及加正规权的小 Bloch型空
间 Bω,0 到 Bµ,0 上的复合算子,他们分别给出了算子的有界性和紧性的充要条件.关于 Bloch
空间、加权 Bloch空间以及其上的相关算子的其他研究成果见文献 [6–10].
本文把文献 [5] 中的单位圆盘 D推广到了 n维空间的单位多圆柱上,讨论了单位多圆柱

上加对数权的 Bloch空间和加对数权的小 Bloch空间上的加权复合算子的有界性和紧性问
题.
在本文中, C 表示正的常数,不同的地方可以表示不一样的正常数.

2 引理

为了得到本文的主要结果, 需要用到下面的几个引理.

引理 2.1 如果 f ∈ Blog(Un), 则 |f(z)| ≤
(

2 +
n∑

k=1

ln(ln 2
1−|zk|)

)
‖f‖Blog . 特别地, 当

|zk| > 1− 2
ee2 (k = 1, 2, · · · , n)时, |f(z)| ≤ 2

n∑
k=1

ln(ln 2
1−|zk|)‖f‖Blog .

证 对任意的 f ∈ Blog(Un),有

|f(z)| ≤ |f(0)|+
∣∣∣∣
∫ 1

0

d

dt
f(tz)dt

∣∣∣∣ ≤ |f(0)|+
n∑

k=1

∫ 1

0

|zk|
∣∣∣∣
∂f

∂zk

(tz)
∣∣∣∣ dt

≤ ‖f‖Blog + ‖f‖Blog

n∑
k=1

∫ |zk|

0

1
(1− x) ln 2

1−x

dx

≤ ‖f‖Blog + ‖f‖Blog

[
n∑

k=1

ln(ln
2

1− |zk|)− ln(ln 2)

]

≤
(

2 +
n∑

k=1

ln(ln
2

1− |zk|)
)
‖f‖Blog .

引理 2.2 设 ψ ∈ H(Un), ϕ ∈ H(Un, Un).则Wψ,ϕ 为 Blog(Un) (B0,log(Un))上的紧算子
当且仅当Wψ,ϕ 为有界算子并且对于 Blog(Un) (B0,log(Un))中在 Un 的任意紧子集上一致趋

于零的有界序列 {fn},当 n →∞时, ‖Wψ,ϕfn‖Blog → 0.
证 只证 Blog(Un)空间的情形, B0,log(Un)空间的情形可类似证明.
设 Wψ,ϕ 为 Blog(Un) 上的紧算子, 显然 Wψ,ϕ 为 Blog(Un) 上的有界算子. 设 {fn} 是

Blog(Un) 中的一有界列且当 n → ∞ 时, {fn} 在 Un 的任意紧子集上一致趋于零, 由紧算
子的定义, {Wψ,ϕfn}存在一个在 Blog(Un)中收敛的子列 {Wψ,ϕfnk

}.不妨设当 k → ∞时,
{Wψ,ϕfnk

}收敛于 f ,于是 ‖Wψ,ϕfnk
− f‖Blog → 0.由引理 2.1,对 Un 的任意紧子集 K 都存

在正常数 C,使得 ∀z ∈ K 都有

|(Wψ,ϕfnk
)(z)− f(z)| ≤ C‖Wψ,ϕfnk

− f‖Blog .

因此当 k →∞时, (Wψ,ϕfnk
)(z)− f(z) → 0,又由于 fnk

→ 0,所以Wψ,ϕfnk
→ 0, f → 0,由

{fn}的任意性,当 n →∞时, ‖Wψ,ϕfn‖Blog → 0.
反之,假设Wψ,ϕ 在 Blog(Un)上不是紧的,则存在一个 Blog(Un)中在 Un 上的有界序列

{gn},使得 {Wψ,ϕgn}在 Blog(Un)中没有收敛的子列.进一步,再设 {gn} 在 Un 的任意紧子
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集上一致有界,那么由 Montel定理知 {gn}是正规的, {gn}存在一个在 Un 的任意紧子集上

一致收敛的子列 {fn}.不妨设 {fn}一致收敛于 f ,那么 f ′n → f ′,并且 f ∈ Blog(Un).从而序
列 {fn − f}在 Blog(Un)中有界且在 Un 的任意紧子集上一致趋于零,由题设当 n → ∞时,
‖Wψ,ϕ(fn − f)‖Blog → 0,这意味着 {Wψ,ϕgn}的子列 {Wψ,ϕfn}收敛于Wψ,ϕf ,矛盾.证毕.

引理 2.3 如果 f ∈ B0,log(Un),令 Q(z) =
n∑

k=1

ln(ln
2

1− |zk|),那么 lim
z→∂Un

|f(z)|
Q(z)

= 0.

证 由于 f ∈ B0,log(Un),则 ∀ε > 0, ∃ δ ∈ (0, 1),使得当 |zk| > δ (k = 1, 2, · · · , n)时,

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ε.

以 Un(0, δ)表示以原点为中心的 δ邻域,令

I =
n∑

k=1

∫ 1

δ

|zk|
(1− t|zk|) ln 2

1−t|zk|

(
1− t2|zk|2

)
ln

2
1− t|zk|

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(tz)
∣∣∣∣ dt.

那么对任意的 f ∈ B0,log(Un),有

|f(z)| ≤ |f(0)|+
∣∣∣∣
∫ 1

0

d

dt
f(tz)dt

∣∣∣∣ ≤ |f(0)|+
n∑

k=1

∫ 1

0

|zk|
∣∣∣∣
∂f

∂zk

(tz)
∣∣∣∣ dt

≤ |f(0)|+
n∑

k=1

max
ω∈Un(0,δ)

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(ω)
∣∣∣∣ + I ≤ C + I.

(2.1)

因 lim
z→∂Un

1
Q(z)

= 0,所以对上述 ε > 0, ∃ η ∈ (0, 1),当 dist(z, ∂Un) < η时,

C

Q(z)
< ε,

C‖f‖Blog

Q(z)
< ε. (2.2)

固定 k (1 ≤ k ≤ n), 当 |zk| < δ时,

I ≤ ‖f‖Blog

n∑
k=1

∫ 1

δ

|zk|
(1− t|zk|) ln 2

1−t|zk|
dt

= ‖f‖Blog

n∑
k=1

(
ln(ln

2
1− |zk|)− ln(ln

2
1− δ|zk|)

)
< C‖f‖Blog ,

所以

I

Q(z)
<

C‖f‖Blog

Q(z)
< ε, (2.3)

所以当 |zk| > δ时,

I =
n∑

k=1

∫ 1

δ

|zk|
(1− t|zk|) ln 2

1−t|zk|

(
1− t2|zk|2

)
ln

2
1− t|zk|

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(tz)
∣∣∣∣ dt < Cε,
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从而

I

Q(z)
< Cε, (2.4)

于是由 (2.1)–(2.4)式,结论成立.证毕.

3 Wψ,ϕ : Blog(U
n) → Blog(U

n)的有界性和紧性

本部分给出了加权复合算子Wψ,ϕ : Blog(Un) → Blog(Un)为有界算子和紧算子的充要条
件.
定理 3.1 设 ψ ∈ H(Un), ϕ ∈ H(Un, Un).则Wψ,ϕ 为 Blog(Un)上的有界算子的充要条

件是

(i) sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk| ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞;

(ii) sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞.

证 对任意的 f ∈ Blog(Un),由结论 (i)–(ii) 及引理 2.1得

‖Wψ,ϕf‖log ≤ sup
z∈Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)f(ϕ(z))
∣∣∣∣

+ sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂f

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣

≤ sup
z∈Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣
(

2 +
n∑

l=1

ln(ln
2

1− |ϕl(z)|)
)
‖f‖Blog

+
n∑

k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ ‖f‖Blog

≤ C‖f‖Blog .

所以 ‖Wψ,ϕf‖Blog = |ψ(0)f(ϕ(0))|+ ‖Wψ,ϕf‖log ≤ C‖f‖Blog ,于是Wψ,ϕ 是 Blog(Un)上的有
界算子.
反之,设Wψ,ϕ 为 Blog(Un)上的有界算子,则对任意的 f ∈ Blog(Un),都存在常数 C,使

得 ‖Wψ,ϕ‖Blog ≤ C‖f‖Blog .分别取 f(z) = 1和 f(z) = zl (l = 1, 2, · · · , n),则 ψ ∈ Blog(Un),
ψϕl ∈ Blog(Un),结合 |ϕl(z)| < 1,有

sup
z∈Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞. (3.1)

对任意固定的 ω ∈ Un, |ω| < 1和固定的 l (1 ≤ l ≤ n),取测试函数

fω(z) = 2 ln(ln
4

1− ϕl(ω)zl

)−
(

ln(ln
4

1− |ϕl(ω)|2 )
)−1 (

ln(ln
4

1− ϕl(ω)zl

)
)2

, (3.2)
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通过计算 fω ∈ Blog(Un), ‖fω‖Blog ≤ C, fω(ϕ(ω)) = ln(ln
4

1− |ϕl(ω)|2 ),
∂fω

∂zl

(ϕ(ω)) = 0,则

有

‖Wψ,ϕfω‖Blog ≥
n∑

k=1

(
1− |ωk|2

)
ln

2
1− |ωk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂ωk

(ω)
∣∣∣∣ ln(ln

4
1− |ϕl(ω)|2 )

≥
n∑

k=1

(
1− |ωk|2

)
ln

2
1− |ωk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂ωk

(ω)
∣∣∣∣ ln(ln

2
1− |ϕl(ω)|).

由 ω的任意性,对上式关于 ω取上确界,可得结论 (i) 成立.同样的再取测试函数

fω(z) = ln(ln
2

1− ωzl

), (3.3)

通过计算 fω ∈ Blog(Un), ‖fω‖Blog ≤ C,如果 ∀z ∈ Un, ϕl(z) 6= 0.令 ω = ϕl(z),那么由结论
(i)得到

n∑
k=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞.

如果 ∀z ∈ Un, ϕl(z) = 0,那么由 (3.1) 式

sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣

=
1

ln 2
sup

z∈Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞.

因此结论 (ii) 成立.证毕.
定理 3.2 设 ψ ∈ H(Un), ϕ ∈ H(Un, Un).则Wψ,ϕ为Blog(Un)上的紧算子的充要条件是

(i) lim
ϕ(z)→∂Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk| ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0;

(ii) lim
ϕ(z)→∂Un

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0;

(iii) ψ ∈ Blog(Un);

(iv) 对任意的 l = 1, 2, · · · , n,都有 sup
z∈Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞.

证 设结论 (i)–(iv) 成立. 假设 {fn} 是 Blog(Un) 中在 Un 的任意紧子集上一致趋于零

的有界序列,令 sup
n
‖fn‖Blog ≤ L,由引理 2,仅需证明 lim

n→∞
‖Wψ,ϕfn‖ = 0.而当 n → ∞时,

ψ(0)fn(ϕ(0)) → 0,因此这等价于证明下面的 (3.4), (3.5)式同时成立.

sup
z∈Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)fn(ϕ(z))
∣∣∣∣ → 0, n →∞, (3.4)

sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂fn

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ → 0, n →∞. (3.5)
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首先由结论 (i)–(ii), ∀ε > 0,都 ∃ δ > 0 (0 < δ < 1),当 dist(ϕ(z), ∂Un) < δ时,

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk| ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ε, (3.6)

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ε. (3.7)

再设 K = {ω ∈ Un : dist(ω, ∂Un) ≥ δ},则 K 是 Un 的一个紧集,由假设及文献 [4] 中的引理
3知 {fn} 及 {∂fn

∂ωl
}在K 上收敛于零.当 z ∈ K 时,结合结论 (iii), (iv), 有

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)fn(ϕ(z))
∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖Blog sup

z∈K
|fn(ϕ(z))| < ε, (3.8)

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂fn

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣

≤
n∑

k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ sup

z∈K

∣∣∣∣
∂fn

∂ωl

(ϕ(z))
∣∣∣∣ < ε. (3.9)

当 z ∈ Un\K 时,由 (3.6), (3.7) 式并结合引理 2.1,有

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)fn(ϕ(z))
∣∣∣∣

≤ 2
n∑

k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)‖fn‖Blog < ε, (3.10)

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂fn

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣

≤ L

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ε, (3.11)

由 (3.8)–(3.11)式可得 (3.4), (3.5) 式成立.
反之, 如果 Wψ,ϕ 是紧算子, 则 Wψ,ϕ 是有界算子, 分别取函数 f(z) = 1 及 f(z) = zl,

可得结论 (iii), (iv) 成立, 下证结论 (i) 成立. 采用反证法, 假设 (i) 不成立, 则存在 ε0 > 0,
{zm} ⊂ Un, ϕ(zm) = (ϕ1(zm), ϕ2(zm), · · · , ϕn(zm)),当m →∞时, ϕ(zm) → ∂Un,使得

n∑
k,l=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕl(zm

k )|)
∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ ≥ nε0.

不妨设

n∑
k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕ1(zm

k )|)
∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ ≥ ε0.
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情形 1 如果 lim
m→∞

|ϕ1(zm)| = 1,那么取函数

fm(z) = 3
(ln(ln 4

1−ϕ1(zm)z1
))2

ln(ln 4
1−|ϕ1(zm)|2 )

− 2
(ln(ln 4

1−ϕ1(zm)z1
))3

(ln(ln 4
1−|ϕ1(zm)|2 ))2

, (3.12)

通过计算 ‖fm‖Blog ≤ C 且 {fm}在 Un的任意紧子集上一致收敛于零,由引理 2.2,当m →∞
时, ‖Wψ,ϕfm‖Blog → 0.但是

‖Wψ,ϕfm‖Blog ≥
n∑

k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

4
1− |ϕ1(zm)|2 )

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣

≥
n∑

k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕ1(zm)|2 )

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ .

令m →∞得到 0 ≥ ε0,这与 ε0 > 0矛盾.
情形 2 如果 lim

m→∞
|ϕ1(zm)| < 1,不妨设 |ϕ1(zm)| ≤ λ < 1,由于当m →∞时, ϕ(zm) →

∂Un,那么必存在 s (1 < s ≤ n),使得 lim
m→∞

|ϕs(zm)| = 1.那么取函数

fm(z) = 3
(ln(ln 4

1−ϕs(zm)zs
))2

ln(ln 4
1−|ϕs(zm)|2 )

− 2
(ln(ln 4

1−ϕs(zm)zs
))3

(ln(ln 4
1−|ϕs(zm)|2 ))2

, (3.13)

由情形 1的讨论可得

lim
m→∞

n∑
k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕs(zm

k )|)
∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ = 0.

再取函数 gm(z)为 (3.12), (3.13) 式中两个函数之和,所以 ‖gm‖Blog ≤ C 且 {gm}在 Un 的任

意紧子集上一致收敛于零,而

‖Wψ,ϕgm‖Blog ≥
n∑

k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕ1(zm)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣

−
n∑

k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕs(zm)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ .

令m →∞仍然得到矛盾,因此结论 (i) 成立.同样地,假设结论 (ii) 不成立.不妨设

n∑
k=1

(1− |zm
k |2) ln 2

1−|zm
k |

(1− |ϕl(zm)|2) ln 2
1−|ϕl(zm)|

∣∣∣∣ψ(zm)
∂ϕl

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ ≥ ε0.

对于情形 1,设 ϕ1(zm) = r1e
iθ1 ,令函数

hm(z) =
∫ z1

0

(
r1

1− r1e−iθ1z
− r2

1

1− r2
1e
−iθ1z

)(
ln

4
1− r2

1e
−iθ1z

)−1

dz,
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通过计算 ‖hm‖Blog ≤ C 且 {hm}在 Un的任意紧子集上一致收敛于零,而由引理 2.1,有

‖Wψ,ϕhm‖Blog ≥
n∑

k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |

∣∣∣∣ψ(zm)
∂ϕ1

∂zk

(zm)
∣∣∣∣
(

r1

1− r2
1

− r2
1

1− r3
1

)(
ln

4
1− r3

1

)−1

− 2
n∑

k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕ1(zm)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ ‖hm‖Blog

≥
n∑

k=1

(1− |zm
k |2) ln 2

1−|zm
k |
|ψ(zm)∂ϕ1

∂zk
(zm)||ϕ1(zm)|

6(1− |zm
k |2) ln 2

1−|zm
k |

− C

n∑
k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |
ln(ln

2
1− |ϕ1(zm)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ .

令m →∞ ,由引理 2.2并结合结论 (i) 得到矛盾.对于情形 2,由于 |ϕ1(zm)| ≤ λ < 1,所以

n∑
k=1

(1− |zm
k |2) ln 2

1−|zm
k |

(1− |ϕ1(zm)|2) ln 2
1−|ϕ1(zm)|

∣∣∣∣ψ(zm)
∂ϕ1

∂zk

(zm)
∣∣∣∣

≤ 1
ln 2(1− λ2)

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |

∣∣∣∣ψ(zm)
∂ϕ1

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ .

由于紧算子必是有界算子,则由定理 3.1的结论 (ii) 得到

lim
m→∞

n∑
k=1

(
1− |zm

k |2
)
ln

2
1− |zm

k |

∣∣∣∣ψ(zm)
∂ϕ1

∂zk

(zm)
∣∣∣∣ = 0.

这也得到了矛盾,结论 (ii) 成立.证毕.

4 Wψ,ϕ : B0,log(U
n) → B0,log(U

n)的有界性和紧性

本部分给出了加权复合算子Wψ,ϕ : B0,log(Un) → B0,log(Un)为有界算子和紧算子的充
要条件.
定理 4.1 设 ψ ∈ H(Un), ϕ ∈ H(Un, Un).则Wψ,ϕ 为 B0,log(Un)上的有界算子的充要条

件是

(i) sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk| ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞;

(ii) sup
z∈Un

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ∞;

(iii) ψ ∈ B0,log(Un);

(iv) 对任意的 l = 1, 2, · · · , n都有 lim
z→∂Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0.

证 设结论 (i)–(iv) 成立. 若 f ∈ B0,log(Un), 根据引理 2.3, ∀ε > 0, ∃ δ1 ∈ (0, 1), 当

|zk| > δ1, zk ∈ Un, k = 1, 2, · · · , n时,有 |f(z)| < ε

n∑
k=1

∣∣∣∣ln(ln
2

1− |zk|)
∣∣∣∣.因此当 |ϕl(z)| > δ1
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时,根据结论 (i) 得到

n∑
k=1

(1− |zk|2) ln
2

1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)f(ϕ(z))
∣∣∣∣

<ε

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)

∣∣∣∣ < Cε.

(4.1)

再由结论 (iii) 知,对上述 ε > 0, ∃ δ2 ∈ (0, 1),当 |zk| > δ2, zk ∈ Un, k = 1, 2, · · · , n时,

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ε.

因此当 |ϕl(z)| ≤ δ1且 zk > δ2时,结合引理 2.1得到

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)f(ϕ(z))
∣∣∣∣

≤
n∑

k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣
(

2 +
n∑

k=1

ln(ln
2

1− δ1

)

)
‖f‖Blog < Cε.

(4.2)

因此由 (4.1), (4.2) 式,当 |zk| > δ∗ = max{δ1, δ2}时,

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)f(ϕ(z))
∣∣∣∣ < Cε. (4.3)

又由于 f ∈ B0,log,因此对上述 ε > 0, ∃ δ3 ∈ (0, 1),当 |zk| > δ3, zk ∈ Un, k = 1, 2, · · · , n时,
有

∣∣∣∣
∂f

∂zk

(z)
∣∣∣∣ <

ε

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

.

因此当 |ϕl(z)| > δ3时,根据结论 (ii) 得到

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂f

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣

<ε

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < Cε.

(4.4)

再由结论 (iv) 知,对上述 ε > 0, ∃ δ4 ∈ (0, 1),当 |zk| > δ4, zk ∈ Un, k = 1, 2, · · · , n时,有

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ < ε,
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因此当 |ϕl(z)| ≤ δ3且 |zk| > δ4,得到

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln
2

1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂f

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣

≤
n∑

k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ ‖f‖Blog

≤
n∑

k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− δ2
3) ln 2

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ ‖f‖Blog ≤ Cε.

(4.5)

因此由 (4.4), (4.5) 式,当 |zk| > δ∗∗ = max{δ3, δ4}时,有

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂f

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ ≤ Cε. (4.6)

因此由 (4.3) 和 (4.6) 式,令 δ = max{δ∗, δ∗∗},当 |zk| > δ时,有

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

(∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)f(ϕ(z))
∣∣∣∣ +

n∑
l=1

∣∣∣∣ψ(z)
∂f

∂ωl

(ϕ(z))
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣
)

< Cε.

即

lim
z→∂Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣
∂(Wψ,ϕf)

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0.

因此Wψ,ϕf ∈ B0,log.
反之, 假设 Wψ,ϕ 为 B0,log(Un) 上的有界算子. 分别取 f(z) = 1 和 f(z) = zl, 得到

ψ, ψϕl ∈ B0,log(Un),从而结论 (iii), (iv) 成立,其余同定理 3.1必要性的证明,此处略去.证毕.
定理 4.2 设 ψ ∈ H(Un), ϕ ∈ H(Un, Un).则Wψ,ϕ 为 B0,log(Un)上的紧算子的充要条件

是

(i) lim
ϕ(z)→∂Un

n∑
k,l=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk| ln(ln

2
1− |ϕl(z)|)

∣∣∣∣
∂ψ

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0;

(ii) lim
ϕ(z)→∂Un

n∑
k,l=1

(1− |zk|2) ln 2
1−|zk|

(1− |ϕl(z)|2) ln 2
1−|ϕl(z)|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0;

(iii) ψ ∈ B0,log(Un);

(iv) 对任意的 l = 1, 2, · · · , n都有 lim
z→∂Un

n∑
k=1

(
1− |zk|2

)
ln

2
1− |zk|

∣∣∣∣ψ(z)
∂ϕl

∂zk

(z)
∣∣∣∣ = 0.

证 假设结论 (i)–(iv) 成立,由定理 3.2知Wψ,ϕ 在 Blog(Un)上是紧的,又 B0,log(Un)是
Blog(Un)的闭子空间,由定理 4.1的证明知 ∀f ∈ B0,log(Un)都有Wψ,ϕf ∈ B0,log(Un),因此
Wψ,ϕf 在 B0,log(Un)上是紧的.
反之,设Wψ,ϕf 在 B0,log(Un)上是紧的,则结论 (iii), (iv) 显然成立,并且由于定理 3.2必

要性的证明中所取的测试函数 (3.12), (3.13) 均是 B0,log(Un)空间上一致有界的函数列,与定
理 3.2必要性的证明类似仍能够得到矛盾,因此结论 (i), (ii) 成立.证毕.
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WEIGHTED COMPOSITION OPERATORS ON WEIGHTED

BLOCH SPACE IN THE POLYDISC
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Abstract: In this paper, we investigate weighted composition operators on the Bloch space

and small Bloch space with logarithmic weight in the unit polydisc in Cn. By using the method of

functional analysis, the necessary and sufficient conditions of the boundedness and compactness of

weighted composition operators are obtained. Some corresponding results about Bloch space are

extended.

Keywords: polydisc; weighted Bloch space; weighted composition operator; boundedness;

compactness
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