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摘要: 本文研究了一类加权有理插值曲面的约束控制问题. 利用加权组合的方法, 得到一类新

的形状可调的二元有理插值曲面, 推广了 NURBS 方法在曲面插值中的理论结果.
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1 引言

曲面的数学描述是计算机辅助几何设计和计算机图形学的重要研究方向. 传统的曲面设
计工具多采用多项式插值样条方法, 但对于给定的插值条件, 生成的插值函数是唯一确定的,
形状修改与控制不够灵活. 随着 CAD/CAM 技术的发展, 包含 Bézier、B 样条方法的非均匀
有理 B 样条 (NURBS) 方法已被广泛的应用到工业产品如轮船、汽车、飞机等形状造型的设
计. 然而, 这些方法得到曲面的局部修改与约束控制同样面临挑战. 近年来, 有关单变量有理
插值方法的研究在一定程度上解决了局部修改与控制的问题, 取得了重要进展 [1] . 如刘爱奎
在文 [2] 中提出带有形状参数的加权有理插值曲线不仅具有简洁的表达式, 同时可以让曲线
整体约束于折线之间, 并具有局部点控制能力. Erge [3] 分析了 C1 条件下线性有理样条的两

点边值问题. Han [4]研究了一类 C2 连续有理三次保凸逼近方法及性质.
关于双变量样条函数的研究也取得了很多成果: Sun [5] 提出一种分母 (1,0) 次分子 (3,1)

次的三角域有理插值样条, 该方法主要应用于地质勘探、锻造科技和医学影像中基于平行线
上的散乱数据的插值曲面重构; Duan 和他的团队在二元有理插值样条研究领域做了大量工
作: 如在文献 [6] 中构造了一类基于函数值和偏导数值分母为双一次、分子双三次的二元有
理插值样条, 该样条函数具有简单对称的基函数, 便于理论研究与曲面局部约束控制; 在文献
[7] 中给出了仅基于函数值分母为双一次、分子双三次的二元有理插值样条, 在文献 [8] 中给
出了仅基于函数值分母为双二次、分子双三次的二元有理插值样条, 并研究了样条函数的矩
阵表示、边界性质等. 邓四清等构造了仅基于函数值分子分母均为双三次的二元有理插值曲
面样条 [9], 以及分母为双二次分子双三次的二元有理插值曲面样条 [10,11] , 并研究了这些曲面
的边界、逼近及中央点约束控制问题. 2012 年, 项梅灵 [12] 构造了仅基于函数值分母为双二

次、分子双三次的二元有理插值曲面样条, 并研究了其凸性、边界插值、极限、解析和正则等
性质, 同时分析了参数对曲面形状的控制作用.
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加权组合是 CAGD 中的一种常用造型方法. Huang [13] 和 Zhang [14] 仅基于函数值, 先
构造了一种分母为 (1, 0) 次、分子双三次的二元有理插值样条曲面, 另一种分母为 (0, 1) 次、
分子双三次的二元有理插值样条曲面, 然后将两种样条曲面加权组合得到一种新的二元有理
插值样条曲面, 并讨论了曲面的矩阵形式, 误差分析以及局部约束问题. 上述二元有理插值构
造方法在形式上的共同点是分母为一次、二次或三次, 而分子一般是三次或四次. 对于给定
的插值数据, 通过改变参数值可以控制有理插值曲面的形状. 这些有理函数较高的次数带来
了形式以及计算的复杂性. 本文仅基于给定函数值, 通过对两种线性有理插值函数的加权组
合构造一类新的二元有理插值方法. 该有理插值函数具有形式对称的基函数. 对于给定的插
值数据, 插值曲面形状的整体与局部控制灵活方便.

2 插值函数

2.1 插值函数的构造

插值函数的构造思路及步骤如下:
(1) 在 x 方向构造分子分母均为一次的有理插值曲线, 然后在 y 方向用线性插值方法构

造二元有理插值曲面;
(2) 按相反顺序构造先 y 后 x 方向的二元有理插值曲面;
(3) 对上述两类有理插值函数加权组合构造新的二元有理插值曲面.
设 {(xi, yi, fi,j)}, i = 1, 2; j = 1, 2 为给定平面区域 D = [x1, x2; y1, y2] 上的插值数据点

集, x1, x2 和 y1, y2 为插值节点. 令 h = x2 − x1, l = y2 − y1, 对 xy 平面上任意点 (x, y) ∈ D,
令 u = (x− x1)/h, 先沿 x 方向构造线性有理插值曲线

P̄ ∗
j (x) =

αj(1− u)f1,j + uf2,j

αj(1− u) + u
, j = 1, 2,

其中 αj > 0. 显然, 插值函数满足

P̄ ∗
j (x1) = f1,j , P̄

∗
j (x2) = f2,j , j = 1, 2.

对任意 x, 可在 D 上构造二元有理插值函数

P̄ (x, y) =
λ(1− v)P̄ ∗

1 (x) + vP̄ ∗
2 (x)

λ(1− v) + v
, (1)

这里 v = (y − y1)/l, λ > 0. 可以验证 P̄ (x, y) 满足

P̄ (xi, yj) = fi,j (i = 1, 2; j = 1, 2) .

同理, 先从 y 方向构造插值曲线, 再从 x 方向构造插值曲面可以得到另一种二元线性有理插

值函数

¯̄P (x, y) =
µ(1− u) ¯̄P 1

∗
(y) + u ¯̄P ∗

2 (y)
µ(1− u) + u

, (2)

其中 ¯̄Pi

∗
(y) 是沿 y 方向构造的插值曲线

¯̄Pi

∗
(y) =

βi(1− v)fi,1 + vfi,2

βi(1− v) + v
, i = 1, 2,
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其中 βi > 0, µ > 0. 可以验证 ¯̄P (x, y) 也满足

¯̄P (xi, yj) = fi,j (i = 1, 2; j = 1, 2) .

对于任意给定的插值数据点集 {(xi, yj , fi,j )}, i = 1, 2; j = 1, 2 和正参数 α1, α2, β1, β2, λ, µ,
在区域 D 上的插值函数 P̄ (x, y) 和 ¯̄P (x, y) 都是唯一的, 且无论参数取何正值均满足插值条
件.
基于插值曲面 (1) 式和 (2) 式, 可以构造新的二元加权有理插值函数

P (x, y) = ωP̄ (x, y) + (1− ω) ¯̄P (x, y), (3)

其中 ω ∈ [0, 1]. 该函数满足插值条件

P (xi, yj) = fi,j (i = 1, 2; j = 1, 2) ,

称 α1, α2, β1, β2, λ, µ 为形状参数, ω 为权系数, 也称 P̄ (x, y) 和 ¯̄P (x, y) 为基本曲面 (或极限
曲面).

2.2 插值基函数

为了便于分析该有理插值函数的性质, 将 (1) 式和 (2) 式代入到 (3) 式并化简, 插值函数
P (x, y) 也可改写为如下基表示形式

P (x, y) =
2∑

i=1

2∑
j=1

ωi,j(u, v)fi,j , (4)

其中

ω11(u, v) =
ωλα1(1− u)(1− v)

[α1(1− u) + u][λ(1− v) + v]
+

(1− ω)µβ1(1− u)(1− v)
[β1(1− v) + v][µ(1− u) + u]

,

ω12(u, v) =
ωα2(1− u)v

[α2(1− u) + u][λ(1− v) + v]
+

(1− ω)µ(1− u)v
[β1(1− v) + v][µ(1− u) + u]

,

ω21(u, v) =
ωλu(1− v)

[α1(1− u) + u][λ(1− v) + v]
+

(1− ω)β2u(1− v)
[β2(1− v) + v][µ(1− u) + u]

,

ω22(u, v) =
ωuv

[α2(1− u) + u][λ(1− v) + v]
+

(1− ω)uv

[β2(1− v) + v][µ(1− u) + u]

称为二元加权有理插值函数的基函数, 它们满足

ωi,j(u, v) > 0,

2∑
i=1

2∑
j=1

ωi,j(u, v) = 1 (5)

以及对称性质. 图 1 所示即为 ω = 0.5, 其余形状参数均取 2 时的四个基函数, 从左往右, 上
往下依次是 ω11(u, v), ω12(u, v), ω21(u, v), ω22(u, v).
由 (4) 式和 (5) 式可以看出, 加权线性有理插值本质上即是对四个插值数据点的一种加

权组合.
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图 1: 二元加权有理插值函数的基函数

3 插值函数的性质

本节将讨论 (3) 式或 (4) 式定义的二元有理线性插值函数的积分性质、有界性质及对插
值数据的逼近误差.
首先, 由 (4) 式易知

∫∫

D

P (x, y)dxdy = hl

2∑
i=1

2∑
j=1

ω∗i,j(u, v)fi,j , (6)

其中 ω∗i,j(u, v) =
∫∫

[0,1;0,1]

ωi,j(u, v)dudv 称为 P (x, y) 的积分权系数. 显然有

0 6 ω∗i,j(u, v) < 1,

2∑
i=1

2∑
j=1

ω∗i,j(u, v) = 1. (7)

因此当 f(x, y) ≡ 1 时, 由 (6) 式和 (7) 式立得如下积分性质.
定理 1 对 f(x, y) ≡ 1, 设 P (x, y) 是定义在 D = [x1, x2; y1, y2] 上的加权线性有理插值

函数. 则对任意 ω ∈ [0, 1], 无论正参数 α1, α2, β1, β2, λ, µ 取何值, P (x, y) 在D 上的积分保持

一致性, 即
∫∫

D

P (x, y)dxdy = hl.

另一方面, 利用插值函数的基表示形式, 易得加权线性有理插值曲面也具有如下有界性
质.
定理 2 设 {(xi, yj , fi,j)} , i = 1, 2; j = 1, 2 是给定的插值数据点集, α1, α2;β1, β2;λ, µ 是

任意正参数, ω ∈ [0, 1]. P (x, y) 是区域 D = [x1, x2; y1, y2] 上的加权线性有理插值函数, 则

min
i,j=1,2

{fi,j} 6 P (x, y) 6 max
i,j=1,2

{fi,j}

或 |P (x, y)| 6 N, 其中 N = max
i,j=1,2

{|fi,j |} .
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利用插值方法构造插值曲面时, 插值函数与被插函数的误差估计是衡量插值方法有效性
的一个重要理论依据, 如下是关于插值误差分析的重要结论.
定理 3 设 {(xi, yj , fi,j)} , i = 1, 2; j = 1, 2 是给定的插值数据点集, α1, α2;β1, β2;λ, µ 是

任意正参数, ω ∈ [0, 1]. 若 f(x, y) ∈ C1[x1, x2; y1, y2], 则有如下误差估计

|f (x, y)− P (x, y)| 6 hN1 + lN2,

其中 N1 = max |fx(x, y)| , N2 = max |fy(x, y)| .
证 对 i = 1, 2; j = 1, 2, 由 Taylor 展开知

f(x, y) = f(xi, yj) + (x− xi)fx(ξ, η) + (y − yj)fy(ξ, η),

式中 ξ ∈ [x1, x2], η ∈ [y1, y2], 从而 |f(x, y)− f(xi, yj)| 6 hN1 + lN2. 则由 (4) 式和 (5) 式得

|f (x, y)− P (x, y)| =
∣∣∣∣∣

2∑
i=1

2∑
j=1

ωi,j(u, v) [f (x, y)− fi,j ]

∣∣∣∣∣

6 |f (x, y)− fi,j |
2∑

i=1

2∑
j=1

ωi,j(u, v) 6 hN1 + lN2.

即证.

4 插值曲面的约束形状控制

插值曲面的形状控制是几何设计的一个重要研究方向. 一般而言, 插值曲面的形状取决
于插值数据, 插值数据给定后插值曲面的形状也就唯一确定了. 对于给定的插值数据, 本文提
出的插值曲面形状可以灵活调控.

4.1 基于参数的形状控制

由于本文构造的加权线性有理插值曲面带有形状参数和加权系数, 插值曲面可以在插值
数据给定的前提下, 在给定范围内通过改变参数 α1, α2, β1, β2, λ, µ;ω 的值可以调控 (3) 式定
义的二元加权有理插值曲面的形状.

4.1.1 权系数对曲面形状的整体控制

由插值函数的构造过程可以看出, 权系数 ω 取值整体控制插值曲面的形状更倾向于

极限曲面 P̄ (x, y) 或 ¯̄P (x, y). 特别的, ω = 1 或 0 时 P (x, y) 分别为 P̄ (x, y) 或 ¯̄P (x, y). 因
此,ω → 1 时, 插值曲面的形状更倾向于 P̄ (x, y) 的形状,ω → 0 时, 插值曲面的形状更倾向于
¯̄P (x, y) 的形状. 给定插值数据点集 (见表 1).

表 1: 插值数据

(xi, yj) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
fi,j 3.0 2.0 2.0 4.0
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(e) ω = 0.2

图 2: 权系数对插值曲面形状的影响

取参数 α1 = α2 = β1 = β2 = 6, λ = µ = 1, 权系数的取值对插值曲面形状的控制效果如图 2
所示.

由图 2 可以看出 ω = 1 和 ω = 0 时的曲面 P̄ (x, y) 和 ¯̄P (x, y) 可视为曲面变化范围的边
界情形, 如图 2(a) (b); ω 取值越接近 1, 曲面的形状越接近 P̄ (x, y), 如图 2(d); 取值越接近 0,
曲面的形状越接近 ¯̄P (x, y), 如图 2(e); 而 ω = 0.5 时的曲面兼顾了曲面 P̄ (x, y) 和 ¯̄P (x, y) 的
形状特点, 介于二者之间, 如图 2(c).

4.1.2 参数 α1, α2, β1, β2 对曲面形状的局部控制

四个形状参数 α1, α2, β1, β2 对曲面形状的作用类似, 故不妨仅讨论 α1 对曲面形状的局

部控制.

注意到在有理插值函数的基表示形式 (4) 式中, 仅 ω11(u, v) 和 ω21(u, v) 含有参数 α1, 且
它们满足

(1) ω11(u, v) 是关于 α1 的增函数;

(2) ω21(u, v) 是关于 α1 的减函数;

(3) ω11(u, v) + ω21(u, v) 不再包含 α1.

因此, 随着 α1 的增加, (4) 式中 f11 的权重增加, f21 的权重减少, f12 和 f22 的不变. 即参
数 α1 主要控制了插值曲面片边界曲线 y = y1 (x1 6 x 6 x2) 的形状. 同理, 参数 α2, β1, β2 主

要控制了插值曲面片其它三条边界曲线的形状. 对插值数据点集 (表 1), 取 α2 = β1 = β2 = 6,
λ = µ = 1, ω = 0.5, 参数 α1 的取值对插值曲面形状的控制效果如图 3 所示.

由于 f11 > f21,随着 α1 的增大,图 3(a)中 α1 = 1,图 2(c)中 α1 = 6,图 3(b)中 α1 = 10,
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(b) α1 = 10

图 3: 参数 α1 对插值曲面形状的影响.

可以看出边界曲线 y = y1 (x1 6 x 6 x2) 上从 x1 到 x2 的下降速度变慢, 反之则加快. 因此参
数 α1, α2, β1, β2 控制了插值曲面片四条边界曲线的形状.

4.1.3 参数 λ, µ 对曲面形状的局部控制

两个形状参数 λ, µ 对曲面形状的作用类似, 这里仅讨论 λ 对曲面形状的局部控制. 有理
插值曲面的基函数中均包含参数 λ, 且满足

(1) ω11(u, v) 和 ω21(u, v) 是关于 λ 的增函数;
(2) ω12(u, v) 和 ω22(u, v) 是关于 λ 的减函数;
(3) ω11(u, v) + ω12(u, v) + ω21(u, v) + ω22(u, v) = 1.

因此随着 λ 的增加, (4) 式中 f11 和 f21 的权重增加, f12 和 f22 的权重减少. 即参数 λ 控

制了插值曲面片沿 y (x1 6 x 6 x2) 方向的变化趋势. 对插值数据点集 (表 1), 取 ω = 0.5,
α1 = α2 = β1 = β2 = 6, λ = 1, 参数 µ 的取值对插值曲面形状的控制效果如图 4 所示.
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(a) µ = 6
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(b) µ = 10

图 4: 参数 µ 对插值曲面形状的影响.

随着 µ 的增大, 图 2 (c) 中 µ = 1, 图 4 (a) 中 µ = 6, 图 4 (b) 中 µ = 10, 可以看出越靠
近边界曲线 x = x1 (y1 6 y 6 y2) 插值曲面越“平缓”, 越靠近边界曲线 x = x2 (y1 6 y 6 y2)
插值曲面越“陡峭”. 因此参数 λ, µ 分别控制了插值曲面片沿两个坐标轴方向的变化趋势.

4.2 函数值约束控制

对于插值区域 D = [x1, x2; y1, y2] 内的任意点 (x, y), 令 (u, v) 为局部坐标. 以下定量分
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析插值曲面的局部点控制问题, 即如何确定插值曲面在某点处的函数值等于给定的实数M ,
其中

min
i,j=1,2

{fi,j} 6 M 6 max
i,j=1,2

{fi,j} .

令
2∑

i=1

2∑
j=1

ωi,j(u, v)fi,j = M, (8)

称 (8)式为函数值控制方程. 局部坐标 (u, v)已知,若能找到一组待定正参数α1, α2, β1, β2, λ, µ

和权系数 ω 满足 (8) 式, 则可以实现局部函数值约束控制.
不失一般性, 上述形状控制问题可以归结为中央点函数值控制问题, 即此时 (u, v) =

(0.5, 0.5). 为了简化运算步骤, 不妨令 λ = µ = ω = 0.5, α1 = α2 = α, β1 = β2 = β, α 和 β 为

待定参数. 则中央点函数值控制方程可表示为

k1α + k2β + k3αβ + k4 = 0, (9)

其中
k1 = f11 + 3f12 + 2f22 − 6M, k2 = f11 + 3f21 + f22 − 6M,

k3 = 2f11 + 2f12 + 2f21 − 6M, k4 = f12 + f21 + 4f22 − 6M.

因此可以得到如下结论.
定理 4 加权有理插值函数的中央点函数值控制问题有解的充分条件是序列 {k1, k2, k3, k4}

变号数的值不为零.
证 由函数值控制方程 (9) 式可知, 参数 α 和 β 若存在正解, 则加权线性有理插值函数

的中央点函数值控制问题有解的充分条件是 k1, k2, k3, k4 不同号, 即证.
给定平面区域 D = [0, 1; 0, 1], 插值数据如表 1 所示. 下面讨论加权线性有理插值函数的

中央点函数值控制问题. 取 λ = µ = ω = 0.5, α1 = α2 = α,β1 = β2 = β. 为了便于求解, 不妨
设 α = β.
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(a) α = β = 6
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(b) α = β = 0.5
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(c) α = β = 14

图 5: 有理插值曲面的中央点函数值控制.

(1) α = β = 6 时, 中央点函数值M = 2.4762, 此时的有理插值曲面如图 5 (a).
(2) 若要使插值曲面在中央点的形状“上升”, 如M = 3, 根据 (9) 式只需 α = β = 0.5,

此时的有理插值曲面如图 5 (b).
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(3) 若要使插值曲面在中央点的形状“下降”, 如M = 2.4, 根据 (9) 式只需 α = β = 14,
此时的有理插值曲面如图 5 (c).

5 结语

本文利用加权组合的方法, 先按不同顺序生成两种二元线性有理插值曲面, 然后将二者
加权组合得到一种新的线性有理插值曲面. 该插值曲面具有对称的基表示形式, 满足积分一
致性, 有界性, 讨论了其插值误差分析. 对于给定的插值数据, 在一定范围内改变形状参数
α1, α2, β1, β2, λ, µ 和权系数 ω 的值可以整体或局部调控有理插值曲面的形状并实现中央点

函数值控制.
基函数共包含 7 个参数, 虽然参数多有利于控制形状, 但是也给参数的选择带来诸多不

便, 可考虑适当减少一些不必要或对曲面形状影响不大的参数. 如可令 α1 = α2, β1 = β2,
λ = µ , 对称地控制曲面的形状. 数值实验结果表明, 与现有三次及四次有理插值方法相比,
线性有理插值方法次数更低, 计算量小, 形状控制方法简单有效.
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results of the NURBS methods in surface interpolation.
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