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摘 要: 本文研究了半张量积下矩阵方程组 AX = B, XC = D 在不同情况下的最小二乘解

X∗ ∈ Rp×q, 其中矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b, D ∈ Rl×d 给定. 根据半张量积的定义将其转

变为普通乘积下的矩阵方程组, 再结合矩阵奇异值分解及矩阵微分给出该方程组在不同情况下最小二

乘解的解析表达式, 并用数值算例加以验证.
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1 引言

本文中所用记号 Rm×n 表示所有实数域上 m × n 阶矩阵的集合; Ik 为 k 阶单位矩阵.
对M ∈ Rm×n, MT 和M † 分别表示转置和Moore-Penrose 广义逆. 对矩阵M, N ∈ Rm×n,
内积定义为 〈M, N〉 = trace(MT N), 由此导出的矩阵范数为 Frobenius 范数, 记为 ‖ · ‖.
lcm{m,n} 和 gcd{m,n} 分别表示正整数 m,n 的最小公倍数和最大公约数. 对M = [aij ],
N = [bij ] ∈ Rm×n, M ⊗N 表示矩阵M 和 N 的 Kronecker 积 [1]

M ⊗N =




a11N a12N · · · a1nN

a21N a22N · · · a2nN
...

...
. . .

...
am1N am2N · · · amnN



∈ Rm2×n2

;

M ¯N 表示矩阵M 与 N 的 Hadamard 积 [1]

M ¯N =




a11b11 a12b12 · · · a1nb1n

a21b21 a22b22 · · · a2nb2n

...
...

. . .
...

am1bm1 am2bm2 · · · amnbmn



∈ Rm×n.
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对M = [aij ] ∈ Rm×n, 矩阵的列拉直算子 Vc(·) 和行拉直算子 Vr(·) 分别表示为

Vc(M) = [a11 a21 · · · am1 · · · a1n a2n · · · amn]T ,

Vr(M) = [a11 a12 · · · a1n · · · am1 am2 · · · amn].

定义 1 [2] 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, 记 t = lcm{n, h} 为 n, h 的最小公倍数, 矩阵
A 和 B 的半张量积可表示为

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/h) ∈ Rmt/n×kt/h.

半张量积最初由程代展教授提出用以解决多线性函数的矩阵表示问题 [3], 随后不仅
应用在高维数据的排列以及电力系统非线性鲁棒稳定控制代数化等问题 [4], 而且为布尔
网络 [5], 密码学 [6], 图染色 [7], 模糊控制 [8] 等领域中的问题研究提供了一种新的研究工

具. 而这些问题的解决在某些情况下可归结为半张量积下线性方程或矩阵方程的求解问
题. 如在网络非合作化问题中 [9], 设有 m 个玩家, 记M = {1, 2, · · · ,m}, 玩家 j 的策略集是

N = {1, · · · , nj}, j = 1, 2, · · · ,m. 现假定玩家 j 的混合策略是

aj = [a1
j , a

2
j , · · · , a

nj

j ]T ∈ Rnj , ai
j > 0, i = 1, · · · , nj ,

nj∑
i=1

ai
j = 1, j = 1, 2, · · · ,m,

则所求的 Nash 均衡点 (a∗1, a
∗
2, · · · , a∗m) 即等价于求解下列半张量积下的矩阵方程

Φnm
j=1 a∗j = 0,

其中 Φ 已知. 对于此类问题, 姚娟等 [10] 将其归结为半张量积下矩阵方程 AnX = B 求解问

题, 并细致研究了半张量积下方程该有解的充要条件及具体解析表达式, 同时在其博士论文
中讨论了半张量积下矩阵方程 AnX = B 的最小二乘解. 在实际应用中, 如布尔网络, 模糊
控制及网络非合作化问题中, 我们往往会遇见更加复杂的问题, 利用半张量积工具, 这类问题
可归结为如下半张量积下的矩阵方程组

{
AnX = B,

X n C = D.
(1.1)

方程 (1.1) 中的系数矩阵均来自于实测数据, 由于测量误差的影响, 得到的数据总是不精确
的. 又由于舍入误差的影响, 方程 (1.1) 不一定满足类似于文 [10] 给出的较复杂的相容条件,
因此有必要讨论如下半张量积下矩阵方程组的最小二乘问题.
问题 1 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和 D ∈ Rl×d, 求 X∗ ∈ Rp×q 满足

‖AnX∗ −B‖2 + ‖X∗ n C −D‖2 = min
X∈Rp×q

‖AnX −B‖2 + ‖X n C −D‖2. (1.2)

对于矩阵方程 (组) 的求解及其最小二乘解问题, 因其在生物学, 工程力学, 参数识别, 振
动理论的逆问题以及线性规划等广泛的应用, 故已被广泛研究. 众多学者利用矩阵分块, 广义
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逆, 矩阵分解等多种技巧方法将方程或方程组降维, 进而给出解存在的充要条件及其具体解
析表达式, 或进一步讨论及最小二乘解及极小范数最小二乘解. 如对一般矩阵方程组

{
AX = B,

XC = D.
(1.3)

Mitra[11] 基于广义逆给出了极小秩最小二乘解; 李 [12–14] 分别探究了方程 (1.3) 的自反解, 广
义自反解, 镜像对称最小二乘解, κ - 厄尔米特最小二乘解; 裘 [15] 则利用 Kronecker 积将其
化成相应方程组, 再利用广义逆给出解的拉直形式; 袁 [16] 利用矩阵的谱分解给出了最小二

乘解和对称最小二乘解的显示表达式. 普通矩阵乘积下矩阵方程组 (1.3) 的求解及其最小二
乘解已得到充分研究, 但半张量积下矩阵方程组 (1.1) 未见有研究成果, 因此将半张量积概念
推广到矩阵方程组的研究工作也是有意义的. 类似于文 [10] 处理半张量下矩阵方程 AX = B

的研究思路, 首先将半张量积下的矩阵方程组转化为普通乘积下的矩阵方程组, 进而结合矩
阵分块、矩阵广义逆及其矩阵分解技巧给出最小二乘解的具体解析表达式. 同样首先考虑矩
阵 - 向量方程, 即 (1.1) 式中 X 为向量的情形, 研究其最小二乘解的具体解析表达式; 进而探
究一般形式矩阵 - 矩阵方程, 即 (1.1) 式中 X 为矩阵的情形, 研究其最小二乘解的具体解析
表达式.
本文推导过程中用到如下矩阵微分的基础知识

∂tr(XT A)
∂X

= A,
∂tr(XT AX)

∂X
= (A + AT )X,

∂tr(AXBX)
∂X

= (AXB + BXA)T ,
∂tr(XT AT BX)

∂X
= AT BX + XT AT B.

2 矩阵 - 向量方程 (1.1) 的最小二乘解

本节考虑矩阵 - 向量型的最小二乘问解, 即给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b,
和 D ∈ Rl×d, 求向量 X∗ ∈ Rp 满足

‖AnX∗ −B‖2 + ‖X∗ n C −D‖2 = min
X∈Rp

‖AnX −B‖2 + ‖X n C −D‖2. (2.1)

由半张量积定义知, 在方程 (1.1) 中矩阵 A 与 B 的行数, 矩阵 X 与 D 的行数均存在倍数关

系. 故可分 m = h, p = l; m = h, p 6= l; m 6= h, p = l 和 m 6= h, p 6= l 四种情形来考虑问题.
经验证 m = h, p = l 和 m = h, p 6= l 情况下 X∗ 的解析表达式相同, 同样 m 6= h, p = l 和

m 6= h, p 6= l 情形下结果类似, 故只需从m = h 和m 6= h 这两种情形下展开讨论. 我们的研
究思路是, 首先利用半张量积的定义将问题转化为普通乘积下的最小二乘问题, 再结合矩阵
的微分和广义逆给出最小二乘解 X∗ 的具体解析表达式.

2.1 简单形式 m = h

由半张量积定义, 可得问题 (2.1) 在m = h 情形下有解的必要条件.
引理 1 若 X 是问题 (2.1) 的解, 则矩阵 A,B, C, D 的维数需满足

i) n
k
和 l

a
必为正整数.
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ii) b = d 并且 p = l
a

= n
k
.

证 对于
mt/n×t/p︷ ︸︸ ︷
AnX = B,

有 mt
n

= h, t
p

= k, 其中 t = lcm{n, p}. 由m = h 得 t = n, 进而有 p = n
k
必为正整数. 对于

X n C︸ ︷︷ ︸
pt1×bt1/a

= D,

有

X n C = (X ⊗ It1)(C ⊗ I t1
a
) = D ∈ Cpt1× bt1

a , t1 = lcm{1, a}.
因此 t1 = a, 并且

pt1 = l,
bt1
a

= d,

从而 l
a
必为正整数. 此外 p = l

a
= n

k
, b = d. 引理得证.

称引理 1 中的条件为维数相容条件, 并假定问题 (2.1) 满足相容条件. 将 (2.1) 式转化为

min
X∈Rp

‖(A⊗ It1/n)(X ⊗ It1/p)−B‖2 + ‖(X ⊗ It2)(C ⊗ It2/a)−D‖2, (2.2)

其中 t1 = lcm{n, p}, t2 = lcm{1, a}. 记 (2.2) 式的目标函数为 F (X). 此时有

min
X∈Rp

F (X)

= min
X∈Rp

k∑
r=1

‖[Ar Ak+r · · · A(p−1)k+r]X −Br‖2 +
a∑

i=1

b∑
j=1

‖cijX − [dij da+i,j · · · d(p−1)a+i,j ]T‖2,

= min
X∈Rp

k∑
r=1

‖ÂrX −Br‖2 +
a∑

i=1

b∑
j=1

‖cijX − D̂ij‖2,

= min
X∈Rp

k∑
r=1

tr(XT ÂT
r ÂrX − 2XT ÂT

r Br + BT
r Br) +

a∑
i=1

b∑
j=1

tr(c2
ijXXT − 2cijD̂

T
ijX + D̂T

ijD̂ij),

(2.3)
其中 Âr = [Ar Ak+r · · · A(p−1)k+r], D̂ij = [dij da+i,j · · · d(p−1)a+i,j ]T , As 表示矩阵 A 的第 s

列, Br 表示矩阵 B 的第 r 列, r = 1, · · · , k; s = 1, · · · , n. 由一阶微分必要条件知 F (X∗) 达
到极小须 ∂F (X∗)

∂X∗ = 0. 对函数 F (X) 求导, 可得

∂F (X)
∂X

=
k∑

r=1

a∑
i=1

b∑
j=1

(2ÂT
r ÂrX + 2c2

ijX − 2ÂT
r Br − 2cijD̂ij).

结合广义逆, 可得如下结论.
定理 1 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和 D ∈ Rl×d, 则问题 (2.1) 在m = h

情形下的唯一最小二乘解 X∗ 可表示为

X∗ =

[
k∑

r=1

a∑
i=1

b∑
j=1

(ÂT
r Âr + c2

ijE)

]† k∑
r=1

a∑
i=1

b∑
j=1

(ÂT
r Br + cijD̂ij).
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例 1 令

A =




1 1 0 0 1 2
0 2 1 1 0 1
0 −1 1 −1 1 1


 , B =




1 0
2 1
0 3


 ,

C =

[
1 1
0 1

]
, D =

[
0 0 2 0 −1 0
1 1 2 −2 0 −1

]T

.

则由引理 1 有 p = n
k

= 6
2

= l
a

= 3. 故 X∗ ∈ R3, 再由定理 1 可得

2∑
r=1

2∑
i=1

2∑
j=1

(ÂT
r Âr + c2

ijE) =




10 3 4
3 7 1
4 1 11


 ,

2∑
r=1

2∑
i=1

2∑
j=1

(ÂT
r Br + cijD̂ij) =




2
2
3


 .

故唯一最小二乘解 X∗ = [0.0332, 0.2373, 0.2391]T .

2.2 一般情形 m 6= h

由半张量积定义, 可得m 6= h 时问题 (2.1) 的维数相容条件.
引理 2 若 X 是问题 (2.1) 的解, 则矩阵 A,B, C, D 的维数须满足

i) h
m

,n
k
和 l

a
必为正整数, gcd{k, h

m
} = 1.

ii) p = l
a

= nh
mk

, b = d.
证 由半张量积的定义有

mt2
n

= h,
t2
p

= k, l = pt1, d =
bt1
a

, t1 = lcm{1, a}, t2 = lcm{n, p}.

因为 t1 = a, t2
n

= h
m
以及 p = l

t1
= l

a
= t2

k
= nh

mk
, 从而 h

m
和 l

a
必为整数, 且有

t2 =
nh

m
= lcm{n, p} = lcm{n,

nh

mk
},

其中 n
k
是 nh

k
的公约数. 此外,

t2
n

=
h

m
,

t2
nh
mk

= k.

故可知 h
m
与 k 互素. 若 l

a
= n

k
, 则 p = h

m
· n

k
= l

a
, 从而有 h

m
= 1. 这显然与条件矛盾. 证明完

毕.
假定问题 (2.1) 满足相容条件. 由半张量定义, 问题 (2.1) 可转化为

‖(A⊗Ih/m)nX∗−B‖2+‖X∗nC−D‖2 = min
X∈Rp

‖(A⊗Ih/m)nX−B‖2+‖XnC−D‖2. (2.4)

记 Ã = (A⊗ Ih/m). 此时问题 (2.4) 可转化为m = h 情形来讨论, 利用上一小节的结论可得
定理 2 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和 D ∈ Rl×d, 则方程 (2.1) 在m 6= h

情形下的最小二乘解 X∗ 的解析表达式为

X∗ =

[
k∑

r=1

a∑
i=1

b∑
j=1

(A
T

r Ar + c2
ijE)

]† k∑
r=1

a∑
i=1

b∑
j=1

(A
T

r Br + cijD̂ij),
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其中 Ar = [Ãr Ãk+r · · · Ã(p−1)k+r], Ãs 表示矩阵 Ã 的第 s 列, Br 表示矩阵 B 的第 r 列,
r = 1, · · · , k; s = 1, · · · , nh/m.

例 2 令

A =




1 2 3 1
0 2 1 −1
2 1 0 1
0 2 −1 1


 , BT =




1 4 −6 0 4 −2 2 2 0 0 4 2
−2 1 4 2 0 4 −2 2 2 −2 0 4
6 −2 1 2 2 0 0 −2 2 −2 −2 0
2 6 −2 2 2 2 1 0 −2 2 −2 −2


 ,

C =




1 2 1 0 0
0 1 1 −1 0
1 0 0 0 1


 , DT =




1 0 2 0 −2 1 1 0 0
1 1 0 1 0 −2 0 1 0
0 1 1 0 1 0 2 0 1
2 0 1 1 0 1 0 2 0
0 2 0 −1 1 0 0 0 2




.

则由引理 2 知 p = l
a

= 9
3

= h
m
∗ n

k
= 12

4
∗ 4

4
= 3, 故最小二乘解 X∗ ∈ R3, 再由定理 2 可得

3∑
r=1

2∑
i=1

3∑
j=1

(ÂT
r Âr + c2

ijE) =




41 0 0
0 61 0
0 0 36


 ,

3∑
r=1

2∑
i=1

3∑
j=1

(ÂT
r Br + cijD̂ij) =




35
100
−43


 ,

故其唯一最小二乘解 X∗ = [0.8537 1.6393 − 1.1944]T .

3 矩阵 - 矩阵方程 (1.1) 的最小二乘解

本节讨论矩阵 - 矩阵型最小二乘解, 即给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和

D ∈ Rl×d, 求矩阵 X ∈ Rp×q 使得

‖AnX∗ −B‖2 + ‖X∗ n C −D‖2 = min
X∈Rp×q

‖AnX −B‖2 + ‖X n C −D‖2. (3.1)

仿照第二节, 也分m = h, l = p; m = h, l 6= p; m 6= h, l = p 和m 6= h, l 6= p 四种情况讨论问

题. 先考虑m = h, l = p 的情形, 其它情形可类似讨论. 由半张量积的定义将 (3.1) 式转化为
普通乘积下的最小二乘问题, 进而结合奇异值分解及广义逆给出最小二乘解 X∗ 的解析表达

式. 为方便记 (3.1) 式中右端极小值问题中目标函数为 G(X).

3.1 简单情形 m = h, p = l

引理 3 若 X ∈ Rp×q 是问题 (3.1) 的解, 则系数矩阵 A,B, C, D 的维数满足下列条件

(i) n
l
,d
b
必为正整数.

(ii) ad
b
|k, n

l
|k 且 q = ad

b
= lk

n
.

证 对于方程 (1.1) 有

mt

n
= h,

qt

p
= k;

pt1
q

= l,
bt1
a

= d; t = lcm{n, p}, t1 = {q, a}.

因为m = h 和 l = p, 则 t = n,t1 = q, t1
a

= q
a

= d
b
和 t

p
= n

l
= k

q
. 因此 p = l, q = ad

b
; 并且 d

b
,

n
l
均为整数, 且有 q = ad

b
和 n

l
均整除 k.



No. 3 李涛等: 半张量积下矩阵方程组 AX = B, XC = D 的最小二乘解 531

假定问题 (3.1) 满足引理 3 中给出的维数相容条件. 对于 AnX = B, 有

[
←−
A 1

←−
A 2 · · ·←−A p]n [X1 X2 · · · Xq] = [

←−
B 1

←−
B 2 · · · ←−B q],

其中
←−
A t ∈ Rm×n/l,

←−
B t ∈ Rm×n/l 分别是矩阵 A,B 的列分块矩阵, t = 1, · · · , q. 通过矩阵的

列拉直算子 Vc(·) 将上式转化为

[Vc(
←−
A 1) Vc(

←−
A 2) · · · Vc(

←−
A p)][X1 X2 · · · Xq] = [Vc(

←−
B 1) Vc(

←−
B 2) · · · Vc(

←−
B q)] ∈ Rmn/l×q.

(3.2)
记

←−
A = [Vc(

←−
A 1) Vc(

←−
A 2) · · · Vc(

←−
A p)] =




A1 An/l+1 · · · A(p−1)n/l+1

A2 An/l+2 · · · A(p−1)n/l+2

... · · · . . .
...

An/l A2n/l · · · Apn/l




,

←−
B = [Vc(

←−
B 1) Vc(

←−
B 2) · · · Vc(

←−
B q)].

对于 X n C = D, 有

X n C = X(C ⊗ Id/b) = D. (3.3)

记
←−
C = (C ⊗ Id/b). 由 (3.2) 和 (3.3) 式可得

min
X∈Rp×q

G(X)

= min
X∈Rp×q

‖←−AX −←−B‖2 + ‖X←−C −D‖2,

= min
X∈Rp×q

tr(XT←−AT←−AX − 2XT←−AT←−B +
←−
B T←−B ) + tr(XT←−C T←−C X − 2XT←−C T D + DT D).

(3.4)
对 G(X) 进行求导得

∂G(X)
∂X

= 2
←−
AT←−AX + 2X

←−
C
←−
C T − 2

←−
AT←−B − 2D

←−
C T .

由一阶微分必要条件知, 函数 G(X∗) 达到极小值需 ∂G(X)
∂X

= 0. 因此

←−
AT←−AX + X

←−
C
←−
C T =

←−
AT←−B + D

←−
C T . (3.5)

记矩阵
←−
A ,

←−
C 的奇异值分解为

←−
A = U1

[
Σ1 0
0 0

]
V T

1 ,
←−
C = U2

[
Σ2 0
0 0

]
V T

2 , (3.6)

其中 U1 = [U11 U12], V1 = [V11 V12], U2 = [U21 U22], V2 = [V21 V22] 均为列正交矩阵. 而 Σ1 =
diag(σ1 σ2 · · · σs), Σ2 = diag(η1 η2 · · · ηt), 其中 σi ≥ 0, ηj ≥ 0 (i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , t) 分
别为矩阵

←−
A,
←−
C 的奇异值, rank(

←−
A ) = s, rank(

←−
C ) = t.
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将 (3.6) 式代入方程 (3.5) 得
[

Σ2
1 0

0 0

]
V T

1 XU2 + V T
1 XU2

[
Σ2

2 0
0 0

]
= V T

1 [
←−
AT←−B + D

←−
C T ]U2. (3.7)

假定

V T
1 XU2 =

[
X11 X12

X21 X22

]
,

其中矩阵 X11 ∈ Rs×t, X12 ∈ Rs×(q−t), X21 ∈ R(p−s)×t, X22 ∈ R(p−s)×(q−t). 将上述分块代入方

程 (3.7), 方程 (3.7) 等价于





(Σ1)2X11 + X11Σ2
2 = V T

11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21,

(Σ1)2X12 = V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U22,

X21(Σ2)2 = V T
12(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21,

V T
12(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U22 = 0.

(3.8)

记 X11 = [Xij ], V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21 = [dij ], i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , t. 由 (3.8) 式中第一

个等式可得 σ2
i xij + xijη

2
j = dij , 则

X11 = Y ¯ [V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21],

其中矩阵 Y = [yij ], yij = 1
σ2

i +η2
j
. 由 (3.8) 式中的第二和第三个等式可得

X12 = (Σ−1
1 )2[V T

11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U22],

X21 = [V T
12(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21](Σ−1

2 )2.

定理 3 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和 D ∈ Rl×d, 则方程 (3.1) 在
m = h, p = l 情形下的最小二乘解 X∗ 的解析表达式为

X∗ = V T
1

[
Y ¯ [V T

11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21] (Σ−1

1 )2[V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U22]

[V T
12(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21](Σ−1

2 )2 X22

]
U2,

其中 X22 ∈ R(p−s)×(q−t) 任意.
例 3 令

A =




1 0 1 0
0 1 2 1
2 −1 0 1


 , B =




1 0 2 0 3 0
0 1 0 2 0 3
2 −1 4 −2 6 −3


 ,

C =




2 −1 0
0 1 −1
0 1 1


 , D =

[
1 4 0
3 1 4

]
.



No. 3 李涛等: 半张量积下矩阵方程组 AX = B, XC = D 的最小二乘解 533

则根据引理 3 可得, 其最小二乘解 X∗ ∈ R2×3, 由定理 3 可知

V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21 =

[
2.1234 −4.0000 20.6759
−1.5926 3.0000 −15.5069

]
,

Y =

[
0.0737 0.1000 0.1060
0.0865 0.1250 0.1344

]
, V11 = V1 =

[
−0.7071 −0.7071
0.7071 −0.7071

]
,

U21 = U2 =




0.9294 0 −0.3690
−0.2610 −0.7071 −0.6572
−0.2610 0.7071 −0.6572


 ,

故最小二乘解

X∗ =

[
−0.3576 1.4315 −0.2147
0.3412 −3.0771 2.2070

]
.

3.2 一般情形 m = h, p 6= l

由半张量积定义给出m = h, p 6= l 情形下问题 (3.1) 的维数相容条件.
引理 4 若 X ∈ Rp×q 是问题 (3.1) 的最小二乘解, 则须满足两个条件
(i) d

b
必为正整数;

(ii) p = l
β

= n
α
,q = ad

bβ
= k

α
, 其中 α 和 β 6= 1 分别为 n 与 k 和 l 与 a 的公约数, 且

gcd{β, d
b
} = 1.

证 由半张量积的定义有

mt

n
= h,

qt

p
= k;

pt1
q

= l,
bt1
a

= d; t = lcm{n, p}, t1 = {q, a}.

因为 m = h, 故 t
p

= n
p

= k
q

= α, 且 t1 = ad
b
和 t1

q
=

ad
b

q
= l

p
= β, t1

a
= d

b
, 因此 {β, d

b
} = 1,

β|a, 若 β = 1, 则 l = p, 这与条件矛盾. 故而 d
b
必为整数. 并且 p = l

β
= n

α
以及 q = ad

bβ
= k

α
.

证明完毕.
从引理 4 中可看出其最小二乘解不唯一, 令其所有解称为相容解. 假定问题 4 满足引理

4 中的维数相容条件, 则可得下列结果: 对于 AnX = B, 其结果类似于 3.1 小节有

[Vc(
←−
A 1) Vc(

←−
A 2) · · · Vc(

←−
A p)][X1 X2 · · · Xq] = [Vc(

←−
B 1) Vc(

←−
B 2) · · · Vc(

←−
B q)] ∈ Rmα×q. (3.9)

记

←−
A = [Vc(

←−
A 1) Vc(

←−
A 2) · · · Vc(

←−
A p)] =




A1 Aα+1 · · · A(p−1)α+1

A2 Aα+2 · · · A(p−1)α+2

... · · · . . .
...

Aα A2α · · · Apα




,

←−
B = [Vc(

←−
B 1) Vc(

←−
B 2) · · · Vc(

←−
B q)],
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其中
←−
A t ∈ Rm×α,

←−
B t ∈ Rm×α 分别是矩阵 A,B 的分块矩阵, t = 1, · · · , q. 对于 X n C = D,

有

X n C = (X ⊗ Iβ)(C ⊗ Id/b) =




X1 ⊗ Iβ

X2 ⊗ Iβ

...
Xp ⊗ Iβ







C1

C2

...
Cq




=




D1

D2

...
Dp




, (3.10)

其中Xi 是矩阵X 的第 i 行, Cj ∈ Rβ×d 和Di ∈ Rβ×d 分别是矩阵 C = (C ⊗ Id/b) 和矩阵D

的分块矩阵 (i = 1, · · · , p; j = 1, · · · , q). 通过矩阵的行拉直算子 Vr(·) 可将 (3.10) 式进一步
简化为

X




Vr(C1)
Vr(C2)

...
Vr(Cq)




=




Vr(D1)
Vr(D2)

...
Vr(Dp)




.

简记

Ĉ =




Vr(Ĉ1)
Vr(Ĉ2)

...
Vr(Ĉq)




, D̂ =




Vr(D̂1)
Vr(D̂2)

...
Vr(D̂p)




,

则

min
X∈Rp×q

G(X)

= min
X∈Rp×q

‖←−AX −←−B‖2 + ‖XĈ − D̂‖2,

= min
X∈Rp×q

tr(XT←−AT←−AX − 2XT←−AT←−B +
←−
B T←−B ) + tr(XT ĈT ĈX − 2XT ĈT D̂ + D̂T D̂).

重复 3.1 小节中求导的过程可得下述定理.

定理 4 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b, 和 D ∈ Rl×d. A 和 B 的奇异值分解

如 (3.6) 式所示. 则方程 (3.1) 在m = h, p 6= l 情形下的最小二乘解 X∗ 可表示为

X∗ = V T
1

[
Y ¯ [V T

11(
←−
AT←−B + D̂ĈT )U21] (Ω−1

1 )2[V T
11(
←−
AT←−B + D̂ĈT )U22]

[V T
12(
←−
AT←−B + D̂ĈT )U21](Ω−1

2 )2 X22

]
U2,

其中 X22 ∈ R(p−s)×(q−t) 任意.

例 4 令

A =




1 2
2 1
0 1


 , B =




3 3 −2 3 8 −1
6 6 −1 6 7 1
0 0 −1 0 3 −1


 ,
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C =




1 0 1 0
0 0 0 1
1 0 −1 0
−1 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 1 0
−1 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 1 0




, D =




1 0 0 0 1 0 0 −1
−1 1 0 0 1 1 0 0
0 −1 0 0 0 1 1 0
−2 0 0 0 −2 0 0 1
1 −2 0 0 −1 −2 0 0
0 1 0 0 0 −1 −2 0




.

则由引理 4 知 p = l
β

= 6
3

= n
α

= 2
1

= 2, q = a
β
∗ d

b
= 9

3
∗ 8

4
= k

α
= 6

1
= 6, 故其最小二乘解

X∗ ∈ R2×6, 再由定理 4 得

(Ω−1
1 )2[V T

11(
←−
AT←−B + D̂ĈT )U22] =

[
27.7383 −17.3431 −25.3138
3.2242 −2.9860 2.1039

]
,

Y ◦ [V T
11(
←−
AT←−B + D̂ĈT )U21] =

[
−0.6431 0.6135 −1.4315
1.0184 −0.9842 −0.8353

]
,

V1 =

[
−0.6618 −0.7497
−0.7497 0.6618

]
,

U21 =




−0.5483 0.0747 0.1646
−0.0499 −0.6899 0.1469
0.5483 −0.0747 −0.1646
0.3050 0.1772 0.9357
0.5483 −0.0747 −0.1646
0.0499 0.6899 −0.1469




, U22 =




−0.8110 −0.0908 0.0262
−0.0819 0.6748 −0.1948
−0.4055 −0.2415 −0.6662
0.0000 0.0000 0.0000
−0.4055 0.1507 0.6925
−0.0819 0.6748 −0.1948




,

则可得该方程的最小二乘解为

X∗ =

[
1.4721 −0.7366 −4.1572 −1.5535 0.7471 0.6340
−0.3585 2.7110 −1.1757 −1.3059 1.0054 −0.6594

]
.

3.3 一般情形 m 6= h, p = l

同样首先给出m 6= h, p = l 情形下问题 (3.1) 的维数相容条件.

引理 5 若 X ∈ Rp×q 是问题 (3.1) 的最小二乘解, 则须满足

i) h
m
与 d

b
必是正整数;

ii) p = l = n
α

h
m

, q = ad
b

= k
α
, 其中 α 是 n 和 k 的公约数, 且 gcd{α, h

m
} = 1.

证 证明过程类似于引理 4.

类似于 3.1 小节. 记 A = (A⊗ Ih/m),
←−
C = (C ⊗ Id/b), 则又转化为m = h, p = l 的情形.
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记

←−
A =




A1 Aα+1 · · · A(p−1)α+1

A2 Aα+2 · · · A(p−1)nα+2

... · · · . . .
...

Aα A2α · · · Apα




,

其中 p = l = nh
mα

. 重复 3.1 小节的过程, 则有下列结果.
定理 5 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和 D ∈ Rl×d. A 和 B 的奇异值分解

如 (3.6) 所示. 则问题 (3.1) 在m 6= h 情形下的最小二乘解 X∗ 可表示为

X∗ = V T
1

[
Y ¯ [V T

11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21] (Σ−1

1 )2[V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U22]

[V T
12(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21](Σ−1

2 )2 X22

]
U2,

其中 X22 ∈ R(p−s)×(q−t) 任意.
例 5 令

A =

[
1 1 0 2
0 1 −1 0

]
, B =




1 2 0 1 2 0 0 2
0 1 2 0 1 2 0 0
0 0 1 2 0 1 2 0
0 0 0 1 0 0 −1 2
0 0 0 0 1 0 0 −1
−1 0 0 0 0 1 0 0




,

C =

[
2 0 1
1 −1 1

]
, D =




1 −2 0
1 0 1
2 0 1


 ,

则由引理 5 知 p = l = 3 = n
α

h
m

= 4
4
∗ 6

2
, q = ad

b
= 2∗3

3
= k

α
= 8

4
, 故最小二乘解 X∗ ∈ R3×2, 再

由定理 5 有

Y ¯ [V T
11(
←−
AT←−B + D

←−
C T )U21] =




0.8112 0.5847
0.5403 −0.6926
1.0919 −1.1054


 , V T

1 =




0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0


 ,

U21 = U2 =

[
−0.8112 −0.5847
−0.5847 0.8112

]
,

则可得该方程的最小二乘解为

X∗ =




0.2395 1.5352
0.0333 0.8778
1.0000 0.0000


 .

3.4 一般情形 m 6= h, p 6= l
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m 6= h, p 6= l 情形下问题 (3.1) 的维数相容条件如下.
引理 6 若问题 (3.1) 有最小二乘解 X ∈ Rp×q, 则需满足
i) h

m
和 d

b
为正整数.p = l

β
= n

α
· h

m
, q = k

α
= a

β
· d

b
, 其中 α 和 β 6= 1 分别为 n 与 k 和 a

与 l 的公约数;
ii) gcd{α, h

m
} = 1, gcd{β, d

b
} = 1.

证 由半张量积的定义,

mt

n
= h,

qt

p
= k,

pt1
q

= l,
bt1
a

= d t = lcm{n, p}, t1 = lcm{q, a}.

从上可知 t
n

= h
m

, t1
a

= d
b
必为整数, 并且有 t

p
= nh/m

q
= α, t1

q
= l

p
= β, 因此 p = l

β
= n

α
· h

m
,

q = k
α

= a
β
· d

b
. 此外, 若 β = 1, 则 l = p, 显然与条件相悖, 并且

t

p
= α,

t

n
=

h

m
;

t1
q

= β,
t1
a

=
d

b
,

因此 gcd{α, h
m
} = 1 和 gcd{β, d

b
} = 1. 证毕.

假定 (3.1)满足引理 6中的维数相容条件.记A = (A⊗Ih/m). 此时,转化为m = h, p 6= l

的形式, 重复 3.2 小节的过程, 则有下面结果.
定理 6 给定矩阵 A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b 和 D ∈ Rl×d, A 和 B 的奇异值分解

如 (3.6) 所示. 则问题 (3.1) 在m 6= h, p 6= l 情形下的最小二乘解 X∗ 可表示为

X∗ = V T
1

[
Y ¯ [V T

11(
←−
AT←−B + D̂

←−
C T )U21] (Ω−1

1 )2[V T
11(
←−
AT←−B + D̂

←−
C T )U22]

[V T
12(
←−
AT←−B + D̂

←−
C T )U21](Ω−1

2 )2 X22

]
U2,

其中 X22 ∈ R(p−s)×(q−t) 任意.

4 结论

半张量积作为一种新的研究工具在多线性函数、电力系统、布尔网络、密码学及模糊控

制等领域有广泛地应用. 本文将半张量积应用于矩阵方程求解问题, 研究了半张量积下矩阵
方程组 AX = B,XC = D 的最小二乘解, 分矩阵 - 向量方程 (X ∈ Rp) 和矩阵 - 矩阵方程
(X ∈ Rp×q) 两种情形展开讨论. 结合半张量积的定义给出问题有解的相容条件, 即系数矩阵
维数需满足的关系式, 进而将半张量积下的问题转化为普通矩阵乘积下的矩阵方程最小二乘
问题, 结合广义逆, 矩阵微分及奇异值分解给出问题解的具体解析表达式. 对每一种情形给出
简单的数值算例验证理论结果的正确性.
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LEAST-SQUARES SOLUTIONS OF MATRIX EQUATIONS

AX = B, XC = D WITH SEMI-TENSOR PRODUCT
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Abstract: In this paper, we consider the least-square solutions X∗ ∈ Rp×q of the

matrix equations AX = B, XC = D with respect to the semi-tensor product, where matrices

A ∈ Rm×n, B ∈ Rh×k, C ∈ Ra×b, D ∈ Rl×d are given. By using the definition of the semi-tensor

product, we transform the original problem under semi-tensor product into some related matrix

least squares with the conventional matrix product. Then, combining with the differentiation and

singular value decomposition of matrices, we give the explicit representation of the least squares

solution. Finally, we present some elementary numerical examples to verify the proposed results.

Keywords: semi-tensor product; matrix equations; least-squares solution; singular value
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