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精确线搜索下一种新的混合共轭梯度法
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摘要: 本文对于大规模无约束优化问题提出了一种新的混合 βk 公式, 从而提出了一种具有充

分下降性的混合共轭梯度法. 利用精确线搜索步长规则, 在适当的假设下证明了新算法的全局收敛性.
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1 引言

考虑如下无约束优化问题

min
x∈Rn

f(x), (1.1)

其中 f(x) 是 Rn −→ R 上的连续可微函数, 用非线性共轭梯度法求解无约束优化问题 (1.1),
点列 {xk} 的迭代格式为

xk+1 = xk + αkdk, (1.2)

这里的 αk 为步长. 本文选用精确线搜索计算 αk, 即每步迭代中选择 αk 满足

αk = min{α|∇f(xk + αdk)T dk = 0, α > 0}. (1.3)

选取步长因子 αk 最好的方法就是使目标函数沿着搜索方向 dk 达到极小, 从理论上来说, 精
确线搜索所得到的步长因子有着最好的下降量. 例如 Zoutendijk[1] 证明了采取精确线搜索的

FR 方法对一般非凸函数总收敛; 从文献 [2] 中的结果可知用精确线搜索的 PRP 方法对一致
凸函数全局收敛; Rivaie[3] 提出了一个新算法在精确线搜索下有更好的结果.
搜索方向 dk 的迭代格式为

dk =

{
gk, k = 1,

gk + βkdk−1, k ≥ 2,
(1.4)

其中 gk = 5f(xk), 如果用 θk 表示向量 dk 与 −gk 的夹角, 则有

cos θk =
−gT

k dk

‖gk‖‖dk‖ , (1.5)
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这里的 βk 为一标量, 著名的 βk 公式有 (可参看文献 [4–8])

βFR
k =

‖gk‖2

‖gk−1‖2
, βPRP

k =
gT

k (gk − gk−1)
‖gk−1‖2

,

βHS
k =

gT
k (gk − gk−1)

dT
k−1(gk − gk−1)

, βDY
k =

‖gk‖2

dT
k−1(gk − gk−1)

,

其中 ‖ · ‖ 表示欧式范数. 通常情况下, FR 和 DY 方法有很好的收敛性, 而 PRP 和 HS 方法
却有很好的数值效果. 学者们为了寻找既能保证收敛性又可以有良好数值效果的算法, 在以
上公式的基础上, 一方面对 βk 进行改进例如文献 [3, 9, 10], 另一方面将不同的 βk 公式进行

混合 [11–13]. 最近, 文献 [3] 中给出了一个新的参数公式

βRMIL
k =

gT
k (gk − gk−1)
‖dk−1‖2

, (1.6)

并得到了该算法在精确线搜索下的全局收敛性. 受文献 [12] 的启发, 取 βNew
k 为

βNew
k =

{
0, ‖gk‖2 < |gT

k gk−1|,
µ

‖gk‖2−|gT
k gk−1|

|gT
k dk−1|+‖dk−1‖2 , ‖gk‖2 ≥ |gT

k gk−1|,
(1.7)

其中 µ 为参数且 0 < µ ≤ 1.

2 算法及其性质

本文讨论一种新的混合共轭梯度法, 其中

βk =

{
βNew

k , ‖gk‖2 ≥ |gT
k gk−1|,

βRMIL
k , 其他.

(2.1)

算法 A 步骤 1 给定 ε > 0, x1 ∈ Rn, 0 < µ ≤ 1, d1 = −g1, k := 1.
步骤 2 若 ‖gk‖ < ε, 则停止; 否则转步骤 3.
步骤 3 由精确线搜索计算步长 αk, 使其满足 (1.3) 式.
步骤 4 令 xk+1 = xk + αkdk, 求 gk+1, 并用 (2.1) 式试求 βk+1.
步骤 5 令 dk+1 = −gk+1 + βk+1dk, 令 k = k + 1; 转步骤 2.
引理 2.1 对任意 k ≥ 1, 算法 A 产生的搜索方向 dk 满足 gT

k dk ≤ −C‖gk‖2, 其中 C ≥ 0.
证 当 k = 1 时, gT

1 d1 = −‖g1‖2 < 0, 故结论成立.
(i) 当 βk = βNew

k 时, 若 βNew
k = 0, 有 gT

k dk = −‖gk‖2, 结论成立. 否则有

βNew
k = µ

‖gk‖2 − |gT
k gk−1|

|gT
k dk−1|+ ‖dk−1‖2

≤ µ
‖gk‖2

|gT
k dk−1|+ ‖dk−1‖2

≤ µ
‖gk‖2

|gT
k dk−1| .

因此当 k > 1 时,

gT
k dk = −‖gk‖2 + βNew

k gT
k dk−1 ≤ −‖gk‖2 + µ

‖gk‖2

|gT
k dk−1|g

T
k dk−1 = −(1− µ)‖gk‖2. (2.2)

因为 0 < µ ≤ 1, 故 gT
k dk ≤ −C‖gk‖2, 其中 C ≥ 0.
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(ii) 当 βk = βRMIL
k , k > 1 时, 对式 (1.3) 有

gT
k dk = −‖gk‖2 + βRMIL

k gT
k dk−1.

对于精确线搜索, 有 gT
k dk−1 = 0. 所以 gT

k dk = −‖gk‖2, 故 gT
k dk ≤ −C‖gk‖2 成立, 证毕.

引理 2.2 同引理 2.1 中的条件, 由式 (1.5) 和 (2.1) 可得 |βk| ≤ βRMIL
k .

证 因为

βRMIL
k =

gT
k (gk − gk−1)
‖dk−1‖2

=
‖gk‖2 − |gT

k gk−1|
‖dk−1‖2

,

由 (2.1) 式知, 当 βk = βNew
k 时, ‖gk‖2 ≥ |gT

k gk−1|, 所以
‖gk‖2 − |gT

k gk−1|
−‖dk−1‖2

≤ ‖gk‖2 − |gT
k gk−1|

|gT
k dk−1|+ ‖dk−1‖2

≤ ‖gk‖2 − |gT
k gk−1|

‖dk−1‖2
,

所以 −βRMIL
k ≤ βNew

k ≤ βRMIL
k , 故有 |βk| ≤ βRMIL

k . 证毕.

3 全局收敛性

假设

(H1) 目标函数 f(x) 在水平集 L0 = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f(x1)} 上有下界, 其中 x1 为初始

点.
(H2) 目标函数 f(x) 在水平集 L0 的一个邻域 N 内连续可微, 且梯度函数 g(x) 满足

Lipschitz 连续, 即存在常数 L > 0, 使

‖g(x)− g(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ N. (3.1)

引理 3.1 若 (H1), (H2) 成立, 考虑一般方法 xk+1 = xk + αkdk, 其中 dk 满足 dT
k gk < 0,

步长 αk 满足精确线搜索 (1.6) 式, 则有

∑
k≥1

(dT
k gk)2

‖dk‖2
< +∞. (3.2)

证 由 (1.6) 式, αk = min{α|∇f(xk + αdk)T dk = 0, α > 0}, 即 g(xk + αkdk)T dk = 0. 再
由 Lipschitz 条件 (3.1), 有 ‖g(xk + αkdk) − g(xk)‖ · ‖dk‖ ≤ Lαk‖dk‖2. 由 Cauchy-Schwartz
不等式可得

‖g(xk + αkdk)− g(xk)‖ · ‖dk‖ ≥ [g(xk + αkdk)− gk]T dk = −gT
k dk.

所以 Lαk‖dk‖2 ≥ −gT
k dk, 即 αk ≥ − gT

k dk

L‖dk‖2 . 又因为由假设可知, 对一切 α > 0 都成立

fk+1 ≤ fk + αdT
k gk +

α2

2
L‖dk‖2.

令 α∗ = gT
k dk

L‖dk‖2 , 由精确线搜索准则可知

fk − fk+1 ≥ fk − f(xk + α∗dk) ≥ α∗dT
k gk − α2

2
L‖dk‖2

=
(gT

k dk)2

L‖dk‖2
− (gT

k dk)2

2L‖dk‖2
=

(gT
k dk)2

2L‖dk‖2
= C

gT
k dk

‖dk‖2
,
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其中 C = 1
2L

, 即 fk − fk+1 ≥ C
gT

k dk

‖dk‖2 , 对上式从 k = 1, 2, · · · , 求和, 因为 f(x) 有下界, 故结论
成立.
定理 3.1 设目标函数满足假设 (H1), (H2), 若存在常数 m > 0, 使得 ‖g(x)‖ ≤ m,

∀x ∈ L0, 迭代点列 {xk} 由算法 A 产生, 则有

lim
k→∞

inf ‖gk‖ = 0. (3.3)

证 假设定理不成立, 所以存在一个常数 C > 0, 有 ‖g(x)‖ ≤ C. 由 dk + gk = βkdk−1,

对等式两端取模平方, 并移项得到

‖dk‖2 = (βk)2‖dk−1‖2 − 2g2
kdk − ‖gk‖2,

由引理 2.2 可知 |βk| ≤ βRMIL
k , 所以

‖dk‖2 = (βRMIL
k )2‖dk−1‖2 − 2g2

kdk − ‖gk‖2.

两边除以 (gT
k dk)2 得

‖dk‖2

(gT
k dk)2

≤ (βRMIL
k )2‖dk−1‖2

(gT
k dk)2

− ‖gk‖2

(gT
k dk)2

− 2
gT

k dk

=
(βRMIL

k )2‖dk−1‖2

(gT
k dk)2

− (
1

‖gk‖ +
‖gk‖
gT

k dk

)2 +
1

‖gk‖2

≤ (βRMIL
k )2‖dk−1‖

(gT
k dk)2

+
1

‖gk‖2
.

又因为

βRMIL
k =

gT
k (gk − gk−1)
‖dk−1‖2

=
‖gk‖2 − gT

k gk−1

‖dk−1‖2
≤ ‖gk‖2

‖dk−1‖2
,

所以

‖dk‖2

(gT
k dk)2

≤ (
‖gk‖2

‖dk−1‖2
)2
‖dk−1‖2

(gT
k dk)2

+
1

‖gk‖2
=

‖gk‖2

‖dk−1‖2‖dk‖2
+

1
‖gk‖2

≤ 1
‖dk−1‖2

+
1

‖gk‖2
≤ · · · ≤

k∑
i=1

1
‖gi‖2

≤ k

c2
.

所以
(gT

k dk)2

‖dk‖2
≥ c2

k
,

即 ∑
k≥1

(gT
k dk)2

‖dk‖2
= +∞.

与引理 3.1 中的 (3.2) 式矛盾, 故
lim

k→∞
inf ‖gk‖ = 0. (3.4)

证毕.
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A NEW CLASS OF MIXED CONJUGATE GRADIENT METHOD

WITH EXACT LINE SEARCH
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Jiaozuo 454000, China)

Abstract: In this paper, a new mixed iterative formula of coefficient βk is proposed for

large-scale unconstrained optimization problems, and a mixed conjugate gradient method with

sufficient descent is proposed. By using the exact line search step rules, we prove the global

convergence of the new algorithm under the appropriate assumptions.

Keywords: unconstrained optimization; conjugate gradient; exact line search; global

convergence
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