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分数阶二次非线性 Sprott 混沌系统的滑模同步控制
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摘要: 本文利用滑模控制方法研究了分数阶二次非线性 Sprott 混沌系统的同步控制问题. 根

据分数阶微积分的相关理论, 得到了系统取得同步的充分性条件, 结果表明: 选取适当的控制律下, 分

数阶 Sprott 主从系统取得滑模混沌同步.
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1 引言

控制系统的混沌同步问题近年来备受关注 [1], 随着分数阶微积分的发展越来越多的学者
开始研究关于分数阶混沌系统的控制与同步问题 [2−3], 文献 [4] 研究了一类不确定分数阶混
沌系统的自适应滑模混沌同步问题, 能够使驱动系统与响应系统达到同步; 文献 [5] 基于主
动滑模控制方法实现了分数阶混沌系统的同步控制; 文献 [6] 分别采用线性反馈和主动控制
法研究了两个不同 Sprott 混沌系统的控制与同步问题; 文献 [7] 研究了一类简单二次非线性
Sprott 混沌系统的分析与控制, 得到了平衡点的稳定性与 Hopf 分岔; 文献 [8] 研究了一类不
确定混沌系统的自适应滑模终端控制问题. 本文研究了分数阶二次非线性 Sprott 混沌系统的
滑模同步控制及滑模终端控制问题, 得到了分数阶 Sprott 系统取得滑模混沌同步的充分条
件.
定义 1 [9] Caputo 分数阶导数定义为

cD
α
t0,t = D

−(n−α)
t0,t

dn

dtn
x(t) =

1
Γ(n− α)

∫ t

t0

(t− τ)n−α−1x(n)(τ)dτ, n− 1 < α < n ∈ Z+.

2 分数阶滑模同步控制问题

二次非线性 Sprott 混沌系统 [8]





ẋ1 = −2x2,

ẋ2 = x1 + x3
2,

ẋ3 = c + x2 − bx3,

(2.1)
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其中 x1, x2, x3 ∈ R3 为系统的状态变量, 当 b = 2, c = 1 时出现混沌吸引子, 设计对应的分数
阶系统为主系统 




Dα
t x1 = −2x2,

Dα
t x2 = x1 + x3

2,

Dα
t x3 = c + x2 − bx3.

(2.2)

当 α = 0.95, b = 2.1, c = 1.2 时系统呈现混沌态, 对应的从系统设计为




Dα
t y1 = −2y2 + u1,

Dα
t y2 = y1 + y3

2 + u2,

Dα
t y3 = c + y2 − by3 + u3.

(2.3)

定义系统误差

e1 = y1 − x1, e2 = y2 − x2, e3 = y3 − x3.

上述两式相减得到误差系统为



Dα
t e1 = −2e2 + u1,

Dα
t e2 = e1 + y3

2 − x3
2 + u2,

Dα
t e3 = e2 − be3 + u3.

(2.4)

引理 1 [10] (Barbalat引理)若函数 f(t)在 [0,+∞)上一致连续,并且广义积分
∫ +∞

0

f(t)dt

存在, 则有 lim
t→∞

f(t) = 0.

定理 1 选取滑模面 s(t) = Dα−1
t (e1 + e2 + e3), 控制器

u1(t) = 2e2 − e1, u2(t) = x3
2 − y3

2 − e1 − e2, u3(t) = e1 + be3 − ηsgn(s(t)), η > 0,

则分数阶系统 (2.2), (2.3) 是滑模混沌同步的.
证 当状态轨迹位于滑模面上时, s(t) = 0, ṡ(t) = 0.

由 s(t) = Dα−1
t (e1 + e2 + e3) = 0 ⇒ D1−α

t Dα−1
t (e1 + e2 + e3) = 0 ⇒ (e1 + e2 + e3) = 0.

由 Dα
t e1 = −2e2 + u1, u1(t) = 2e2 − e1, 得到 Dα

t e1 = −e1, 从而根据分数阶微积分理论得

e1(t) → 0.同理, 由Dα
t e2 = e1 +y3

2−x3
2 +u2, u2(t) = x3

2−y3
2−e1− e2 ⇒ Dα

t e2 = −e2,所

以得 e2(t) → 0. 又 Dα
t e3 = e2 − be3 + u3, u3(t) = e1 + be3 − ηsgn(s(t)), 由滑模面上 s(t) = 0,

所以 ηsgn(s(t)) = 0, 又由于 e1 + e2 + e3 = 0 ⇒ Dα
t e3 = −e3 ⇒ e3(t) → 0.

当状态轨迹不位于滑模面上时, 选取 Lyapunov 函数 V (t) =
1
2
s2(t) ⇒ V̇ (t) = s(t)ṡ(t),

s(t) = Dα−1
t (e1 + e2 + e3) ⇒ ṡ(t) = Dα

t (e1 + e2 + e3),

V̇ (t) = s(t)ṡ(t) = s(t)[Dα
t e1 + Dα

t e2 + Dα
t e3]

= s(t)[−e1 − e2 + e1 + e2 − ηsgn(s(t))] = −η|s(t)| < 0.

由于 V̇ (t) ≤ −η|s(t)|, 积分可以得到

∫ t

0

|s(τ)|dτ ≤

∫ t

0

V̇ (τ)dτ

−η
≤ V (0)− V (∞)

−η
≤ V (0) < ∞,
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所以 s(t) 是可积的且有界, 根据引理 1 (Barbalat 引理) 可知 s(t) → 0 ⇒ ei(t) → 0.

由以上分析可知, 误差系统将收敛于零.

3 分数阶滑模终端控制问题

以系统 (2.2) 为驱动系统, 如下系统为响应系统




Dα
t y1 = −2y2 +4f1(y) + d1(t) + u1(t),

Dα
t y2 = y1 + y3

2 +4f2(y) + d2(t) + u2(t),

Dα
t y3 = c + y2 − by3 +4f3(y) + d3(t) + u3(t).

(3.1)

假设 1 设不确定项4fi(y) 和外部扰动 di(t) 有界, 即存在mi, ni > 0 使得

|4fi(y)| < mi, |di(t)| < ni.

假设 2 mi, ni(i = 1, 2, 3) 未知.
定义系统误差 e1 = y1 − x1, e2 = y2 − x2, e3 = y3 − x3, 很容易得到误差方程





Dα
t e1 = −2e2 +4f1(y) + d1(t) + u1(t),

Dα
t e2 = e1 + y3

2 − x3
2 +4f2(y) + d2(t) + u2(t),

Dα
t e3 = e2 − be3 +4f3(y) + d3(t) + u3(t).

(3.2)

引理 2 [11] 假设存在连续正定函数 V (t) 满足微分不等式

V̇ (t) ≤ −pV η(t),∀t ≥ t0, V (t0) ≥ 0,

式中 p > 0, 0 < η < 1 是两个正常数, 则对于任意给定的 t0, V (t) 满足如下不等式

V 1−η(t) ≤ V 1−η(t0)− p(1− η)(t− t0), t0 < t < T,

并且 V (t) ≡ 0, t ≥ 0, 其中 T = t0 +
V 1−η(t0)
p(1− η)

.

引理 3 [12] 设有实数 a1, a2, · · · , an, 0 < q < 2, 则有下列不等式成立

|a1|q + |a2|q + · · ·+ |an|q ≥ (a1
2 + a2

2 + · · ·+ an
2)q/2.

针对误差系统 (3.2) 设计非奇异终端滑模面

si(t) = Dα−1
t ei(t) + λi

∫ t

0

|Dα−1
t ei(τ)|rsgn(Dα−1

t ei(τ))dτ, λi > 0, 0 < α < 1. (3.3)

定理 2 误差系统 (3.2) 在非奇异滑模面 (3.3) 上, 系统的轨迹在有限时间 ts 内到达平衡

点, 其中

ts ≤

(
3∑

i=1

(Dα−1
t ei(0))2

)(1−r)/2

(1− r)µ
, µ = min {λ1, λ2, λ3} . (3.4)
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证 误差系统满足滑模面方程 si(t) = 0, ṡi(t) = 0, 于是有

Dα
t ei(t) = −λi|Dα−1

t ei(t)|rsgn(Dα−1
t ei(t)).

选取 Lyapunov 函数 V (t) =
1
2

3∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))2, 则

V̇ =
3∑

i=1

Dα−1
t ei ·Dα

t ei = −
3∑

i=1

λi|Dα−1
t ei(t)|r+1 ≤ −µ−

3∑
i=1

|Dα−1
t ei(t)|r+1,

由引理 3 得

V̇ ≤ −2
1+r
2

(
1
2

3∑
i=1

(Dα−1
t ei(t))2

) 1+r
2

= −2
1+r
2 µV

1+r
2 ,

又由引理 2 易得误差轨迹会在有限时间 ts 内达到平衡点且

ts ≤

(
3∑

i=1

(Dα−1
t ei(0))2

)(1−r)/2

(1− r)µ
, µ = min {λ1, λ2, λ3} .

定理 3 在控制器 (3.5) 和自适应律 (3.6) 的作用下, 误差系统 (3.2) 的状态轨迹能达到滑
模面.

u1 = 2e2 − λ1|Dα−1
t e1|rsgn(Dα−1

t e1)− (m̂1 + n̂1)sgn(s1)− k1sgn(s1),
u2 = −e1 + x3

2 − y3
2 − λ2|Dα−1

t e2|rsgn(Dα−1
t e2)− (m̂2 + n̂2)sgn(s2)− k2sgn(s2),

u3 = −e2 + be3 − λ3|Dα−1
t e3|rsgn(Dα−1

t e3)− (m̂3 + n̂3)sgn(s3)− k3sgn(s3),
(3.5)

控制器选取趋近律控制, ki > 0 为增益系数, 表示趋近速度, 式中 m̂i, n̂i 分别为mi, ni 的估计

值, 设计如下自适应律 {
˙̂mi = |si|, m̂i(0) = m̂i0,
˙̂ni = |si|, n̂i(0) = n̂i0,

i = 1, 2, 3. (3.6)

证 选择 Lyapunov 函数 V (t) =
1
2

3∑
i=1

(
si

2 + (m̂i −mi)2 + (n̂i − ni)2
)
, 求导得

V̇ =
3∑

i=1

{
si[Dα

t ei(t) + λi|Dα−1
t ei(t)|rsgn(Dα−1

t ei(t))] + [(m̂i −mi)|si|+ (n̂i − ni)|si|]
}

=s1[−2e2 +4f1(y) + d1(t) + u1(t) + λ1|Dα−1
t e1|rsgn(Dα−1

t e1)]

+ s2[e1 + y3
2 − x3

2 +4f2(y) + d2(t) + u2(t) + λ2|Dα−1
t e2|rsgn(Dα−1

t e2)]

+ s3[e2 − be3 +4f3(y) + d3(t) + u3(t) + λ3|Dα−1
t e3|rsgn(Dα−1

t e3)]

+
3∑

i=1

[(m̂i −mi + n̂i − ni)|si|].
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由于 si · sgn(si) = |si|, 再根据假设条件 1, 2, 很容易得到

V̇ ≤|s1|(m1 + n1)− |s1|[(m̂1 + n̂1) + k1] + |s2|(m2 + n2)− |s2|[(m̂2 + n̂2) + k2]

+ |s3|(m3 + n3)− |s3|[(m̂3 + n̂3) + k3] +
3∑

i=1

[(m̂i −mi)|si|+ (n̂i − ni)|si|]

=
3∑

i=1

[(mi + ni)− (m̂i + n̂i)− ki]|si|+
3∑

i=1

[(m̂i −mi)|si|+ (n̂i − ni)|si|]

=
3∑

i=1

[(mi − m̂i) + (ni − n̂i)− ki]|si|+
3∑

i=1

[(m̂i −mi)|si|+ (n̂i − ni)|si|]

=−
3∑

i=1

ki|si| < 0,

由

V̇ ≤ −
3∑

i=1

ki|si| ≤ −k

3∑
i=1

|si| < 0,

其中 k = min {λ1, λ2, λ3} . 不难得到

∫ t

0

3∑
i=1

|si(τ)|dτ ≤ −1
k

∫ t

0

V̇ (τ)dτ ≤ V (0)− V (∞)
k

≤ V (0)
k

< ∞,

所以 si(t) 是可积的且有界, 根据引理 1 (Barbalat 引理) 可知 s(t) → 0 ⇒ ei(t) → 0.

4 数值仿真

为了说明方法的正确性, 利用四阶龙格 - 库塔法对系统进行仿真研究.
定理 1中,系统参数选取α = 0.95, b = 2.1, c = 1.2,选取滑模面 s(t) = Dα−1

t (e1+e2+e3),
控制器

u1(t) = 2e2 − e1, u2(t) = x3
2 − y3

2 − e1 − e2, u3(t) = e1 + be3 − ηsgn(s(t)),

驱动系统与响应系统的初始值分别设置为

(x1, x2, x3) = (7.3, 6.4, 9.2), (y1, y2, y3) = (8.5, 5.7, 3.6), η = 3,

其系统的误差曲线如图 1 所示. 图 2, 3 分别对不加和加上控制器两种情况进行仿真, 误差系
统 (2.3) 中的不确定项分别为

4f1(y) = cos(2πy2),4f2(y) = 0.5 cos(2πy3),4f3(y) = 0.3 cos(2πy2),

外部扰动取 d1(t) = 0.2 cos t, d2(t) = 0.6 sin t, d3(t) = cos 3t, 驱动系统与响应系统的初始值分

别设置为 (x1, x2, x3) = (7.3, 6.4, 9.2), (y1, y2, y3) = (8.5, 5.7, 3.6) 无控制器和有控制器系统状
态的两个仿真结果分别如图 2,3 所示, 如果滑模面参数取 λ1 = 3, λ2 = 4, λ3 = 7, r = 0.6, 控

制器中的参数选取为 µ = 3, k1 = 9, k2 = 8, k3 = 5, (m̂1, m̂2, m̂3) = (0.3, 0.5, 1), (n̂1, n̂2, n̂3) =
(0.8, 0.6, 0.3), 此时的系统误差曲线和仿真结果如图 4 所示, 图 4 看出系统的误差很快趋近于
零.
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图 1: 定理 1 中的系统误差曲线
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图 2: 无控制的主从系统状态
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图 3: 有控制的主从系统状态
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图 4: 定理 3 中系统误差曲线
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5 结论

基于稳定性理论研究了分数阶二次非线性 Sprott 系统的滑模混沌同步控制及滑模终端
同步控制问题, 并给出了严格的证明, 数值仿真表明了方法的有效性, 文中分数阶滑模面的设
计可以用来解决一类分数阶混沌系统的滑模终端同步控制问题.
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SLIDING MODE SYNCHRONIZATION OF FRACTIONAL-ORDER

QUADRATIC NONLINEARITY SPROTT CHAOTICS SYSTEMS

MAO Bei-Xing, CHENG Chun-Rui
(College of Science, Zhengzhou Institute of Aeronautical Industry Management,

Zhengzhou 450015, China)

Abstract: In the paper, by using sliding mode approach, the problem of synchronization

control of fractional-order quadratic nonlinearity Sprott chaos systems is studied. The sufficient

conditions are arrived for the fractional Sprott systems sliding chaos synchronization based on

fractional order calculus theory. The conclusion illustrates that fractional-order Sprott systems is

sliding mode chaos synchronization under proper controllers.
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