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具有随机扰动的 Lotka-Volterra 竞争模型的参数估计
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摘要: 本文研究了两种群随机 Lotka-Volterra 竞争模型的参数估计的问题. 利用最小二乘法,

获得了点估计及 (1− α) 置信区间估计, 同时得到了影响置信区间长度的因素. 最后给出数值模拟, 结

果表明该方法的可行性与有效性.
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1 引言

随机微分方程是近几年热门的数学学科, 它是微分方程、动力系统及随机分析相互交叉
的学科. 在实际应用中, 随机微分方程的参数一般是未知的, 因此参数估计问题成为一个重
要的研究方向. 关于此类方程参数估计问题已有很多结果, 见文献 [1–3, 9] 等. 在文献 [1] 中,
Bishwal 详细介绍了参数估计的理论方法和技巧, 并运用到各种随机模型中. 在文献 [3] 中,
作者基于采样的时间序列讨论了非线性随机微分方程的参数估计问题.

1926 年意大利数学家 Volterra 提出著名的 Lotka-Volterra 微分方程模型, 该模型引起众
多生物学家、数学家极大的兴趣. Lotka-Volterra 模型所表现的生态学现象, 在自然界中处处
可见. 例如, 病虫害的周期爆发, 农作物的丰收年与低产年的周期循环, 动物之间的捕食与被
捕食等, 这些现象都是 Lotka-Volterra 模型变化规律的具体展示. Lotka-Volterra 模型的一般
形式为 [4]





dx1(t)
dt

= x1(t)[α1 + β1x1(t) + γ1x2(t)],

dx2(t)
dt

= x2(t)[α2 + β2x1(t) + γ2x2(t)],
(1.1)

其中 αi, βi, γi (i = 1, 2) 均为常数, α1 与 α2 分别表示两种群的内禀增长率, β1 与 γ2 分别

表示种内作用系数, γ1 与 β2 分别表示种间作用系数. 就其生态意义可分为三类: 竞争模型
(αi > 0, βi < 0, γi < 0, i = 1, 2)、互惠模型 (αi > 0, βi < 0, γi > 0, i = 1, 2)、捕食 - 被捕食模
型 (αi > 0, βi < 0, γ1 < 0, γ2 > 0, i = 1, 2). 基于此模型, 各种形式的 Lotka-Volterra 生态模
型被提出, 其中一类是受外界随机因素影响的 Lotka-Volterra 生态模型. 下面研究白噪声扰
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动的 Lotka-Volterra 竞争模型 [5]

{
dx1(t) = x1(t)[r1 − a11x1(t)− a12x2(t)]dt + σ1x1(t)dω1(t),

dx2(t) = x2(t)[r2 − a21x1(t)− a22x2(t)]dt + σ2x2(t)dω2(t),
(1.2)

其中 r1, r2, a11, a12, a21, a22 均为正常数, ω1(t), ω2(t) 为白噪声且相互独立. 许多学者对此模
型进行了研究, 见文献 [4, 5, 6] 等. 其中最重要的结果之一, 种群随机持久生存, 需要满足下
面条件

a11 > a12 > 0, a22 > a21 > 0, σ1 > 0, σ2 > 0, r1 >
a12

a22

r2,

r2 >
a21

a11

r1, r1 − σ2
1

2
>

a12

a22

(r2 − σ2
2

2
), r2 − σ2

2

2
>

a21

a11

(r1 − σ2
1

2
),

a21x
∗
1

2
σ2

1 +
a12x

∗
2

2
σ2

2 < min{a21(a11 − a12)(x∗1)
2, a12(a22 − a21)(x∗2)

2},

其中

x∗1 =
r1a22 − r2a12

a11a22 − a12a21

, x∗2 =
r2a11 − r1a21

a11a22 − a12a21

.

当上述条件变为

r1 <
σ2

1

2
或 r2 <

σ2
2

2
,

两种群中至少有一个种群随机灭绝.
本文主要研究随机种群 Lotka-Volterra 竞争模型的参数估计, 即对方程组 (1.2) 中参数

r1, a11, a12, r2, a21, a22, σ1, σ2 应用最小二乘法理论进行估计, 得到较好的估计结果. 主要结果
是参数的点估计值和区间估计, 同时获得影响估计区间长度的主要因素. 最后给出了数值模
拟, 结果表明了该方法的可行性与有效性.

2 回归模型

令
{(x

(k)
1

x
(k)
2

)}n

k=0
是模型 (1.2) 的观测值, 给定初始值

(x
(0)
1

x
(0)
2

)
和步长 ∆t. 考虑在小区间

[k∆t, (k + 1)∆t] 上, 利用 Euler-Maruyama 方法, 得到离散化形式
{

x
(k+1)
1 − x

(k)
1 = x

(k)
1 [r1 − a11x

(k)
1 − a12x

(k)
2 ]∆t + σ1x

(k)
1 ∆ω

(k)
1 ,

x
(k+1)
2 − x

(k)
2 = x

(k)
2 [r2 − a21x

(k)
1 − a22x

(k)
2 ]∆t + σ2x

(k)
2 ∆ω

(k)
2 ,

(2.1)

其中∆ω
(k)
1 = ω

(k+1)
1 − ω

(k)
1 ,∆ω

(k)
2 = ω

(k+1)
2 − ω

(k)
2 . 方程组 (2.1) 可转化为





y
(k)
1 = r1

√
∆t− a11x

(k)
1

√
∆t− a12x

(k)
2

√
∆t +

σ1∆ω
(k)
1√

∆t
,

y
(k)
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1
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∆t +

σ2∆ω
(k)
2√

∆t
,

(2.2)

其中

y
(k)
1 =

x
(k+1)
1 − x

(k)
1

x
(k)
1

√
∆t

, y
(k)
2 =

x
(k+1)
2 − x

(k)
2

x
(k)
2

√
∆t

,

ε
(k)
1 =

σ1∆ω
(k)
1√

∆t
∼ N(0, σ1), ε

(k)
2 =

σ2∆ω
(k)
2√

∆t
∼ N(0, σ2).
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进一步方程组 (2.2) 表示为
{

y
(k)
1 = r1

√
∆t− a11x

(k)
1

√
∆t− a12x

(k)
2

√
∆t + ε

(k)
1 ,

y
(k)
2 = r2

√
∆t− a21x

(k)
1

√
∆t− a22x

(k)
2

√
∆t + ε

(k)
2 .

(2.3)

方程组 (2.3) 是简单的线性回归模型, 应用线性回归理论的方法估计参数, 估计过程基于最小
二乘法, 使下面两个式子的值越小越好

min
{ n∑

k=1

(y(k)
1 − r1

√
∆t− a11x

(k)
1

√
∆t− a12x

(k)
2

√
∆t)

}
,

min
{ n∑

k=1

(y(k)
2 − r2

√
∆t− a21x

(k)
1

√
∆t− a22x

(k)
2

√
∆t)

}
.

为计算方便, 方程 (2.3) 可写成分块矩阵的形式

Y = Xθ + ε, (2.4)

其中

Y =

(
y1

y2

)
, X =

(
An×3 On×3

On×3 An×3

)
, θ =

(
β

η

)
, ε =

(
ε1

ε2

)
.

在块矩阵中, 子矩阵分别为

y1 =




y
(1)
1

y
(2)
1

...
y

(n)
1




, y2 =




y
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2

y
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2

...
y

(n)
2




, An×3 =




√
∆t −x

(1)
1

√
∆t −x

(1)
2

√
∆t√

∆t −x
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1
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1
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(n)
2
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


,

On×3 =




0 0 0
0 0 0
...

...
...

0 0 0




, ε1 =




ε
(1)
1

ε
(2)
1

...
ε
(n)
1




, ε2 =




ε
(1)
2

ε
(2)
2

...
ε
(n)
2




, β =




r1

a11

a12


 , η =




r2

a21

a22


 .

3 点估计

由多元线性回归理论的公式估计参数 β和η :

θ̂ =

(
β̂

η̂

)
= (XT X)−1(XT Y )

=
[(

AT O

O AT

)(
A O

O A

)]−1
(

AT y1

AT y2

)

=

(
(AT A)−1(AT y1)
(AT A)−1(AT y2)

)
.

(3.1)
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记
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∣∣∣∣∣∣∣
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其中
∑
代表

n∑
k=1

,矩阵B 各个元素的代数余子式分别为B11, B12, B13, B21, B22, B23, B31, B32,

B33, 则
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
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−1

=


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B


 ,

AT y1 =




∑
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√
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(k)
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√
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
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故 (3.1) 式可进一步化简为

(AT A)−1(AT y1) =



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 ,

(AT A)−1(AT y2) =


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为了获得参数的置信区间, 需要估计参数 β和η 的方差, 方差估计公式为

Var(β̂) = (AT A)−1σ2
1 , Var(η̂) = (AT A)−1σ2

2 . (3.2)

参数 σ2
1 , σ

2
2 由残差均方公式

σ̂2 =
(Y −Xθ̂)T (Y −Xθ̂)

n− p
(3.3)

估计得到, p 为被估计参数个数. 由 (3.1), (3.3) 式可得

σ̂2
1 =

yT
1 y1 − yT

1 Aβ̂

n− 3
, 其中 β̂ = (AT A)−1(AT y1), (3.4)

σ̂2
2 =

yT
2 y2 − yT

2 Aη̂

n− 3
, 其中 η̂ = (AT A)−1(AT y2). (3.5)
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等式 (3.4), (3.5) 化简得




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1 =

1
n− 3

[∑
(y(k)

1 )2 − ∆t

B

( 3∑
j=1

B1j(
∑
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(k)
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∑

x
(k)
1 y

(k)
1 )2

+
3∑

j=1

B3j(
∑

x
(k)
2 y

(k)
1 )2

)]
,

σ̂2
2 =

1
n− 3

[∑
(y(k)

2 )2 − ∆t

B

( 3∑
j=1

B1j(
∑

y
(k)
2 )2 +

3∑
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∑

x
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1 y

(k)
2 )2

+
3∑

j=1

B3j(
∑

x
(k)
2 y

(k)
2 )2

)]
.

(3.6)

定理 3.1 方程组 (3.6) 中 σ̂2
1 , σ̂

2
2 分别为方程组 (2.1) 中参数 σ2

1 , σ
2
2 的渐进无偏估计, 即

当 n →∞,

σ̂2
1 → σ2

1 a.s. , σ̂2
2 → σ2

2 a.s.

证 类似文献 [7] 证明.
利用 σ̂2

1 , σ̂
2
2 分别估计 (3.2) 式中参数 σ2

1 , σ
2
2 , 得到被估参数的方差

Var(β̂) =




B11
B

B21
B

B31
B

B12
B

B22
B

B32
B

B13
B

B23
B

B33
B


 σ̂2

1 , Var(η̂) =



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B12
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2 .

4 区间估计

如果 σ2 已知, 由最小二乘法回归理论 [8], 参数估计值 β̂, η̂ 的各分量都满足正态分布. 当
观察值的数量 n 足够大时, 可由 σ̂2 代替 σ2, 因此 (1− α) 的置信区间 (CIs) 分别为

r̂1 ± zα
2
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∑
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∑
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∑
x

(k)
2 y

(k)
3

)± zα
2

√
B33

B
σ̂2

2 ,

其中 zα
2
是上 α

2
值的标准正态随机变量. 例如: z0.025 = 1.96 为 95% 的置信区间.
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下面给出具体数据, 进行参数的估计.
例 1 在模型 (1.2) 式中, 我们选择满足种群持久生存的数据进行模拟, 即两种群随

机持久存在的情形, 其它状态的数据也可获得类似结论. 假设参数真实值分别为 r1 =
1, a11 = 0.3, a12 = 0.2, σ1 = 0.04, r2 = 1.2, a21 = 0.3, a22 = 0.4, σ2 = 0.05, 初始值为

x1(0) = 1.5, x2(0) = 2. 应用这些参数的值, 通过 Euler-Maruyama 方法离散, 我们获得三组
模拟数值 xk

1(t), x
k
2(t), 数量分别为 (A) n = 5000; (B) n = 10000; (C) n = 50000; 保存这些数

据为模拟数据集. 对每一组数据, 给步长 ∆t = 0.02, 0.05, 0.1 进行模拟, 给出一些模拟结果,
以便比较真实值与估计值. 在表 1–4 中, 样本的大小以符号“Size n”表示, 且在表中第一列给
出. 其中表 1, 2 样本大小从 5000 增加到 50000, 在每一组模拟数据中, 分别以三种不同步长
进行模拟. 模拟数据表明参数的估计值与真实值没有明显区别, 绝对误差与样本大小有关, 与
步长∆t 无关, 且随着样本数量的增大, 绝对误差越来越小.

表 1: (r1, a11, a12) 的估计模拟结果 (真实值: r1 = 1, a11 = 0.3, a12 = 0.2)

Size n T ∆t r̂1 â11 â12 |r1 − r̂1| |a11 − â11| |a12 − â12| σ̂2
1

5000 100 0.02 0.9467 0.2786 0.2018 0.0533 0.0214 0.0786 0.0037
5000 250 0.05 0.9843 0.2946 0.2004 0.0157 0.0054 0.0946 0.0019
5000 500 0.1 1.0267 0.3093 0.2012 0.0267 0.0093 0.0012 0.0017
10000 200 0.02 0.9365 0.2827 0.1853 0.0635 0.0173 0.0147 0.0019
10000 500 0.05 1.0706 0.3150 0.2306 0.0706 0.0150 0.0306 0.0016
10000 1000 0.1 1.0071 0.3018 0.2019 0.0710 0.0081 0.0019 0.0015
50000 1000 0.02 0.9747 0.2912 0.1976 0.0253 0.0088 0.0024 0.0016
50000 2500 0.05 1.0194 0.3033 0.2107 0.0194 0.0033 0.0107 0.0016
50000 5000 0.1 1.0070 0.3016 0.2018 0.0070 0.0016 0.0018 0.0016

表 2: (r2, a21, a22) 的估计模拟结果 (真实值: r2 = 1, a21 = 0.3, a22 = 0.2)

Size n T ∆t r̂2 â21 â22 |r2 − r̂2| |a21 − â21| |a22 − â22| σ̂2
1

5000 100 0.02 1.4754 0.3712 0.4843 0.2754 0.0712 0.0843 0.0069
5000 250 0.05 1.0807 0.2578 0.3948 0.1193 0.0422 0.0052 0.0036
5000 500 0.1 1.2543 0.3247 0.3894 0.0543 0.0247 0.0106 0.0031
10000 200 0.02 1.3687 0.3366 0.4778 0.1687 0.0366 0.0778 0.0029
10000 500 0.05 1.2932 0.3133 0.4576 0.0932 0.0133 0.0576 0.0026
10000 1000 0.1 1.2386 0.3125 0.4060 0.0386 0.0125 0.0060 0.0027
50000 1000 0.02 1.1881 0.2973 0.3957 0.0119 0.0027 0.0043 0.0026
50000 2500 0.05 1.2110 0.3001 0.4090 0.0110 0.0010 0.0090 0.0025
50000 5000 0.1 1.1711 0.2925 0.3899 0.0289 0.0075 0.0101 0.0025

其次给出各个参数置信水平为 0.95 的置信区间的一些模拟结果. 表 3, 4 中, 给出参数的
估计区间及区间长度, 模拟数据表明随着样本量的增大, 置信水平长度越来越小.
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表 3: 置信水平为 0.95 的参数 r1, a11, a12 置信区间模拟结果 (真实值: r1 = 1, a11 = 0.3, a12 = 0.2)

Size n T r1 估计区间 长度 a11 估计区间 长度 a12 估计区间 长度

5000 100 0.2271-1.6663 1.4392 0.0866-0.4706 0.3840 -0.0106-0.4143 0.4249
5000 250 0.6767-1.2918 0.6151 0.2121-0.3772 0.1651 0.1056-0.2952 0.1896
5000 500 0.8222-1.2312 0.4090 0.2524-0.3661 0.1137 0.1429-0.2594 0.1165
10000 200 0.6325-1.2404 0.6079 0.2009-0.3644 0.1635 0.0911-0.2796 0.1885
10000 500 0.8876-1.2535 0.3659 0.2659-0.3642 0.0983 0.1719-0.2894 0.1175
10000 1000 0.8880-1.1263 0.2383 0.2689-0.3348 0.0659 0.1650-0.2388 0.0738
50000 1000 0.8615-1.0876 0.2263 0.2600-0.3224 0.0624 0.1617-0.2336 0.0719
50000 2500 0.9478-1.0910 0.1432 0.2853-0.3230 0.0395 0.1872-0.2342 0.0470
50000 5000 0.9578-1.0563 0.0985 0.2879-0.3154 0.0275 0.1856-0.2180 0.0324

表 4: 置信水平为 0.95 的参数 r2, a21, a22 置信区间模拟结果 (真实值: r2 = 1, a21 = 0.3, a22 = 0.2)

Size n T r2 估计区间 长度 a21 估计区间 长度 a22 估计区间 长度

5000 100 0.4895-2.4616 1.9719 0.1081-0.6342 0.5261 0.1932-0.7754 0.5822
5000 250 0.6581-1.5033 0.8452 0.1444-0.3712 0.2268 0.2646-0.5251 0.2605
5000 500 0.9786-1.5300 0.5514 0.2481-0.4031 0.1550 0.3110-0.4680 0.1570
10000 200 0.9867-1.7508 0.7641 0.2338-0.4394 0.2056 0.3593-0.5963 0.237
10000 500 1.0600-1.5265 0.4665 0.2507-0.3760 0.1253 0.3827-0.5326 0.1499
10000 1000 1.0818-1.3953 0.3135 0.2692-0.3559 0.0867 0.3575-0.4545 0.0970
50000 1000 1.0457-1.3304 0.2847 0.2580-0.3365 0.0785 0.3506-0.4409 0.0903
50000 2500 1.1199-1.3020 0.1821 0.2749-0.3252 0.0503 0.3791-0.4389 0.0598
50000 5000 1.1082-1.2341 0.1259 0.2750-0.3101 0.0351 0.3691-0.4106 0.0415

5 结论

本文对随机两种群 Lotka-Volterra 竞争模型应用最小二乘法理论进行参数估计, 获得参
数 r1, a11, a12, r2, a21, a22, σ1, σ2 的估计值及估计区间. 通过观察结果, 得到影响置信区间长
度的主要因素. 结果表明, 参数估计区间的长度随着样本数量 n 的增加而减小, 不依赖步长
∆t 的长度. 例 1 给出了具体的数值模拟. 极大似然估计与贝叶斯估计方法是另外两种参数估
计的方法, 在将来的工作中, 将应用这些方法到随机两种群 Lotka-Volterra 模型.

参 考 文 献

[1] Bishwal JPN. Parameter estimation in stochastic differential equations[M]. Berlin: Springer, 2008.

[2] Kristensen NR, Madsen H, Young PC. Parameter estimation in stochastic grey-box model[J]. Au-

tomatica, 2004, 40(2): 225–237.

[3] Timmer J. Parameter estimation in nonlinear stochastic differential equatuons[J]. Chaos Sol. Fract.,

2000, 11(15): 2571–2578.

[4] Zhu C, Yin G. On competitive Lotka-Volterra model in random environments[J]. J. Math. Anal.

Appl., 2009, 357(1): 154–170.



374 数 学 杂 志 Vol. 38

[5] Jiang D Q, Ji C Y, Li X, O’Regan D. Analysis of autonomous Lotka-Volterra competition systems

with random perturbation[J]. J. Math. Anal. Appl., 2012, 390: 582–595.

[6] 王佳, 丁洁丽. Logistic 回归模型中参数极大似然估计的二次下界算法及其应用 [J]. 数学杂志, 2015,

35(6): 1521–1532

[7] Pan J F, Alison G, David G, Mao X R. Parameter estimation for the stochastic SIS epidemic

model[J]. Stat. Infer. Stoch Proc., 2014, 17(1): 75–98.

[8] Rawlings JO. Applied regression analysis: a research tool[M]. Belmont, CA: Wadsworth, 1988.

[9] 洪志敏, 闫在在. Volterra 积分方程的蒙特卡罗数值求解方法 [J]. 数学杂志, 2016, 36(2): 425–436.

PARAMETER ESTIMATION FOR LOTKA-VOLTERRA
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MA Yong-gang1,2, ZHANG Qi-min1, LIU Jun-mei2

(1. School of Mathematics and Statistics, Ningxia University, Yinchuan 750021, China)

(2. School of Mathematics and Statistics, Yulin University, Yulin 719000, China)

Abstract: In this paper, the problem of parameter estimation for two species stochastic

Lotka-Volterra competition model is studied. By using the method of least squares, we obtain

the point estimate and the (1 − α) confidence interval, and we get the factors which influence

the confidence interval length. Finally, the numerical simulation results show that the method is

feasible and effective.
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