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非线性退化抛物变分不等式问题解的存在性和唯一性
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摘要: 本文研究了一类基于非线性抛物算子的变分不等式问题. 利用惩罚方法获得了一些关于

该变分不等式解的存在性和唯一性方面的结论. 该结论是对变分不等式理论的推广.
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1 引言

期权定价是金融数学的重要研究内容 [1,2], 变分不等式则在美式期权定价理论中起着至
关重要的作用, 美式期权定价问题最终都归结为一个抛物变分不等式问题 (见文献 [3–6]). 在
美式期权定价和分期付款模型中构成变分不等式的抛物微分算子完全是线性的 (算子的系数
是常数), 其解的存在性和唯一性都得到了广泛的研究. 后来, 人们在研究 Levy 模型下的美式
期权定价时, 发现构成变分不等式的微分算子不可能是常系数的 (见文献 [7]). 近些年来, 已
有文献在拟线性微分算子的基础上开展上述工作. 文献 [8, 9] 利用有限元逼近方法研究了拟
线性算子情形下抛物变分不等式解的存在性和唯一性和范数下的误差估计. 文献 [10] 研究了
一类混合边界条件下的变分不等式问题, 提出了一种新的离散格式, 得到了解的存在性和唯
一性.
到目前有关退化抛物算子情形下的变分不等式问题还未见文献, 本文在推广的 Lp(x)(Ω)

空间和 Sobolev 空间W 1,p(x)(Ω) 上研究了一类基于退化抛物算子的变分不等式问题. 采用惩
罚方法给出了其弱解的存在性和唯一性. 为了克服退化抛物算子带来的困难, 本文提供了一
种新的构造方法.
本文在柱体 ΩT 考虑如下退化抛物变分不等式的初边值问题

min{Lu, u− u0} = 0, (x, t) ∈ ΩT , (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (3)

其中 Ω 是 RN 上的有界集, ΩT = Ω× [0, T ], T > 0, L 是退化抛物算子满足

Lu = ut − uσdiv
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
− γuσ−1|∇u|p(x)

,
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p(x) 为 Ω 上的可测函数, γ ∈ (0, 1), σ ∈ [1, 1 + γ), 初值条件满足

0 ≤ u0 ∈ L∞(Ω) ∩W
1,p(x)
0 (Ω).

令 p+ = esssup
Ω

p(x), p− = essinf
Ω

p(x),本文始终假设 2+γ ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞, ∀x ∈ Ω.

2 预备知识

为证明主要结论, 需要用到如下有关推广 Lp(x)(Ω) 空间和W 1,p(x)(Ω) 空间方面的理论,
见文献 [11, 12]. 设

Lp(x)(Ω) =
{

u

∣∣∣∣u是ΩT上的可测函数,

∫

Ω

|u(x)|p(x)dx < ∞
}

,

|u|Lp(x)(Ω) = inf

{
λ

∣∣∣∣∣
∫

Ω

∣∣∣∣
u(x)

λ

∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1

}
,

W 1,p(x)(Ω) = {u ∈ Lp(x)(Ω)
∣∣∇u ∈ Lp(x)(Ω)},

|u|W 1,p(x)(Ω) = |u|Lp(x)(Ω) + |∇u|Lp(x)(Ω), u ∈ W 1,p(x)(Ω),

W
1,p(x)
0 表示 W 1.p(x) 的支撑, 显然若 u ∈ W 1.p(x) 并且 u 在边界 ∂Ω 上取值为零, 则 u ∈

W
1,p(x)
0 .
引理 2.1 (1) Lp(x)(Ω) 和W 1,p(x)(Ω) 是自反 Banach 空间.
(2) 假设 p1(x) 和 p2(x) 是 Ω 上的可测函数满足 p1(x)−1 + p2(x)−1 = 1, p1(x) > 1, 则

∀u ∈ Lp1(x)(Ω), v ∈ Lp2(x)(Ω), 有
∣∣∣∣
∫

Ω

uvdx

∣∣∣∣ ≤ 2|u|Lp1(x)(Ω)|v|Lp2(x)(Ω).

(3) 若 |u|Lp1(x)(Ω) = 1, 则
∫

Ω

|u(x)|p(x)dx = 1, 若 |u|Lp1(x)(Ω) > 1, 则

|u|p−Lp(x)(Ω) ≤
∫

Ω

|u(x)|p(x)dx ≤ |u|p+

Lp(x)(Ω) ;

若 |u|Lp1(x)(Ω) ≤ 1, 则

|u|p+

Lp(x)(Ω) ≤
∫

Ω

|u(x)|p(x)dx ≤ |u|p−Lp(x)(Ω) .

(4) 如果 p1(x) ≤ p2(x), 则 Lp1(x)(Ω) ⊃ Lp2(x)(Ω).
引理 2.2 如果 p(x) ∈ C(Ω̄), 则存在正常数 C 使得

|u|Lp(x)(Ω) ≤ C |∇u|Lp(x)(Ω) ,∀u ∈ W
1.p(x)
0 (Ω).

引理 2.2 表明 |∇u|Lp(x)(Ω) 和 |∇u|
W

1.p(x)
0

是 Banach 空间W 1,p(x)(Ω) 上的两个等价范数.
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引理 2.3设常数 θ > 0, A(η) = (η2 + θ)
p(x)−2

2 η , 则

(A(η)−A(η′)) · (η − η′) ≥ C|η − η′|p(x)
, ∀η, η′ ∈ R,

其中 C 是仅依赖 p(x) 的正常数.
引理 2.4设 u1 和 u2 满足

Lu1 ≤ Lu2, u2 ≥ c > 0, ∀(x, t) ∈ ΩT .

若 ∀x ∈ Ω 有 u2(x, 0) ≥ u1(x, 0); ∀(x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) 有 u2(x, t) ≥ u1(x, t), 则

u2(x, t) ≥ u1(x, t), ∀(x, t) ∈ ΩT .

引理 2.5若 Lu1 + f(x, t, u1) ≤ Lu2 + f(x, t, u2), ∀(x, t) ∈ ΩT , 则引理 2.4 中结论依然
成立, 其中 f(x, t, u) 关于 u 单调非降.
定义单调极大算子

G(λ) =

{
0, λ > 0,

1, λ = 0,

且令集合

B =
{

u ∈ L∞(ΩT ) ∩ Lp(x)
(
0, T ;W 1,p(x)

0 (Ω)
)}

.

定义 2.1称 (u, ξ) ∈ B × L∞(ΩT ) 为抛物变分不等式 (1)–(3) 的弱解, 若
(a) u(x, t) ≥ u0(x), ∀(x, t) ∈ ΩT ;
(b) u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω;
(c) ξ ∈ G(ξ);
(d) 对任意的 ϕ ∈ C∞

0 (ΩT ),
∫ ∫

ΩT

−uϕt + uσ|∇u|p(x)−2∇u∇ϕ + (σ − γ)uσ−1|∇u|p(x)
ϕdxdt =

∫ ∫

ΩT

ξϕdxdt;

(e) 存在常数 µ > 0 , lim
t→∞

∫

Ω

|uµ(x, t)− uµ
0 (x)|dx = 0.

3 主要结论

考虑如下惩罚问题

Luε + βε(uε − u0) = 0, (x, t) ∈ ΩT , (4)

uε(x, 0) = u0ε(x) = u0(x) + ε, x ∈ Ω, (5)

uε(x, t) = ε, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (6)

其中惩罚函数 βε(·) 满足 (见图 3.1)

0 < ε ≤ 1, βε(x) ∈ C2(R), βε(x) ≤ 0, β′ε(x) ≥ 0,

β′′ε(x) ≤ 0, βε(x) =

{
0, x ≥ ε,

−1, x = 0,
lim
ε→0

βε(x) =

{
0, x > 0,

−∞, x < 0.

(7)
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图 3.1: β0.2
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图 3.2: β0.1 和 β0.2

此外由图 3.2, 可得当 ε1 ≤ ε2 时, 对任意的 t ∈ [0, ε2],

βε1(t)− βε2(t) ≥ 0. (8)

根据惩罚函数 βε(·) 的定义

Luε = 0 ⇔ uε ≥ u0 + ε, Luε > 0 ⇔ uε < u0 + ε. (9)

因此当 ε → 0 时可以用 βε(·) 控制不等式. 下面给出非线性抛物问题 (4)–(6) 的弱解定义.
定义 3.1 称非负函数 uε 为非线性抛物问题 (4)–(6) 的弱解, 如果
(a) uε ∈ L∞(ΩT ) ∩ Lp(x)

(
0, T ;W 1,p(x)

0 (Ω)
)

;

(b) 对任意的 ϕ ∈ C∞
0 (ΩT ),

∫ ∫

ΩT

(
−uεϕt + uσ

ε |∇uε|p(x)−2∇uε∇ϕ + (σ − γ)uσ−1
ε |∇uε|p(x)

ϕ + βε(uε − u0)ϕ
)

dxdt = 0;

(c) 存在常数 µ > 0, lim
t→∞

∫

Ω

|uµ(x, t)− uµ
0 (x)|dx = 0.

文献 [12] 利用半离散差分格式证明了非线性抛物方程 (4)–(6) 存在定义 3.1 意义下的弱
解. 本节将在非线性抛物方程 (4)–(6) 的基础之上, 考察变分不等式的弱解问题. 在此之前,
先给出几个有用的引理.
引理 3.1设 ε, ε1 和 ε2 为正常数满足 ε ∈ (0, 1), 0 < ε1 ≤ ε2 < 1, 则

u0 ≤ uε ≤ |u0|∞ + ε, (10)

uε1 ≤ uε2 ,∀(x, t) ∈ ΩT . (11)

证 首先证明 uε ≥ u0. 考虑公式 (4), 即

Luε=− βε(uε − u0). (12)

令 t = 0 可得
Lu0ε = −βε(u0ε − u0) = −βε(ε) = 0, (x, t) ∈ ΩT . (13)
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易见 u0ε 和 uε 在抛物边界上相等, 因此联立公式 (12) 和 (13) 并利用引理 2.4, 有

uε ≥ u0ε ≥ u0, ∀(x, t) ∈ ΩT .

其次证明 uε ≤ |u0|∞ + ε. 注意到 |u0|∞ + ε 为常数, 并且

uε ≤ |u0|∞ + ε, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), uε(x, 0) ≤ |u0|∞ + ε, ∀x ∈ Ω.

又因为

L (|u0|∞ + ε) + βε(|u0|∞ + ε− u0) ≥ βε(ε) = 0,

所以利用引理 2.5 可知 uε ≤ |u0|∞ + ε, ∀(x, t) ∈ ΩT .

最后证明公式 (11) 成立. 因为

Luε1 + βε1(uε1 − u0) = 0, Luε2 + βε2(uε2 − u0) = 0,

进一步利用公式 (8) 可得

Luε2 + βε1(uε2 − u0) = βε1(uε2 − u0)− βε2(uε2 − u0) ≥ 0.

联立初边值条件, 并利用引理 2.5 可得结论成立.
引理 3.2 对任意的 α ∈ [0, 1− γ), 非线性抛物方程 (4)–(6) 的解满足

|∂tu
µ
ε |L2(ΩT ) + |∂tuε|L2(ΩT ) ≤ C, (14)

∣∣∣|∇uε|p(x)
u−α

ε

∣∣∣
L1(ΩT )

+ |∇uε|Lp(x)(ΩT ) ≤ C, (15)

其中 C 为不依赖 ε 的非负常数.
证 注意 2(µ− 1) = γ − σ, 在公式 (4) 边乘以 uγ−σ

ε ∂tuε 并在 ΩT 上的积分, 有

µ−2

∫ ∫

ΩT

(∂tu
µ
ε )2dxdt =

∫ ∫

ΩT

∂tuε · uγ−σ
ε ∂tuεdxdt

= −
∫ ∫

ΩT

(
|∇uε|2

)(p(x)−2)/2

∇uε∇(uγ
ε∂tuε)dxdt

+γ

∫ ∫

ΩT

(
|∇uε|2

)p(x)/2

uγ−1
ε ∂tuεdxdt−

∫ ∫

ΩT

βε(uε − u0)uγ−σ
ε ∂tuεdxdt

≤ −
∫ ∫

ΩT

uγ
ε

(
|∇uε|2

)(p(x)−2)/2

∇uε∇(∂tuε)dxdt −
∫ ∫

ΩT

βε(uε − u0)uγ−σ
ε ∂tuεdxdt.

由 Cauchy 不等式, Holder 不等式以及公式 (10), 可得
∣∣∣∣
∫ ∫

ΩT

βε(uε − u0)uγ−σ
ε ∂tuεdxdt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∫

ΩT

βε(uε − u0)uµ−1
ε µ−1∂tu

µ
ε dxdt

∣∣∣∣

≤ 1
2

∥∥uµ−1
ε

∥∥2

L2(ΩT )
+

1
2
µ−2

∫ ∫

ΩT

(∂tu
µ
ε )2dxdt

≤ 1
2

∥∥uµ−1
0

∥∥2

L2(ΩT )
+

1
2
µ−2

∫ ∫

ΩT

(∂tu
µ
ε )2dxdt.
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从而利用引理 2.1 (3) 以及引理 3.1 可得

1
2
µ−2

∫ ∫

ΩT

(∂tu
µ
ε )2dxdt ≤ 1

p−
(|u0|∞ + 1)γ

(
1 + |∇u0|p

+/p−

Lp(x)(ΩT )

)
+

1
2

∥∥uµ−1
0

∥∥2

L2(ΩT )
. (16)

又因为 2(µ− 1) = γ − σ, 利用引理 3.1 可得
∫ ∫

ΩT

(∂tuε)
2dxdt =

∫ ∫

ΩT

(∂tu
µ
ε )2u

1
γ−σ
ε dxdt ≤ (|u0|∞ + 1)

1
γ−σ

∫ ∫

ΩT

(∂tu
µ
ε )2dxdt. (17)

联立公式 (16) 和公式 (17) 可得公式 (14) 成立.
其次证明公式 (15) 成立. 在等式 (4) 两端乘以 u1−α−σ

ε 并积分可得

∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
u1−α−σ

ε dxdt

=
∫ ∫

ΩT

u1−α
ε div

{
|∇uε|p(x)−2∇uε

}
+γu−α

ε |∇uε|p(x) + u1−α−σ
ε βε(uε − u0)dxdt

=
∫ T

0

∫

∂Ω

{
u1−α

ε |∇uε|p(x)−2 ∂uε

∂ν

}
dxdt

−(1− α− γ)
∫ ∫

ΩT

u−α
ε |∇uε|p(x)dxdt +

∫ ∫

ΩT

u1−α−σ
ε βε(uε − u0)dxdt,

(18)

其中 ν 表示曲面 ∂Ω 的外侧法向量. 进一步联立公式 (7) 和公式 (10) 有
∫ ∫

ΩT

u1−α−σ
ε βε(uε − u0)dxdt ≤ 0. (19)

又因为 uε ≥ ε, 所以 ∂uε

∂ν
≤ 0,∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ), 这意味着

∫ T

0

∫

∂Ω

{
u1−α

ε |∇uε|p(x)−2 ∂uε

∂ν

}
dxdt ≤ 0. (20)

将公式 (19) 和公式 (20) 代入公式 (18) 可得
∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
u1−α−σ

ε dxdt ≤ −(1− α− γ)
∫ ∫

ΩT

u−α
ε |∇uε|p(x)dxdt. (21)

进一步利用分步积分, 有
∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
u1−α−σ

ε dxdt =
1

2− α− σ

∫

Ω

u2−α−σ
ε (x, T )− u2−α−σ

ε (x, 0)dx.

注意 1− α− γ > 0, 1− α > 0. 将上式代入公式 (21) 即可得到
∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x)
u−α

ε dxdt ≤ 1
(1− α− γ)(2− α− σ)

∫

Ω

u2−α−σ
ε (x, 0)dx ≤ C,

其中 C 是仅依赖 α、γ 、Ω 和 |u0|∞ 的常数.
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引理 3.1 和引理 3.2 意味着, 对任意的 ε ∈ (0, 1) 存在子列 {uε} (仍记为 {uε} ) 以及函数
u ∈ L∞(ΩT ), 使得

uε → u, ε → 0, (22)

∇uε
w→∇u ∈ Lp(x)(ΩT ), ε → 0, (23)

∂tuε
w→ ∂tu ∈ L2(ΩT ), ε → 0, (24)

其中
w→ 表示弱收敛, 此外还有

u0 ≤ u ≤ |u0| , u ≤ uε,∀(x, t) ∈ ΩT . (25)

通过下面的引理 (引理 3.3), 还可以得到

|∇uε −∇u|Lp(x)(ΩT ) → 0, ε → 0. (26)

引理 3.3 设 Qε
c = {(x, t) ∈ ΩT ;uε ≥ c, c > 0}, Qc = {(x, t) ∈ ΩT ;u ≥ c, c > 0}, 则

|∇uε −∇u|Lp(x)(Qε
c) → 0, ε → 0, (27)

|∇uε −∇u|Lp(x)(Qc)
→ 0, ε → 0. (28)

证 在公式 (4) 中选择 ϕ = up−−2
ε (u2

ε − ε2 − u2) 可得
∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
up−−σ−1

ε (u2
ε − ε2 − u2)dxdt

= −
∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x)−2∇uε∇{up−−1
ε (u2

ε − ε2 − u2)}dxdt

+ γ

∫ ∫

ΩT

up−−2
ε |∇uε|p(x)(u2

ε − ε2 − u2)dxdt

+
∫ ∫

ΩT

up−−σ−1
ε (u2

ε − ε2 − u2)βε(uε − u0)dxdt.

= (γ − p− + 1)
∫ ∫

ΩT

up−−2
ε |∇uε|p(x)(u2

ε − ε2 − u2)dxdt

−
∫ ∫

ΩT

up−−1
ε |∇uε|p(x)−2∇uε∇(u2

ε − u2)dxdt

+
∫ ∫

ΩT

up−−σ−1
ε (u2

ε − ε2 − u2)βε(uε − u0)dxdt.

(29)

利用公式 (24) 以及罚函数 βε (·) 的定义,
∫ ∫

ΩT

up−−1
ε |∇uε|p(x)(u2

ε − ε2 − u2)dxdt = O(ε2), (30)

∫ ∫

ΩT

up−−σ−1
ε (u2

ε − ε2 − u2)βε(uε − u0)dxdt = O(ε2). (31)

注意 γ − p− + 1 < 0, 将公式 (30) 和公式 (31) 代入公式 (29), 有
∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
up−−σ−1

ε (u2
ε − ε2 − u2)dxdt

≤ O(ε2) − 2p−−1

∫ ∫

ΩT

∣∣∇u2
ε

∣∣p(x)−2∇u2
ε∇(u2

ε − u2)dxdt .
(32)
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又因为 ε ≤ uε ≤ |u0|∞ + 1, 所以利用三角不等式可得
∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
up−−σ−1

ε (u2
ε − ε2 − u2)dxdt

+2p−−1

∫ ∫

ΩT

[∣∣∇u2
ε

∣∣p(x)−2∇u2
ε −

∣∣∇u2
∣∣p(x)−2∇u2

]
∇(u2

ε − u2)dxdt

≤ O(ε2)− 2p−−1

∫ ∫

ΩT

∣∣∇u2
∣∣p(x)−2∇u2∇(u2

ε − u2)dxdt,

(33)

利用公式 (10) 和公式 (14), 并利用 Holder 不等式可得
∫ ∫

ΩT

∣∣∣∂tu
p−−σ
ε

∣∣∣
2

dxdt = (p− − σ)2(|u0|∞ + 1)p−−σ−1

∫ ∫

ΩT

|∂tuε|2dxdt < ∞,

这意味着
∣∣∣∣
∫ ∫

ΩT

∂uε

∂t
up−−σ−1

ε (u2
ε − ε2 − u2)dxdt

∣∣∣∣

≤ 1
p−−σ

√∫ ∫

ΩT

∣∣∣∂tu
p−−σ
ε

∣∣∣
2

dxdt ·
√∫ ∫

ΩT

(u2
ε − ε2 − u2)2dxdt = O(ε2).

(34)

此外由公式 (22) 和公式 (23) 有

∇u2
ε

w→∇u2 ∈ Lp(x)(ΩT ), (35)

将公式 (34) 和公式 (35) 代入公式 (33), 有

lim
ε→0

∫ ∫

ΩT

[∣∣∇u2
ε

∣∣p(x)−2∇u2
ε −

∣∣∇u2
∣∣p(x)−2∇u2

]
∇(u2

ε − u2)dxdt ≤ 0.

进一步利用引理 2.3 可得

lim
ε→0

∫ ∫

ΩT

∣∣∇u2
ε −∇u2

∣∣p(x)
dxdt = 0.

因此利用公式

∇u2
ε −∇u2 = 2uε(∇uε −∇u) + 2∇u(uε − u),

∇u2
ε −∇u2 = 2u(∇uε −∇u) + 2∇uε(uε − u),

从而令 ε → 0 可得

2p−
∫ ∫

ΩT

up(x)
ε |∇uε −∇u|p(x)dxdt

≤ 2p+
∫ ∫

ΩT

∣∣∇u2
ε −∇u2

∣∣p(x)
dxdt + 4p+

∫ ∫

ΩT

|∇u|p(x)|uε − u|p(x)dxdt → 0,

2p−
∫ ∫

ΩT

up(x)
ε |∇uε −∇u|p(x)dxdt

≤ 2p+
∫ ∫

ΩT

∣∣∇u2
ε −∇u2

∣∣p(x)
dxdt + 4p+

∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x)|uε − u|p(x)dxdt → 0.
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注意 Qε
c ⊂ ΩT , Qc ⊂ ΩT , 再令 ε → 0, 有

cp−
∫ ∫

Qε
c

|∇uε −∇u|p(x)dxdt ≤
∫ ∫

ΩT

up(x)
ε |∇uε −∇u|p(x)dxdt → 0,

cp−
∫ ∫

Qc

|∇uε −∇u|p(x)dxdt ≤
∫ ∫

ΩT

up(x)|∇uε −∇u|p(x)dxdt → 0.

因此公式 (27) 和公式 (28) 成立. 进一步利用公式 (27) 和公式 (28), 公式 (26) 亦是成立的.
引理 3.4当 ε → 0 时有

∣∣∣uσ−1
ε |∇uε|p(x) − uσ−1|∇u|p(x)

∣∣∣
L1(ΩT )

→ 0, (36)

∣∣∣uσ
ε |∇uε|p(x)−2∇uε − uσ|∇u|p(x)−2∇u

∣∣∣
L1(ΩT )

→ 0, (37)

−βε(uε − u0) → ξ ∈ G(u− u0). (38)

证 设 χη 和 χ
(ε)
η 分别是集合 {(x, t) ∈ ΩT ;u(x, t) < η} 和 {(x, t) ∈ ΩT ;uε(x, t) < η} 的

特征函数. 显然 χη ≤ χ
(ε)
η . 利用三角不等式, 有

∫ ∫

ΩT

∣∣∣|∇uε|p(x) − |∇u|p(x)
∣∣∣ dxdt

≤
∫ ∫

ΩT

∣∣∣|∇u|p(x)
χη − |∇uε|p(x)

χ(ε)
η

∣∣∣ dxdt

+
∫ ∫

ΩT

∣∣∣|∇u|p(x)(1− χη)− |∇uε|p(x)(1− χ(ε)
η )

∣∣∣ dxdt

≤
∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x)
χ(ε)

η dxdt +
∫ ∫

ΩT

|∇u|p(x)
χηdxdt

+
∫ ∫

ΩT

|∇u|p(x)(χ(ε)
η − χη)dxdt

+
∫ ∫

ΩT

∣∣∣|∇uε|p(x) − |∇u|p(x)
∣∣∣ (1− χ(ε)

η )dxdt

= H1 + H2 + H3 + H4.

(39)

取 α = (1− γ)/2, 利用引理 3.2, 可得

H1 =
∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x) u
α
ε

uα
ε

χ(ε)
η dxdt ≤ ηα

∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x)
u−α

ε dxdt ≤ Cηα → 0 (η → 0).

(40)
利用引理 3.3 和公式 (40), 当 η → 0 时,

H2 ≤
∫ ∫

ΩT

χ(ε)
η |∇uε|pdxdt +

∫ ∫

ΩT

χ(ε)
η |∇uε −∇u|pdxdt → 0, (41)

H4 → 0, (42)

先固定 η > 0, 易得当 ε → 0 时, χ
(ε)
η → χη, 故

H3 → 0 (η → 0). (43)
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从而将公式 (40)–(43) 代入公式 (39), 并令 η → 0 可得
∫ ∫

ΩT

∣∣∣|∇uε|p(x) − |∇u|p(x)
∣∣∣ dxdt → 0.

因此再由公式 (22) 可得公式 (36) 成立.
下面证明公式 (37) 成立. 利用三角不等式, 可得

∫ ∫

ΩT

∣∣∣uσ
ε |∇uε|p(x)−2∇uε − uσ|∇u|p(x)−2∇u

∣∣∣ dxdt

≤
∫ ∫

ΩT

|uσ
ε − uσ| |∇uε|p(x)−1dxdt +

∫ ∫

ΩT

uσ|∇uε|p(x)−2 |∇uε −∇u|dxdt

+
∫ ∫

ΩT

uσ |∇u| ·
∣∣∣|∇uε|p(x)−2 − |∇u|p(x)−2

∣∣∣ dxdt = H5 + H6 + H7.

(44)

再由 Holder 不等式和引理 2.6, 当 ε → 0 时,

H5 ≤ C |uσ
ε − uσ|p−Lp(x)(ΩT ) + C |uσ

ε − uσ|p+

Lp(x)(ΩT ) → 0. (45)

再次利用 Holder 不等式同样有

H7 =
∫ ∫

ΩT

uσ |∇u| ·
∣∣∣|∇uε|p(x)−2 − |∇u|p(x)−2

∣∣∣ dxdt

≤ C

∫ ∫

ΩT

|∇u| ·
∣∣∣|∇uε|p(x) − |∇u|p(x)

∣∣∣
p(x)−2

p(x)
dxdt.

利用引理 2.1 和公式 (26), 当 ε 足够小时,
∣∣∣|∇uε|p(x) − |∇u|p(x)

∣∣∣
L1(ΩT )

≤ 1,

此时当 ε → 0 时,

H7 ≤ C
∣∣∣|∇uε|p(x) − |∇u|p(x)

∣∣∣
(p−−2)/p+

L1(ΩT )

(
|∇u|p+

Lp(x)(ΩT ) + |∇u|p−Lp(x)(ΩT )

)
→ 0. (46)

下面估计 H6. 再次利用三角不等式, 当 ε 足够小时,

H6 =
∫ ∫

ΩT

uσ|∇uε|p(x)−2 · |∇uε −∇u|dxdt

≤ C

∫ ∫

ΩT

|∇uε|p(x)−2 · |∇uε −∇u|dxdt

≤ C

(∣∣∣|∇uε|p(x)−2
∣∣∣

p+−2
p−

L
p(x)

p(x)−2 (ΩT )
+

∣∣∣|∇uε|p(x)−2
∣∣∣

p−−2
p+

L
p(x)

p(x)−2 (ΩT )

)
|∇uε −∇u|

p−
2

L
p(x)

2 (ΩT )

≤ C

(
|∇uε|

p+(p+−2)
p−

Lp(x)(ΩT )
+ |∇uε|

p−(p−−2)
p+

Lp(x)(ΩT )

)
|∇uε −∇u|

p−
2

L
p(x)

2 (ΩT )
.

(47)

因此将公式 (14) 和 (25) 代入公式 (47), 可得

H6 → 0 (ε → 0). (48)
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从而, 联立公式 (44), (45) 和 (48) 可得 (37) 成立.
最后证明公式 (38). 利用公式 (7) 和 (10), 可见

0 ≤ −βε(uε − u0) ≤ 1, −βε(uε − u0) → ξ, ε → 0. (49)

由极限的保号性, 易得
0 ≤ ξ(x, t) ≤ 1,∀(x, t) ∈ ΩT . (50)

根据 G(·) 的定义, 若证明公式 (38) 只需证明: 当 u(x0, t0) > u0(x0) 时, ξ(x0, t0) = 0. 事实
上, 当 u(x0, t0) > u0(x) 时, 存在常数 λ > 0 和邻域 Bδ(x0, t0), 当 ε 足够小时,

uε(x, t) ≥ u0(x) + λ, ∀(x, t) ∈ Bδ(x0, t0).

当 ε 足够小时, ∀(x, t) ∈ Bδ(x0, t0), 0 ≥ βε(uε − u0) ≥ βε(λ) = 0. 因此当 ε → 0 时,

ξ(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Bδ(x0, t0).

公式 (38) 得证.
引理 3.4 意味着 ξ(x, t) = 0 和 u(x, t) > u0(x) 等价, ξ(x, t) > 0 和 u(x, t) = u0(x) 等价.

据此, 我们给出本文的主要结果.
定理 3.1 设 γ ∈ (0, 1), 则抛物变分不等式 (1)–(3) 存在唯一的弱解满足

∂tu
µ ∈ L2(ΩT ), µ =

γ − σ

2
+ 1 ∈ (0, 1).

证 首先证明解的存在性. 由公式 (25) 和公式 (38) 可知定义 2.1 之条件 (a) 和条件 (c)
成立, 在公式 (5) 中令 ε → 0 易知定义 2.1 之条件 (b) 亦成立. 由引理 3.4 和公式 (22) 可知
定义 2.1 中等式 (d) 也成立. 最后证明定义 2.1 中条件 (e) 成立. 定义

I =
∫

Ω

|uµ
ε − uµ

0ε|dx.

利用 Holder 不等式, 有

I =
∫

Ω

|uµ
ε (x, t)− uµ

0ε(x)|dx ≤
∫

Ω

|∂su
µ
ε dx|dx

≤ √
t

∫

Ω

∣∣∣∣∣∣

√∫ t

0

(∂su
µ
ε )2dt

∣∣∣∣∣∣
dx ≤ |Ω| 12 |∂su

µ
ε |2L2(ΩT )

√
t.

故由公式 (14) 可得 ∫

Ω

|uµ
ε (x, t)− uµ

0ε(x)|dx ≤ C
√

t, (51)

其中 C 是不依赖 ε 的正常数. 进一步利用三角不等式又有
∫

Ω

|uµ(x, t)− uµ
0 (x)|dx

≤
∫

Ω

|uµ(x, t)− uµ
ε (x, t)|dx + |

∫

Ω

|uµ
ε (x, t)− uµ

0ε(x)|dx+
∫

Ω

|uµ
0ε(x)− uµ

0 (x)|dx.
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先令 ε → 0, 可得
∫

Ω

|uµ(x, t)− uµ
0 (x)|dx ≤ |

∫

Ω

|uµ
ε (x, t)− uµ

0ε(x)|dx,

由公式 (51), 再令 t → 0, 又有
∫

Ω

|uµ(x, t)− uµ
0 (x)|dx → 0. (52)

因此, 解的存在性得证.
下面证明解的唯一性. 假设 (u1, ξ1) 和 (u2, ξ2) 是抛物变分不等式 (1)–(3) 的两个解, 令

sgnδ(z) = sgn(z) inf{|z|/δ, 1}, δ > 0,

并定义

ϕu1 = (u1)
γ−σsgnδ

(
(u1 − u2)+

)
, ϕu2 = (u2)

γ−σsgnδ

(
(u1 − u2)+

)
,

则由定义 2.1 可得
∫ ∫

ΩT

(γ + 1− σ)−1
∂tu

γ−σ+1
1 sgnδ((u1 − u2)+) + uγ

1 |∇u1|p(x)−2∇u1∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt

=
∫ ∫

ΩT

ξ1u
γ−σ
1 sgnδ((u1 − u2)+)dxdt,

∫ ∫

ΩT

(γ + 1− σ)−1
∂tu

γ−σ+1
2 sgnδ((u1 − u2)+) + uγ

2 |∇u2|p(x)−2∇u2∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt

=
∫ ∫

ΩT

ξ2u
γ−σ
2 sgnδ((u1 − u2)+)dxdt.

上述两个公式相减可得
∫ ∫

ΩT

(γ + 1− σ)−1
∂t(u

γ−σ+1
1 − uγ−σ+1

2 )sgnδ((u1 − u2)+)dxdt

+
∫ ∫

ΩT

(
uγ

1 |∇u1|p(x)−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p(x)−2∇u2

)
∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt

=
∫ ∫

ΩT

(ξ1u
γ−σ
1 − ξ2u

γ−σ
2 )sgnδ((u1 − u2)+)dxdt.

(53)

下面证明 ∫ ∫

ΩT

(ξ1u
γ−σ
1 − ξ2u

γ−σ
2 )sgnδ((u1 − u2)+)dxdt ≤ 0. (54)

当 u1(x, t) > u2(x, t) 时, u1(x, t) > u0(x), 并且此时 ξ1 = 0 < ξ2. 故

(ξ1u
γ−σ
1 − ξ2u

γ−σ
2 )sgnδ((u1 − u2)+) ≤ 0.

当 u1(x, t) ≤ u2(x, t) 时, u1(x, t) ≤ u2(x, t), 易得

(ξ1u
γ−σ
1 − ξ2u

γ−σ
2 )sgnδ((u1 − u2)+) = 0.
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因此对任意的 (u1, ξ1) 和 (u2, ξ2) 总有

(ξ1u
γ−σ
1 − ξ2u

γ−σ
2 )sgnδ((u1 − u2)+) ≤ 0.

故公式 (54) 成立.
下面证明

∫ ∫

ΩT

(
uγ

1 |∇u1|p(x)−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p(x)−2∇u2

)
∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt ≥ 0. (55)

注意当 a, b, c1 和 c2 为正常数时, f(t) = c1a
t − c2b

t 在 [0, ∞) 上是单调函数, 故
(
uγ

1 |∇u1|p(x)−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p(x)−2∇u2

)
∇sgnδ((u1 − u2)+) ≥ F (x, t), (56)

其中

F (x, t) = min{(uγ
1 |∇u1|p

−−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p

−−2∇u2)∇sgnδ((u1 − u2)+),

(uγ
1 |∇u1|p

+−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p

+−2∇u2)∇sgnδ((u1 − u2)+)}.

因此只需证明

∫ ∫

ΩT

F (x, t)dxdt 非负. 由引理 2.3 易得

∫ ∫

ΩT

(uγ
1 |∇u1|p

−−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p

−−2∇u2)∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt

=
∫ ∫

ΩT

(|∇g(u1)|p
−−2∇g(u1)− |∇g(u2)|p

−−2∇g(u2))∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt ≥ 0,

其中 g(s) = s1+γ/(p−−1)(1 + γ/(p− − 1))−1. 类推上述证明, 还有
∫ ∫

ΩT

(uγ
1 |∇u1|p

+−2∇u1 − uγ
2 |∇u2|p

+−2∇u2)∇sgnδ((u1 − u2)+)dxdt ≥ 0.

从而

∫ ∫

ΩT

F (x, t)dxdt 非负, 再由公式 (56) 可知公式 (55) 成立. 进一步将公式 (54) 和公式

(55) 代入公式 (53), 有
∫ ∫

ΩT

(γ + 1− σ)−1
∂t(u

γ−σ+1
1 − uγ−σ+1

2 )sgnδ((u1 − u2)+)dxdt ≤ 0.

又因为 sgnδ((u1 − u2)+) = sgnδ((u
γ−σ+1
1 − uγ−σ+1

2 )+), 所以
∫

Ω

(uγ−σ+1
1 − uγ−σ+1

2 )+dx ≤ 0.

故对任意的 (x, t) ∈ ΩT 有 u1 ≤ u2. 同理亦可证明任意的 (x, t) ∈ ΩT 有 u1 ≥ u2. 故解的唯
一性成立.
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Abstract: In this paper, the variational inequalities based on degenerate parabolic operators

are studied. By penalty method, the existence and uniqueness of the solutions are proved, which

generalize the theories of variational inequalities.
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