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两粒子的 Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组中

一个算子的紧性证明
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摘要: 本文主要研究紧算子在 Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组中的应用的问题. 利用紧算

子的定义, 获得了描述不同质量两粒子模型的线性 Boltzmann 算子的一个紧性结果.

关键词: 赋范空间; 紧算子; Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组; Boltzmann碰撞算子

MR(2010) 主题分类号: 35Q20; 35Q79 中图分类号: O175.4

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2017)06-1317-11

1 引言

本文研究带不同质量两粒子线性 Boltzmann 算子的性质. 这类线性算子在 Vlasov-
Maxwell-Boltzmann 模型中有着重要的应用. Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组是分子动
理学理论中一类常见的方程组, 可以用来描述弱电离化的等离子体中各种粒子比如说离子和
电子的动力学行为 [19] . 对于两族的不考虑物理参数如粒子质量、电量等的 Vlasov-Maxwell-
Boltzmann 方程组的经典解的存在性以及大时间行为的研究已经取得了很多重要的成果, 见
Guo[16]、Strain[24]、Duan-Strain[13]、Duan-Lei-Yang-Zhao[12]、Lei-Zhao[23]、Ha-Xiao-Xiong-
Zhao[17] 等在碰撞核截断情形的工作, 以及 Duan-Liu-Yang-Zhao[11]、Fang-Lei[15] 等在碰撞
核非截断情形的工作. 我们知道带正电的离子和带负电的电子其质量一般相差较大, 因此
从物理角度来讲, Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组应该考虑两种粒子的质量的影响, 注
意到 Duan-Liu[10] 以及 Huang-Liu[18] 近期关于带不同质量的 Vlasov-Poisson-Boltzmann 方
程组的非平凡解稳定性的研究工作, 证实了两种粒子质量不同, 所遇到的困难会更大. 因此
对带不同质量两粒子线性 Boltzmann 算子的研究具有深刻的意义. 此外, 还注意到 Boudin-
Grec-Pravic-Salvarani[8] 最近研究了多族的在整体Maxwellian 附近的线性 Boltzmann 算子
的紧性性质, 本文讨论来源于 Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组由两流体分解得到的在局
部Maxwellian 附近的线性 Boltzmann 算子的性质.

2 紧算子

在这里先对紧算子的相关定义、性质及其一些判别准则做一个整理和总结. 紧算子的相
关等价定义

定义 2.1 [1] 设 X、Y 是赋范线性空间, 若算子 T : X → Y 将 X 中任何有界集映成 Y

中的列紧集, 则称 T 是紧算子. 如果紧算子 T 还是线性算子, 则称 T 为紧线性算子.
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定义 2.2 [2] 设 X, Y 是 Banach空间, 设 T : X → Y 线性; 称 T 是紧算子, 如果 T (B1)
在 Y 中是紧集, 其中 B1 是 X 中的单位球.

定义 2.3 [3] 设 T 是赋范空间X 上到赋范空间 Y 中的线性算子, 如果对X 中任意有界

集M , TM 为 Y 中紧集, 称 T 是紧算子.

定义 2.4 [4] 设 T : D ⊂ X → Y 是一连续映射, 若对任意有界序列 {xn} ⊂ D, Txn 恒

有收敛子列, 则称 T 为紧算子或紧映射.

由定义不难证明, 紧算子的下列性质

引理 2.5 [1] 设 T : X → Y 是线性算子, 则下述条件相互等价

(1) T 是紧算子;

(2) T 把 X 中的单位球映成 Y 中的列紧集;

(3) 对 X 中任何有界点列 {xk}, {Txk} 存在收敛子列.

引理 2.6 [2] 设 X, Y 是赋范空间, T ∈ B(X, Y ), B(X, Y ) 是 X 到 Y 的有界线性算子

空间, 如果 T 是紧算子, 则 T 把 X 中的弱收敛点列映为 Y 中的强收敛点列.

下面给出三个判别紧算子的准则和方法.

引理 2.7 [3] 设 {Tn} 是赋范空间X 上到 Banach空间 Y 中的紧算子列且按范数收敛于

算子 T , 则 T 也是紧算子.

引理 2.8 [4] 设 Ω ∈ Rn 是一个可测集, 又设K ∈ L2(Ω× Ω), 则

T : f(u) 7→
∫

Ω

K(u, v)f(u)du, (∀f ∈ L2(Ω))

是 L2(Ω) 上的紧算子.

引理 2.9 [5] 假设 K(u, v) ≥ 0 为 u, v 的函数, 设 Tf(υ) =
∫

K(u, υ)f(u)du, Kn =

K(u, v)χΩn
, 这里 Ωn = An

⋂
Bn, 其中 An = {(u, υ) : |u− υ| ≥ 1

n
}, Bn = {(u, υ) : |υ| ≤ n},

n 为正整数. 若

(1)
∫

K(u, v)du 关于 v 是有界的;

(2) 对所有的 n, K ∈ L2(Ωn);

(3) sup
v

∫
(K −Kn)du → 0, n →∞,

则 T 在 L2 上是紧的. 引理的证明在参考文献 [9] 中已给出, 这里证明略去.

3 Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组 K 算子的紧性证明

在弱电离化的等离子体中, 带正电的离子和带负电的电子的动力学行为可以用如下
Vlasov-Maxwell-Boltzmann方程组来刻画 (见文献 [16, 19])





∂tFi + ξ · ∇xFi +
Ze

mi

(E + ξ ×B) · ∇ξFi = Qii(Fi, Fi) + Qie(Fi, Fe),

∂tFe + ξ · ∇xFe − e

me

(E + ξ ×B) · ∇ξFe = Qee(Fe, Fe) + Qei(Fe, Fi),
(3.1)
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其中电场 E 和磁场 B 满足Maxwell方程组




∂tE −∇x ×B = −
∫

R3

ξ(ZeFi − eFe) dξ,

∂tB +∇x × E = 0,

∇x · E =
∫

R3

(ZeFi − eFe) dξ, ∇x ·B = 0,

(3.2)

这里 Fi = Fi(t, x, ξ) ≥ 0, Fe = Fe(t, x, ξ) ≥ 0 可分别看作离子和电子的密度函数, x 和 ξ 分

别表示离子和电子的空间位置和速度, (t, x, ξ) ∈ (0,∞) × R3 × R3. mi, Ze 分别表示离子的

质量和电量, 而me, −e 分别表示电子的质量和电量.
(3.1) 式中 Qαβ(·, ·) (α, β ∈ {i, e}) 是 Boltzmann碰撞算子, 这里取如下硬球模型的非对

称形式

Qαβ(Fα, Fβ) =
(σα + σβ)2

4

∫

R3×S2+
[Fα(ξ′)Fβ(ξ′∗)− Fα(ξ)Fβ(ξ∗)]|(ξ − ξ∗) · ω| dξ∗dω, (3.3)

这里 S2
+ = {ω ∈ S2 : (ξ − ξ∗) · ω ≥ 0}, σα 是 α 粒子的直径, 本文取 σα = σβ = 1. (ξ, ξ∗) 和

(ξ′, ξ′∗) 分别表示粒子碰撞前以及碰撞后的速度. 由于粒子碰撞前后动量和能量守恒, 故

mαξ + mβξ∗ = mαξ′ + mβξ′∗, mα|ξ|2 + mβ|ξ∗|2 = mα|ξ′|2 + mβ|ξ′∗|2, (3.4)

由此易知

ξ′ = ξ − 2mα

mα + mβ

[(ξ − ξ∗) · ω]ω, ξ′∗ = ξ∗ +
2mα

mα + mβ

[(ξ − ξ∗) · ω]ω.

为方便起见, 将方程组 (3.1) 写成如下向量形式

∂tF + ξ · ∇xF + m−1q (E + ξ ×B) · ∇ξF = C(F, F ), (3.5)

这里记

F =

(
Fi

Fe

)
, m−1 =

(
1

mi
0

0 1
me

)
, q =

(
Ze 0
0 −e

)
, C(F, F ) =

(
Ci(F, F )
Ce(F, F )

)
,

其中 Cα(F, F ) =
∑
β

Qαβ(Fα, Fβ).

现在令

F =

(
Fi

Fe

)
=

(
Mi

Me

)
+

(
Gi

Ge

)
, (3.6)

并称此形式为一个两流体分解, 其中

Mα(ξ) =
nα

(2πkαθ)3/2
exp

(
−mα|ξ − u|2

2kαθ

)
, α = i, e (3.7)
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为标准的麦克斯韦分布, 这里 kα = kB/mα, kB 为 Boltzmann常数, nα, u, θ 分别表示 α - 粒
子的宏观密度、速度和温度. 具体来讲, (3.7) 式中的 [ni, ne, u, θ](t, x) 由下式确定





mini ≡
∫

R3

ψ0i · F (t, x, ξ)dξ, mene ≡
∫

R3

ψ0e · F (t, x, ξ)dξ,

(mini + mene)uj ≡
∫

R3

ψj · F (t, x, ξ)dξ, j = 1, 2, 3,

ni

(
θ +

1
2
mi|u(t, x)|2

)
+ ne

(
θ +

1
2
me|u(t, x)|2

)
≡

∫

R3

ψ4 · F (t, x, ξ)dξ,

(3.8)

其中 ψ0i, ψ0e 和 ψj , j = 1, 2, 3, 4, 是六个碰撞不变量, 有如下形式

ψ0i =

(
mi

0

)
, ψ0e =

(
0

me

)
, ψj =

(
miξj

meξj

)
, j = 1, 2, 3, ψ4 =

(
1
2
mi|ξ|2

1
2
me|ξ|2

)
.(3.9)

进一步可验证

∫

R3

Qαβ(Fα, Fβ)dξ = 0,

∫

R3

mαξjQαα(Fα, Fα)dξ = 0, j = 1, 2, 3,

∫

R3

1
2
mα|ξ|2Qαα(Fα, Fα)dξ = 0

和





∫

R3

mαξjQαβ(Fα, Fβ)dξ +
∫

R3

mβξjQβα(Fβ, Fα)dξ = 0, j = 1, 2, 3,
∫

R3

1
2
mα|ξ|2Qαβ(Fα, Fβ)dξ +

∫

R3

1
2
mB|ξ|2Qβα(Fβ, Fα)dξ = 0

对 α 6= β(β ∈ {i, e}) 成立. 对于 (3.7) 式中定义的Mα, 有
引理 3.1 设Mα 定义如 (3.7) 式, 则

Qαβ(Mα,Mβ) = 0. (3.10)

证 将 (3.7) 式代入 (3.3) 式, 再利用 (3.4) 式即可得 (3.10) 式. 现将 F 的两流体分解

(3.6) 代入 (3.5) 式可得

∂t(M + G) + ξ · ∇x(M + G) + m−1q(E + ξ ×B) · ∇ξ(M + G) = LMG + Γ(G,G),

这里

LMG =

(
Qii(Mi,Gi) + Qii(Gi,Mi) + Qie(Mi,Ge) + Qie(Gi,Me)

Qee(Me,Ge) + Qee(Ge,Me) + Qei(Me,Gi) + Qei(Ge,Mi)

)
, (3.11)

Γ(G,G) =

(
Qii(Gi,Gi) + Qie(Gi,Ge)
Qee(Ge,Ge) + Qei(Ge,Gi)

)
.



No. 6 李增明等: 两粒子的 Vlasov-Maxwell-Boltzmann 方程组中一个算子的紧性证明 1321

注意到定义式 (3.3), 记

Qαβ(Fα, Fβ) =
∫

R3×S2+
B

[
Fα(ξ

′
)Fβ(ξ

′
∗)− Fα(ξ)Fβ(ξ∗)

]
dξ∗dω

=
∫

R3×S2+
BFα(ξ

′
)Fβ(ξ

′
∗)dξ∗dω −

∫

R3×S2+
BFα(ξ)Fβ(ξ∗)dξ∗dω

=Qgain
αβ (Fα, Fβ) + Qloss

αβ (Fα, Fβ),

其中 Qgain
αβ 和 Qloss

αβ 分别称为“增益项”和“亏损项”, B = |(ξ − ξ∗) · ω|. 由 (3.11) 式, 可作如
下分解

LMG = −
(

νiGi

νeGe

)
+

( √
MiKiG√
MeKeG

)
,

其中

−να =
∑

α∈{i,e}
Qloss

αβ (1,Mα), Kα = K1
α + K2

α + K3
α + K4

α,

这里

K1
αG = M− 1

2
α

∑

β∈{i,e}
Qloss

αβ (Mα,Gβ)

= −
∫

R3×S2+
B

√
Mα(ξ)

√
Mα(ξ∗)

(
Gα√
Mα

)
(ξ∗)dξ∗dω

−
∫

R3×S2+
B

√
Mα(ξ)

√
Mβ(ξ∗)

(
Gβ√
Mβ

)
(ξ∗)dξ∗dω, α 6= β,

K2
αG = M− 1

2
α

{
Qgain

αα (Mα,Gα) + Qgain
αα (Gα,Mα)

}
(3.12)

=
∫

R3×S2+
B

√
Mα(ξ∗)

[√
Mα(ξ′)

(
Gα√
Mα

)
(ξ′∗) +

√
Mα(ξ′∗)

(
Gα√
Mα

)
(ξ′)

]
dξ∗dω,

K3
αG = M− 1

2
α Qgain

αβ (Mα,Gβ)

=
∫

R3×S2+
B

√
Mβ(ξ∗)

√
Mα(ξ′)

(
Gβ√
Mβ

)
(ξ′∗)dξ∗dω, α 6= β,

K4
αG = M− 1

2
α Qgain

αβ (Gα,Mβ)

=
∫

R3×S2+
B

√
Mβ(ξ∗)

√
Mβ(ξ′∗)

(
Gα√
Mα

)
(ξ′)dξ∗dω, α 6= β.

现在记

KG =

( √
MiKiG√
MeKeG

)
. (3.13)

下面将证明 K 是某个 Hilbert 空间上的紧算子, 为此先引入加权 L2 空间, 规定 f ∈
L2(R3, 1√

Mα
) 当且仅当 fM−1/2

α ∈ L2(R3). 下面是本文的主要结论.
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定理 3.2 设K的定义如 (3.13)式,则K是L2(R3, 1√
Mi

)×L2(R3, 1√
Me

)到L2(R3, 1√
Mi

)×
L2(R3, 1√

Me
) 的紧算子.

证 现在证明 K 是紧算子, 即证明 K1
i , K2

i , K3
i , K4

i , K1
e , K2

e , K3
e , K4

e 是紧算子, 事实上
只需要证明 K1

i , K2
i , K3

i , K4
i 是紧算子, K1

e , K2
e , K3

e , K4
e 为紧算子同理可证. 证明分以下四

部分:
1◦ 易知 √

Mi(ξ)
√

Me(ξ∗) ∈ L2(R3 × R3),

再结合引理 2.2 [4] 可知K1
i 显然是 L2(R3, 1√

Mi
)× L2(R3, 1√

Me
) 上的紧算子.

2◦ 现证明K2
i 为紧算子. 对K2

i 算子, 注意到

ξ
′
= ξ − [(ξ − ξ∗) · ω]ω, ξ

′
∗ = ξ∗ + [(ξ − ξ∗) · ω]ω.

令 V = ξ∗ − ξ, 设 ω⊥⊥ω, 有 V = ω(ω · V ) + ω⊥(ω⊥ · V ), 且

ξ
′
= ξ + (ω · V )ω = ξ∗ − ω⊥(ω⊥ · V ),

ξ
′
∗ = ξ∗ − (ω · V )ω = ξ + ω⊥(ω⊥ · V ).

从而变量替换ω → ω⊥意味着 ξ′ → ξ′∗, ξ′∗ → ξ′.基于此令 B̃ = B(|ξ−ξ∗|, ω)+B(|ξ−ξ∗|, ω⊥),
从而K2

α 可化简为

K2
i G =

∫

R3×S2+
B̃

√
Mi(ξ∗)

√
Mi(ξ′∗)

(
Gi√
Mi

)
(ξ′)dξ∗dω. (3.14)

接着作变量替换 V = ξ∗ − ξ, 可得

K2
i G =

∫

R3×S2+
B̃

√
Mi(ξ∗)

√
Mi(ξ′∗)

(
Gi√
Mi

)
(ξ′)dV dω. (3.15)

进一步设 V = υ + W, 这里 υ = (V · ω)ω, W = (V − (V · ω)ω), 则有 dV = 2dWd|υ|, 并且

dωdV = dω · 2dWd|υ| = 2dW · |υ|
2d|υ|dω

|υ|2 =
2dυdW

|υ|2 .

再由 ξ∗ = υ + W + ξ, ξ
′
= ξ + υ, ξ

′
∗ = ξ + W , 可将K2

i 改写为

K2
i G = 4

∫

R3×Π

M
1
2
i (ξ + υ + W )M

1
2
i (ξ + W )

(
Gi√
Mi

)
(ξ + υ)

1
|υ|dυdW, (3.16)

这里 Π = {υ}⊥, 在推导上式中还用到了 B̃dω = 2|V | cos ϕ sinφdϕdφ.
为计算 (3.16) 式, 令 η = ξ + υ, 此时有

K2
i G = 4

∫

R3×Π

M
1
2
i (η + W )M

1
2
i (ξ + w)

(
Gi√
Mi

)
(η)

1
|η − ξ|dηdW. (3.17)
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接下来, 对M
1
2
i (η + W )M

1
2
i (ξ + W ) 作如下计算

M
1
2
i (η + W )M

1
2
i (ξ + W )

=
ni

(2πkiθ)3/2
exp

(
−mi (|η + W − u|2 + |ξ + W − u|2)

4kBθ

)

=
ni

(2πkiθ)3/2
exp

(
−mi

(
2|W + ξ+η

2
− u|2 + 1

2
|ξ − η|2)

4kBθ

)

=
ni

(2πkiθ)3/2
exp

(
−mi|W + ξ+η

2
− u|2

2kBθ

)
exp

(
−mi|ξ − η|2

8kBθ

)

=
ni

(2πkiθ)3/2
exp

(
−mi|W + ς|2

2kBθ

)
exp

(
−mi|(ξ − u)2 − (η − u)2|2

8kBθ|ξ − η|2
)

exp
(
−mi|ξ − η|2

8kBθ

)
,

(3.18)

这里

ς =
ξ + η − 2u

2
− ξ + η − 2u

2
· ξ − η

|ξ − η|
ξ − η

|ξ − η| .

将 (3.18) 式代入 (3.17) 式可得

[K2
i G](ξ) = [K2

i Gi](ξ)

=
∫

R3

exp
(
−mi|(ξ − u)2 − (η − u)2|2

8kBθ|ξ − η|2
)

exp
(
−mi|ξ − η|2

8kBθ

)(
Gi√
Mi

)
(η)

1
|η − ξ|

×4
∫

Π

ni

(2πkiθ)3/2
exp

(
−mi|W + ς|2

2kBθ

)
dWdη

= 4ni

∫

R3

1
|ξ − η| exp

(
−mi|(ξ − u)2 − (η − u)2|2

8kBθ|ξ − η|2
)

× exp
(
−mi|ξ − η|2

8kBθ

)(
Gi√
Mi

)
(η)dη, (3.19)

从而K2
i 的核可表示为

κ2
α(ξ, η) = 4ni

1
|ξ − η| exp

(
−mi|(ξ − u)2 − (η − u)2|2

8kBθ|ξ − η|2
)

exp
(
−mi|ξ − η|2

8kBθ

)
.

利用引理 2.2 [5] 可证K2
i 为紧算子, 具体证明可见文献 [8, 9].

3◦ K3
i 的证明要更复杂, 这里先证明K4

i 为紧算子.
对K4

i , 与K2
i 不同的地方在于此时

ξ
′
= ξ − 2me

mi + me

[(ξ − ξ∗) · ω]ω, ξ
′
∗ = ξ∗ +

2mi

mi + me

[(ξ − ξ∗) · ω]ω.

现在令 ξ∗ − ξ = V = υ + W , 其中 υ = (V · ω)ω, W = V − (V · ω)ω, 则有

ξ
′
=ξ +

2me

mi + me

υ,

ξ
′
∗ =υ + W + ξ − 2mi

mi + me

υ =
me −mi

mi + me

υ + W + ξ.
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利用上面的关系式, 与 (3.16) 式的计算类似, 这时K4
i 可转化为

K4
i G =4

∫

R3×Π

√
Me(υ + W + ξ)

√
Me

(
me −mi

mi + me

υ + W + ξ

)

×
(

Gi√
Mi

)(
ξ +

2me

mi + me

υ

)
dυdW

|υ| .

进一步设 η = ξ + 2me

mi+me
υ 即 υ = mi+me

2me
(η − ξ). 从而

K4
i G =4

(
2me

mi + me

)−3 ∫

R3×Π

M
1
2
e

(
mi + me

2me

(η − ξ) + W + ξ

)

×M
1
2
e

(
me −mi

2me

(η − ξ) + W + ξ

)(
Gi√
Mi

)
(η)

1
|η − ξ|dηdW.

(3.20)

现在计算

M
1
2
e

(
mi + me

2me

(η − ξ) + W + ξ

)
M

1
2
e

(
me −mi

2me

(η − ξ) + W + ξ

)

=M
1
2
e

(
mi + me

2me

η +
me −mi

2me

ξ + W

)
·M 1

2
e

(
mi + me

2me

ξ +
me −mi

2me

η + W

)

=M
1
2
e

(
mi

2me

(η − ξ) +
1
2
(η + ξ) + W

)
·M 1

2
e

(
mi

2me

(ξ − η) +
1
2
(η + ξ) + W

)

=ne(2πkeθ)−3/2 exp

(
−me

(
mi

2me
(η − ξ) + 1

2
(η + ξ) + W − u

)2

4kBθ

)

× exp

(
−me

(
mi

2me
(ξ − η) + 1

2
(η + ξ) + W − u

)2

4kBθ

)

=ne(2keπθ)−3/2 exp


−me · m2

i

2m2
e
(ξ − η)2

4kBθ
− me · 2(W + 1

2
(η + ξ)− u)2

4kBθ




=ne(2keπθ)−3/2 exp
(
−m2

i

me

|ξ − η|2
8kBθ

− me

2
((η − u)2 − (ξ − u)2)2

4kBθ|η − ξ|2
)

× exp
(
−me|W + ζ2|2

2kBθ

)
.

(3.21)

将 (3.21) 式代入 (3.20) 式可知K4
i 的核可以写为下列形式

κ4
i (ξ, η) = 4ne

1
|ξ − η| exp

(
−m2

i

me

(ξ − η)2

8kBθ
− me((η − u)2 − (ξ − u)2)2

8kBθ|ξ − η|2
)

.

再次利用引理 2.2 [5] 可知K4
i 为紧算子.

4◦ 现在证明 K3
i 是紧算子. 与 K2

i , K4
i 的证明一样, 为了证明 K3

i 是紧算子, 首先要将
K3

i 化为一个更加简洁的形式, 为此先引入下面引理.
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引理 3.3 存在 b > 0 对任意的 i, e 满足mi 6= me 及任意的 ξ, ξ∗ ∈ R3 和 ξ
′
, ξ
′
∗ 有

√
Mβ(ξ∗)

√
Mα(ξ′) ≤ b

(√
Mβ(ξ′∗)

√
Mα(ξ)

)
. (3.22)

证 现在对此引理给出证明,选择mi 6= me,进行变量变换 (ξ−u, ξ∗−u, ξ′−u, ξ′∗−u) →
(ξ, ξ∗, ξ′, ξ′∗):

ξ
′
= ξ − 2me

mi + me

[(ξ − ξ∗) · ω]ω, ξ
′
∗ = ξ∗ +

2mi

mi + me

[(ξ − ξ∗) · ω]ω

可化为

ξ
′
=

(
I3 − 2me

mi + me

ωωT

)
ξ +

2me

mi + me

ωωT ξ∗, (3.23)

ξ
′
∗ =

(
I3 − 2mi

mi + me

ωωT

)
ξ∗ +

2me

mi + me

ωωT ξ, (3.24)

这里 I3 是 3× 3 单位矩阵. 由 (3.24) 式可以得到
(

I3 − 2mi

mi + me

ωωT

)
ξ∗ = ξ

′
∗ −

2me

mi + me

ωωT ξ.

为表达简便, 记

A =
(

I3 − 2mi

mi + me

ωωT

)
,

因为 detA = me−mi

me+mi
和mi 6= me, 所以A 可逆. 因此有

ξ∗ =
(

I3 − 2mi

mi + me

ωωT

)−1

ξ
′
∗ −

(
I3 − 2mi

mi + me

ωωT

)−1 2mi

mi + me

ωωT ξ

=A−1ξ
′
∗ + (I3 −A−1)ξ.

(3.25)

把 (3.25) 式代入 (3.23) 式又可得到

ξ
′
= −me

mi

(I3 −A−1)ξ
′
∗ +

(
mi + me

mi

I3 − me

mi

A−1

)
ξ.

现在考虑如下的分块矩阵

B =

(
A−1

√
me

mi
(I3 −A−1)

mi+me

mi
I3 − me

mi
A−1 −√

me

mi
(I3 −A−1)

)
.

通过计算有 detA = 1 且A−1 = A, 则有
( √

meξ∗√
miξ

′

)
= B

( √
meξ

′
∗√

miξ

)
.

事实上 (3.22) 式是通过找下面这个式子的下界得到的

‖B[
√

meξ
′
∗
√

miξ]T‖2

‖[√meξ
′
∗
√

miξ]T‖2
,
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且其是关于 ω 的正函数并有 b = min
ω∈S2

‖B‖2 > 0, 这就证明了引理 3.2.

这时为了证明K3
i 是紧算子, 利用关系

(
ξ∗ − u

ξ
′ − u

)
= B

(
ξ
′
∗ − u

ξ − u

)
,

则K3
i 可化为

K3
i =

∫

R3×S2+
B

√
Me(ξ∗(ξ

′
∗, ξ))

√
Mi(ξ′(ξ

′
∗, ξ))

(
Ge√
Me

)
(ξ
′
∗)dξ∗dω. (3.26)

再通过变量变换 ξ∗ → ξ
′
∗, 可以得到

(3.26) =
∫

R3×S2+
B

√
Me(ξ∗(ξ

′
∗, ξ))

√
Mi(ξ′(ξ

′
∗, ξ))

(
Ge√
Me

)
(ξ
′
∗)|A−1|dξ′∗dω.

上式也有确定的核形式, 其证明过程与 K2
i 与 K4

i 类似, 可知 K3
i 是紧的. 同理可证 K1

e , K2
e ,

K3
e , K4

e 也是紧算子.
综合上述可证明积分算子K 为紧算子.
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Abstract: In this paper, we mainly investigate an application of compact operators to the

Vlasov-Maxwell-Boltzmann equations. By using the definition of compact operators, we prove a

compactness result of the linear Boltzmann operator of a two species model with different mass.
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