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一类多维参数高斯过程的弱逼近
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摘要: 本文研究了一类多维参数高斯过程的弱极限问题. 在一般情况下, 利用泊松过程得到了

此类过程的弱极限定理, 此多维参数高斯过程可表示为确定的核函数关于维纳过程的随机积分, 且包

含多维参数的分数布朗运动.
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1 引言

由于 Davydov [8] 的工作, 最近很多学者研究了布朗运动和分数布朗运动的弱收敛问题.
Stroock [13] 研究了一维标准的泊松过程与标准的布朗运动之间的如下关系: 令 {N(t), t ≥ 0}
是一个标准的泊松过程, 定义

yε(t) =
1
ε

∫ t

0

(−1)N(s/ε2)ds,

则当 ε → 0 时, yε(t) 在连续函数空间 C([0, 1]) 中弱收敛到标准的布朗运动 {Bt, t ≥ 0}. 受到
Stroock [13] 工作的启发, Bardina 和 Jolis [2] 证明了当 ε → 0 时, 随机过程族

yε(s, t) =
∫ t

0

∫ s

0

1
ε2

√
xy(−1)N(x/ε,y/ε)dxdy, ε > 0

在 C([0, 1]2) 空间中弱收敛到标准的布朗单, 其中 {N(x, y), (x, y) ∈ R2
+} 是平面上的一个标

准泊松过程 (关于多维情形的相应结果可参考 Bardina, Jolis 和 Rovira [1]). Delgado 和 Jolis
[7] 证明了可以利用泊松过程逼近具有如下随机积分表示的一类高斯过程

X(t) =
∫ 1

0

K(t, r)dBr, t ∈ [0, 1],

其中K 是满足一定条件的确定的核函数. Bardina, Jolis 和 Tudor [3] 把上述结果推广到分数

布朗单和其他两参数高斯过程: 令W K1,K2 = {W K1,K2
s,t , (s, t) ∈ [0, 1]2} 使得

W K1,K2
s,t :=

∫ 1

0

∫ 1

0

K1(s, u)K2(t, v)dWu,v,
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其中W = {Ws,t, (s, t) ∈ [0, 1]2} 是标准布朗单且核函数K1,K2 满足一些条件. 令

Xε(s, t) =
∫ 1

0

∫ 1

0

K1(s, u)K2(t, v)
1
ε2

√
uv(−1)N( u

ε , v
ε )dudv,

那么 Xε 在连续函数空间 C([0, 1]2) 中弱收敛到W K1,K2 . 更多关于分数布朗运动, 分数布朗
单和多参数过程的相关问题可参见 Bardina 和 Florit [4], Li 和 Dai [10], Wang 等 [14, 15], 徐锐
等 [16], Dai [6] 等文献.
受上述文献的启发, 令 X(t1, · · · , td) 是具有如下随机积分表示的一类 d - 维参数高斯过

程

X(t1, · · · , td) =
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

K1(t1, u1), · · · ,Kd(td, ud)dWu1,··· ,ud
, ti ∈ [0, 1],

其中W = {Wt, t ∈ [0, 1]d} 表示 d - 维布朗运动, Ki, i = 1, · · · , d 是满足一定条件的确定的

核函数. 本文证明了

Xn(t) = n
d
2

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

K1(t1, u1) · · ·Kd(td, ud)(
d∏

i=1

ui)
d−1
2 (−1)N(u1n

1
d ,··· ,udn

1
d )du1 · · · dud

在连续函数空间 C([0, 1]d) 中弱收敛到 X. 此结论是将文献 [3] 中的结论推广到了 d - 维参数
情形, 而在多维参数情形下的计算过程会遇到更多的困难, 因此更多的借用了文献 [1] 中的不
等式来证明定理. 本文中常数 C0, C, Cd, cHi

, CHi
表示常数, 在不同的位置可以表示不同的

值.

2 主要结论

令 (s, t] =
d∏

i=1

(si, ti] ⊂ Rd, 其中 0 < si ≤ ti < 1, i = 1, · · · , d. 令

∆sX(t) =
∑

ε1=0,1

· · ·
∑

εd=0,1

(−1)
d−

d∑
i=1

εi

X(s1 + ε1(t1 − s1), · · · , sd + εd(td − sd))

是 X 在 (s, t] 上的增量 (见 Bickel 和Wichura [5]). 特别地, 当 d = 2 时,

∆sX(t) = X(s1, s2)−X(t1, s2)−X(s1, t2) + X(t1, t2)

是常见的二维空间上的增量.
本节考虑 d - 维参数高斯过程 X = {X(t), t ∈ [0, 1]d},

X(t) = X(t1, · · · , td) =
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

K1(t1, u1) · · ·Kd(td, ud)dWu1,u2,··· ,ud
,

其协方差函数为

Cov(X(t), X(s)) =
d∏

i=1

[
∫ 1

0

Ki(ti, ui)Ki(si, ui)dui],

其中Ki : [0, 1]× [0, 1] → R 是满足下列条件的函数:



No. 6 李梦玉等: 一类多维参数高斯过程的弱逼近 1289

(H1) (i) 对 i = 1, 2, · · · , d, Ki 是可测的且对任意的 ui ∈ [0, 1], Ki(0, ui) = 0, a.e..
(ii) 对 i = 1, 2, · · · , d, 存在单增的连续函数 Fi : [0, 1] → R 和 αi > 1 使得对任意

0 ≤ si < ti ≤ 1, 有
∫ 1

0

(Ki(ti, ui)−Ki(si, ui))2dui ≤ (Fi(ti)− Fi(si))αi .

(H2) (i) 对 i = 1, 2, · · · , d, Ki 是可测的且对任意的 ui ∈ [0, 1], Ki(0, ui) = 0, a.e..
(ii)’ 对 i = 1, 2, · · · , d, 存在单增的连续函数 Fi : [0, 1] → R 和 0 < ρi ≤ 1 使得对任意

0 ≤ si < ti ≤ 1, 有
∫ 1

0

(Ki(ti, ui)−Ki(si, ui))2dui ≤ (Fi(ti)− Fi(si))ρi .

(iii) 对 i = 1, 2, · · · , d, 存在常数 Mi > 0 和 βi > 0 使得对任意的 0 ≤ si < ti ≤ 1 和
0 ≤ s0i < t0i ≤ 1,

∫ t0i

s0i

(Ki(ti, ui)−Ki(si, ui))2dui ≤ Mi(t0i − s0i)βi .

注意到条件 (ii) 较 (ii)’ 强, 在较弱的条件 (ii)’ 下增加条件 (iii) 是为了证明 Xn 的胎紧性.
令 {N(x), x ∈ Rd

+} 是定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上的标准泊松过程, ∀n > 0, ti ∈ [0, 1],
i = 1, 2, · · · d, 定义

Xn(t) =
∫

[0,1]d
K1(t1, u1) · · ·Kd(td, ud)n

d
2 (

d∏
i=1

ui)
d−1
2 (−1)N(u1n

1
d ,··· ,udn

1
d )du1 · · · dud. (2.1)

本节将证明在连续函数空间 C([0, 1]d) 中, 当 n → ∞ 时, Xn 弱收敛到 X. 为了简化记
号, 用 Nn(u) 表示随机变量 N(u1n

1
d , · · · , udn

1
d ), 则 Nn 是强度为 n 的泊松过程.

为了证明主要结果, 首先给出如下引理. 引理 2.1 说明了过程 Xn 是连续的.
引理 2.1 设 θ ∈ L∞([0, 1]d), 定义

Y (t) =
∫

[0,1]d
K1(t1, u1) · · ·Kd(td, ud)θ(u1, · · · , ud)du1 · · · dud,

其中核函数Ki, i = 1, 2, · · · , d 满足条件 (i) 和 (ii)’, 那么 Y (t) 是一个连续函数.
证 ∀0 < si ≤ ti < 1, i = 1, · · · , d, 根据 Hölder 不等式和条件 (ii)’ 有

|∆sY (t)| = |
∫

[0,1]d
(K1(t1, u1)−K1(s1, u1)) · · · (Kd(td, ud)−Kd(sd, ud))θ(u)du1 · · · dud|

≤ ‖θ‖∞|
∫

[0,1]d
(K1(t1, u1)−K1(s1, u1)) · · · (Kd(td, ud)−Kd(sd, ud))du1 · · · dud|

= ‖θ‖∞|
∫ 1

0

(K1(t1, u1)−K1(s1, u1))du1 · · ·
∫ 1

0

(Kd(td, ud)−Kd(sd, ud))dud|

≤ ‖θ‖∞(
∫ 1

0

(K1(t1, u1)−K1(s1, u1))2du1)
1
2 · · · (

∫ 1

0

(Kd(td, ud)−Kd(sd, ud))2dud)
1
2

≤ ‖θ‖∞
d∏

i=1

(Fi(ti)− Fi(si))
ρi
2 .
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再由条件 (i) 知 Y (t) 是一个连续函数.
引理 2.2 对任意函数 fi ∈ L2([0, 1]), i = 1, 2, · · · , d, 存在一个正常数 Cd 使得

E(
∫

[0,1]d

d∏
i=1

fi(xi)θn(x)dx1 · · · dxd)2 ≤ Cd

∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (xi)dx1 · · · dxd,

其中

θn(x) = n
d
2 (

d∏
i=1

xi)
d−1
2 (−1)Nn(x), x = (x1, · · · , xd).

证 由于 (见参考文献 [1])

E[(−1)
2∑

j=1
Nn(xj)

] = exp[−2n(
d∏

i=1

x1
i +

d∏
i=1

x2
i − 2

d∏
i=1

x1∧2
i )]

和
d∏

i=1

x1
i +

d∏
i=1

x2
i − 2

d∏
i=1

x1∧2
i =

d∑
i=1

(
i−1∏
k=1

x1∧2
k )|x1

i − x2
i |(

d∏
k=i+1

x
1∨2(i)
k ),

其中 x1∧2
k = min{x1

k, x
2
k}, x1∨2

k = max{x1
k, x

2
k}, 对 j ≥ i 定义

x
1∨2(i)
j =

{
x1

j , x1
i ≥ x2

i ;

x2
j , x1

i < x2
i .

进而有

E(
∫

[0,1]d

d∏
i=1

fi(xi)θn(x)dx1 · · · dxd)2

=E(
∫

[0,1]d

d∏
i=1

fi(xi)n
d
2 (

d∏
i=1

xi)
d−1
2 (−1)Nn(x1,··· ,xd)dx1 · · · dxd)2

=nd

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

2∏
j=1

fi(x
j
i )(

d∏
i=1

2∏
j=1

xj
i )

d−1
2 E[(−1)

∑2
j=1 Nn(xj

1,··· ,xj
d)]

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

=nd

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

2∏
j=1

fi(x
j
i )(

d∏
i=1

2∏
j=1

xj
i )

d−1
2

exp[−2n

d∑
i=1

(
i−1∏
k=1

x1∧2
k )|x1

i − x2
i |(

d∏
k=i+1

x
1∨2(i)
k )]

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

≤2dnd

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

2∏
j=1

|fi(x
j
i )|(

d∏
i=1

2∏
j=1

xj
i )

d−1
2

× exp[−2n

d∑
i=1

[(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d. (2.2)
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先把上面的积分区域分成两部分: A = {x1
i ≤ x2

i ≤ 2x1
i , i = 1, 2, · · · , d} 和 Ac. 通过简单

的计算, 积分 (2.2) 在区域 A 上的值不超过

2d−1nd(
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

+
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x2

i )(
d∏

i=1

x2
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x2
k

2
]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d).

又有

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

=
∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

∫ 1

x1
d

· · ·
∫ 1

x1
1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]dx2

1 · · · dx2
ddx1

1 · · · dx1
d

=
∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

∫ 1

x1
d

· · ·
∫ 1

x1
2

d∏
i=2

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

∫ 1

x1
1

exp[−2n(x2
1 − x1

1)
∏
k=2

x1
k]dx2

1dx2
2 · · · dx2

ddx1
1 · · · dx1

d,

其中

∫ 1

x1
1

exp[−2n(x2
1 − x1

1)x
1
2 · · ·x1

d]dx2
1

=exp[2nx1
1x

1
2 · · ·x1

d]
∫ 1

x1
1

exp[−2nx2
1x

1
2 · · ·x1

d]dx2
1

=exp[2nx1
1x

1
2 · · ·x1

d]
1

−2nx1
2x

1
3 · · ·x1

d

exp[−2nx2
1x

1
2 · · ·x1

d] |1x1
1

=
1

−2nx1
2x

1
3 · · ·x1

d

exp[2nx1
1x

1
2 · · ·x1

d](exp[−2nx1
2x

1
3 · · ·x1

d]− exp[−2nx1
1x

1
2 · · ·x1

d])

=
1

−2nx1
2x

1
3 · · ·x1

d

(exp[−2n(1− x1
1)x

1
2 · · ·x1

d]− 1)

=
1

2nx1
2x

1
3 · · ·x1

d

− 1
2nx1

2x
1
3 · · ·x1

d

exp[−2n(1− x1
1)x

1
2 · · ·x1

d]

≤ 1
2nx1

2x
1
3 · · ·x1

d

.

类似的依次对 x2
2, x

2
3, · · · , x2

d 求积分计算可得

∫ 1

x1
d

· · ·
∫ 1

x1
1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]dx2

1 · · · dx2
d ≤ (2n)−d(

d∏
i=1

x1
i )

1−d.
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故

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

≤(2n)−d

∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )dx1
1 · · · dx1

d.

同理可计算

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x2

i )(
d∏

i=1

x2
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x2
k

2
]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d)

≤(
1

22−dn
)d

∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (x2

i )dx2
1 · · · dx2

d.

综上可得

2d−1nd(
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x1

i )(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

+
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

f2
i (x2

i )(
d∏

i=1

x2
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x2
k

2
]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d)

≤Cd

∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (xi)dx1 · · · dxd.

下面计算表达式 (2.2) 在区域 Ac 上的积分. Ac 可分解成如下区域的并

B1 = {x1
i ≤ x2

i , i = 1, 2, · · · , d, x2
1 > 2x1

1},

B2 = {x1
i ≤ x2

i , i = 1, 2, · · · , d, x2
2 > 2x1

2},
...

Bd = {x1
i ≤ x2

i , i = 1, 2, · · · , d, x2
d > 2x1

d}.
仅计算在 B2 上的积分, 其它区域上的积分可以类似计算. 在 B2 上有不等式

2(x2
1 − x1

1)x
1
2 · · ·x1

d + 2(x2
2 − x1

2)x
1
1x

1
3 · · ·x1

d + · · ·+ 2(x2
d − x1

d)x
1
1x

1
2 · · ·x1

d−1

≥2(x2
1 − x1

1)x
1
2 · · ·x1

d + (2x1
2 − x1

2)x
1
1x

1
3 · · ·x1

d + (x2
2 − x1

2)x
1
1x

1
3 · · ·x1

d + · · ·
+ 2(x2

d − x1
d)x

1
1x

1
2 · · ·x1

d−1

=2(x2
1 − x1

1)x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

1
2x

1
3 · · ·x1

d + (x2
2 − x1

2)x
1
1x

1
3 · · ·x1

d + · · ·+ 2(x2
d − x1

d)x
1
1x

1
2 · · ·x1

d−1

≥1
d
(x2

1 − x1
1)x

1
2 · · ·x1

d + x1
1x

1
2x

1
3 · · ·x1

d +
1
d
(x2

2 − x1
2)x

1
1x

1
3 · · ·x1

d + · · ·+ 1
d
(x2

d − x1
d)x

1
1x

1
2 · · ·x1

d−1

=
1
d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d).
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因此表达式 (2.2) 在 B2 上的积分就可以用下面的式子来控制

2dnd(
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

+
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x2

i ))(
d∏

i=1

x2
i )

d−1

d∏
i=1

exp[−2n(x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d)

≤2dnd(
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

× exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}
d∏

i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

+
∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x2

i ))(
d∏

i=1

x2
i )

d−1

× exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}
d∏

i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d)

≤Cd

∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (xi)dx1 · · · dxd. (2.3)

事实上

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

× exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}
d∏

i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

=
∫

[0,1]d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

×
∫ 1

x1
d

· · ·
∫ 1

x1
1

exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}dx2
1 · · · dx2

ddx1
1 · · · dx1

d

=
∫

[0,1]d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

∫ 1

x1
d

· · ·
∫ 1

x1
2

exp {−n

d
(x1

1x
2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}

×
∫ 1

x1
1

exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d)}dx2
1dx2

2 · · · dx2
ddx1

1 · · · dx1
d.

先对 x2
1 求积分有

∫ 1

x1
1

exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d)}dx2
1 = −d

n

1
x1

2 · · ·x1
d

exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d)} |1x1
1

=− d

n

1
x1

2 · · ·x1
d

(exp {−n

d
(x1

2 · · ·x1
d)} − exp {−n

d
(x1

1x
1
2 · · ·x1

d)})
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≤d

n

1
x1

2 · · ·x1
d

exp {−n

d
(x1

1x
1
2 · · ·x1

d)} ≤
d

n

1
x1

2 · · ·x1
d

.

再依次对 x2
2, · · · , x2

d 求积分有

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))(
d∏

i=1

x1
i )

d−1

× exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}
d∏

i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

≤(
d

n
)d

∫

[0,1]d

d∏
i=1

(f2
i (x1

i ))dx1
1 · · · dx1

d.

同理可计算

∫

[0,1]2d

d∏
i=1

(f2
i (x2

i ))(
d∏

i=1

x2
i )

d−1

× exp {−n

d
(x2

1x
1
2 · · ·x1

d + x1
1x

2
2 · · ·x1

d + · · ·+ x1
1x

1
2 · · ·x2

d)}
d∏

i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

≤(
d

n
)d

∫

[0,1]d

d∏
i=1

(f2
i (x2

i ))dx2
1 · · · dx2

d,

故 (2.3) 式成立. 综上, 可以得到

E(
∫

[0,1]d

d∏
i=1

fi(xi)θn(x)dx1 · · · dxd)2 ≤ Cd

∫

[0,1]d

d∏
i=1

f2
i (xi)dx1 · · · dxd.

引理 2.3 设 Y = {Y (s), s ∈ [0, 1]d} 是一个连续过程. 假设对固定的偶数 m ∈ N 和
δi ∈ (0, 1), i = 1, 2, · · · , d 存在常数 L > 0 使得对任意的 0 < si < ti < 2si, i = 1, 2, · · · , d, 有

E(∆s(Y (t)))m ≤ L

d∏
i=1

(ti − si)mδi (2.4)

成立. 那么存在一个仅依赖于 m 和 δi, i = 1, 2, · · · , d 的常数 C 使得对任意的 0 ≤ si < ti ≤
1, i = 1, 2, · · · , d, 有 E(∆s(Y (t)))m ≤ CL

d∏
i=1

(ti − si)mδi 成立.

证 易证 ∀0 < si < ti < 2
1
δi si, 过程 Y 满足

E(∆s(Y (t)))m ≤ C0L

d∏
i=1

(ti − si)mδi , (2.5)

其中 C0 是依赖于m 和 δi, i = 1, 2, · · · , d 的常数.
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下面把区间 (si, ti] 分解成可数个互不相交的小区间的和

(si, ti] =
∞⋃

ji=0

(ai
ji+1, a

i
ji
], i = 1, 2, · · · , d,

其中 ai
ji

= ti+(2
ji
δi −1)si

2
ji
δi

, i = 1, 2, · · · d.

根据 Y 的连续性有

∆s1,··· ,sd
Y (t1, · · · , td) =

∞∑
j1,··· ,jd=0

∆a1
j1+1,··· ,ad

jd+1
Y (a1

j1
, · · · , ad

jd
),

且上式右边的每个增量均满足 (2.5) 式. 所以

E[∆s1,··· ,sd
Y (t1, · · · , td)]m

≤E

∞∑
j1,··· ,jd=0

2(m−1)(j1+1)2(m−1)(j2+1) · · · 2(m−1)(jd+1)[∆a1
j1+1,··· ,ad

jd+1
Y (a1

j1
, · · · , ad

jd
)]m

≤
∞∑

j1,··· ,jd=0

2(m−1)(j1+1)2(m−1)(j2+1) · · · 2(m−1)(jd+1)C0L

d∏
i=1

(ai
ji
− ai

ji+1)
mδi

=(
d∏

i=1

(ti − si)mδi)C0L(
d∏

i=1

(2
1
δi − 1)mδi)

∞∑
j1,··· ,jd=0

(2j1+12j2+2 · · · 2jd+1)−1

≤CL

d∏
i=1

(ti − si)mδi ,

其中第一步使用了不等式

[
∞∑

j1,··· ,jd=0

aj1,··· ,jd
]m ≤

∞∑
j1,··· ,jd=0

2(m−1)(j1+1)2(m−1)(j2+1) · · · 2(m−1)(jd+1)(aj1,··· ,jd
)m.

引理 2.4 设 Xn 是 (2.1) 式中定义的随机过程, 核函数 Ki, i = 1, 2, · · · , d 满足条件

(H2), 那么对任意的偶数m ∈ N, 存在仅依赖于m 和条件 (iii) 中出现的参数的常数 C, 使得

对任意 0 ≤ si < ti ≤ 1, i = 1, 2, · · · , d, supn E[∆sXn(t)]m ≤ C
d∏

i=1

(Fi(ti)− Fi(si))
mρi

4 .

证

E[∆sXn(t)]m

=E[
∫

[0,1]d
(K1(t1, x1)−K1(s1, x1)) · · · (Kd(td, xd)−Kd(sd, xd))θn(x1, · · · , xd)dx1 · · · dxd]m

=E[
∫

[0,1]d
(K1(t1, x1)−K1(s1, x1)) · · · (Kd(td, xd)−Kd(sd, xd))

× n
d
2 (

d∏
i=1

xi)
d−1
2 (−1)Nn(x1,··· ,xd)dx1 · · · dxd]m

=E[∆0Y (1)]m,
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其中

Y (s0) :=n
d
2

∫
d∏

i=1
[0,s0i]

(K1(t1, x1)−K1(s1, x1)) · · · (Kd(td, xd)−Kd(sd, xd))

× (
d∏

i=1

xi)
d−1
2 (−1)Nn(x1,··· ,xd)dx1 · · · dxd.

根据引理 2.3, 只需要证明对任意的 0 < s0i < t0i < 2s0i, i = 1, 2, · · · , d, 有

E[∆s0Y (t0)]m ≤ CM,m

d∏
i=1

(Fi(ti)− Fi(si))
mρi

4

d∏
i=1

(t0i − s0i)mγ , (2.6)

其中 γ = 1
4
inf{β1, β2, · · · , βd}.

事实上

E[∆s0Y (t0)]m =n
md
2 E

∫

[0,1]md

d∏
i=1

m∏
j=1

I(s0i,t0i)(x
j
i )

d∏
i=1

m∏
j=1

(Kj
i (t

j
i , x

j
i )−Kj

i (s
j
i , x

j
i ))(

d∏
i=1

m∏
j=1

xj
i )

d−1
2

× (−1)
m∑

j=1
Nn(xj

1,··· ,xj
d)

m∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

=n
md
2

∫

[0,1]md

d∏
i=1

m∏
j=1

I(s0i,t0i)(x
j
i )

d∏
i=1

m∏
j=1

(Kj
i (t

j
i , x

j
i )−Kj

i (s
j
i , x

j
i ))(

d∏
i=1

m∏
j=1

xj
i )

d−1
2

× E[(−1)
m∑

j=1
Nn(xj

1,··· ,xj
d)

]
m∏

j=1

dxj
1 · · · dxj

d.

注意到

E[(−1)
m∑

j=1
Nn(xj

1,··· ,xj
d)

] ≤
d∏

i=1

|E((−1)
m∑

j=1
∆(0,··· ,0,si,0,··· ,0)Nn(s1,··· ,si−1,xj

i ,si+1,··· ,sd)

)|. (2.7)

事实上, 对 x ∈
d∏

i=1

(si, ti] 有 [0, x] = Ax

⋃
Bx, 其中

Ax :=
d⋃

i=1

[(0, · · · , 0, si, 0, · · · , 0), (s1, · · · , si−1, x
j
i , si+1, · · · , sd)] ⊂ G,

这里

G :=
d⋃

i=1

[(0, · · · , 0, si, 0, · · · , 0), (s1, · · · , si−1, ti, si+1, · · · , sd)].

进一步 Bx ⊂ Gc. 给定 xj , j = 1, 2, · · · ,m, 那么
m⋃

j=1

Axj 和
m⋃

j=1

Bxj 是互不相交的. 所以相关

的增量也是独立的, 故易得到 (2.7) 式.
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现假设 x1
i ≤ x2

i ≤ · · · ≤ xm
i 对所有 i = 1, 2, · · · , d. 考虑具有独立增量的泊松过程, 若

Z ∼ P (λ), 则 E[(−1)Z ] = exp(−2λ). 故

|E((−1)
m∑

j=1
∆(0,··· ,0,si,0,··· ,0)Nn(s1,··· ,si−1,xj

i ,si+1,··· ,sd)

)|

=exp [−2n

m∑
j=1

(xj
i − si)

∏
k 6=i

sk] ≤ exp[−2n

m
2∑

l=1

(x2l
i − x2l−1

i )
∏
k 6=i

sk].

由于 xj
i ≤ ti ≤ 2si 对所有 i = 1, 2, · · · , d, j = 1, 2, · · · ,m 成立, 那么有

E[(−1)
m∑

j=1
Nn(xj

1,··· ,xj
d)

] ≤
d∏

i=1

exp[−2n

m
2∑

l=1

(x2l
i − x2l−1

i )
∏
k 6=i

sk]

≤
d∏

i=1

exp[−22−dn(

m
2∑

l=1

(x2l
i − x2l−1

i )
∏
k 6=i

x2l−1
k )]. (2.8)

因此根据 (2.8) 式可得

E[∆s0Y (t0)]m

=n
md
2 (m!)d

∫

[0,1]md

d∏
i=1

m∏
j=1

I(sj
0i,t

j
0i)

(xj
i )

d∏
i=1

m∏
j=1

(Kj
i (t

j
i , x

j
i )−Kj

i (s
j
i , x

j
i ))(

d∏
i=1

m∏
j=1

xj
i )

d−1
2

× E[(−1)
m∑

j=1
Nn(xj

1,··· ,xj
d)

]
d∏

i=1

I{x1
i≤···≤xm

i }

m∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

≤n
md
2 (m!)d

∫

[0,1]md

d∏
i=1

m∏
j=1

I(sj
0i,t

j
0i)

(xj
i )

d∏
i=1

m∏
j=1

|Kj
i (t

j
i , x

j
i )−Kj

i (s
j
i , x

j
i )|(

d∏
i=1

m∏
j=1

xj
i )

d−1
2

×
d∏

i=1

exp[−22−dn(

m
2∑

l=1

(x2l
i − x2l−1

i )
∏
k 6=i

x2l−1
k )]

d∏
i=1

I{x1
i≤···≤xm

i }

m∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d

≤Cm(nd

∫

[0,1]d

d∏
i=1

2∏
j=1

I(sj
0i,t

j
0i)

(xj
i )

d∏
i=1

2∏
j=1

|Kj
i (t

j
i , x

j
i )−Kj

i (s
j
i , x

j
i )|(

d∏
i=1

2∏
j=1

xj
i )

d−1
2

×
d∏

i=1

exp[−22−dn((x2
i − x1

i )
∏
k 6=i

x1
k)]

d∏
i=1

I{x1
i≤x2

i }

2∏
j=1

dxj
1 · · · dxj

d)
m
2 .

由引理 2.2 的计算过程可类似计算上式不超过

Cm(
∫

[0,1]d

d∏
i=1

(Ki(ti, xi)−Ki(si, xi))2
d∏

i=1

I(s0i,t0i)(xi)dx1 · · · dxd)
m
2

≤Cm(
∫

[0,1]d

d∏
i=1

(Ki(ti, xi)−Ki(si, xi))2
d∏

i=1

I(s0i,t0i)(xi)dx1 · · · dxd)
m
4

× (
∫

[0,1]d

d∏
i=1

(Ki(ti, xi)−Ki(si, xi))2dx1 · · · dxd)
m
4
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≤Cm

d∏
i=1

(M
m
4

i (t0i − s0i)
mβi

4 (Fi(ti)− Fi(si))
mρi

4 )

≤CM,m

d∏
i=1

(t0i − s0i)γm

d∏
i=1

(Fi(ti)− Fi(si))
mρi

4 ,

其中第二个不等式使用了条件 (H2), γ = 1
4
inf{β1, β2, · · · , βd}. 所以不等式 (2.6) 成立, 进而

引理成立.
定理 2.5 在 (H1) 或 (H2) 的条件下, 当 n → ∞ 时, (2.1) 式定义的随机过程族

{Xn(t), t ∈ [0, 1]d} 在连续函数空间 C([0, 1]d) 中弱收敛到 X.
证 首先, 证明随机过程族 {Xn} 的胎紧性. 由于 {Xn} 在坐标轴上取值为零, 利

用 Bickel 和 Wichura [5] 中建立的关于多参数随机过程的胎紧性准则, 只需证明对某些
m ≥ 2 存在常数 C > 0 和 η > 1, 以及单增的连续函数 Fi, i = 1, 2, · · · , d, 使得对
0 ≤ si ≤ ti ≤ 1, i = 1, 2, · · · , d,

sup
n

E[∆sXn(t)]m ≤ C(
d∏

i=1

(Fi(ti)− Fi(si)))η (2.9)

成立即可.
假设条件 (H1) 成立, 根据引理 2.2 和条件 (ii) 有

E[∆sXn(t)]2

=E(
∫

[0,1]d
(K1(t1, x1)−K1(s1, x1)) · · · (Kd(td, xd)−Kd(sd, xd))θn(x1, · · · , xd)dx1 · · · dxd)2

≤C

∫

[0,1]d

d∏
i=1

(Ki(ti, xi)−Ki(si, xi))2dx1 · · · dxd ≤ C

d∏
i=1

(Fi(ti)− Fi(si))αi ,

其中第一个不等式使用了引理 2.2, αi > 1, i = 1, 2, · · · , d. 即 (2.9) 式成立.
假设条件 (H2) 成立. 根据引理 2.4, 对任意的偶数 m ∈ N 存在一个常数 C 使得对

0 ≤ si ≤ ti ≤ 1, i = 1, 2, · · · , d 时, 有 supn E[∆sXn(t)]m ≤ C(
d∏

i=1

(Fi(ti) − Fi(si)))
mρi

4 成立,

即 (2.9) 式成立.
其次, 证明随机过程Xn 依有限维分布收敛到X. 事实上, 只要证明 ∀k ≥ 1, a1, · · · , ak ∈

R 且 (tj
1, · · · , tj

d) ∈ [0, 1]d, 当 n → ∞ 时, 随机变量列 Sn =
k∑

j=1

ajXn(tj
1, · · · , tj

d) 依分布收敛

到 S =
k∑

j=1

ajX(tj
1, · · · , tj

d). 等价的只要证明相应的特征函数收敛即可.

设K∗(x1, · · · , xd) =
k∑

j=1

aj

d∏
i=1

Ki(t
j
i , xi), 定义

Sn =
∫

[0,1]d
K∗(x1, · · · , xd)θn(x1, · · · , xd)dx1 · · · dxd

和

S =
∫

[0,1]d
K∗(x1, · · · , xd)dWx1,··· ,xd

.
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由于函数 Ki(t
j
i , xi) ∈ L2([0, 1]2), i = 1, 2, · · · , d, 所以可选取简单函数 γj,l

i (xi) =
P i

l −1∑
ki=0

Kl
kiI(xl

ki ,xl
ki+1

](xi), 其中 0 = xl
0 < xl

1 < · · · < xl
P i

l
= 1, 使得

∫ 1

0

(γj,l
i −Ki(t

j
i , xi))2dxi ≤

1
l
, i = 1, 2, · · · , d, 所以

∫

[0,1]d
(Kl(x1, · · · , xd)−K∗(x1, · · · , xd))2dx1 · · · dxd ≤ C

1
l
, (2.10)

其中Kl(x1, · · · , xd) =
k∑

j=1

aj

d∏
i=1

γjl
i (xi).

定义

Sl
n =

∫

[0,1]d
Kl(x1, · · · , xd)θn(x1, · · · , xd)dx1 · · · dxd

和 Sl =
∫

[0,1]d
Kl(x1, · · · , xd)dWx1,··· ,xd

. 因此

E|Sl
n − Sn|2 ≤ C

∫

[0,1]d
(Kl(x1, · · · , xd)−K∗(x1, · · · , xd))2dx1 · · · dxd ≤ C

1
l
. (2.11)

另一方面, 根据 Bardina, Jolis 和 Rovira [1], 当 n →∞ 时,

Sl
n =

k∑
j=1

aj

d∏
j=1

(
P i

l −1∑

ki=0

Kl
ki)

∫
d∏

i=1
[xl

ki ,xl
ki+1

]

θn(x1, · · · , xd)dx1 · · · dxd

依分布收敛到

k∑
j=1

aj

d∏
j=1

(
P i

l −1∑

ki=0

Kl
ki)

∫
d∏

i=1
[xl

ki ,xl
ki+1

]

dWx1,··· ,xd

=
∫

[0,1]d

k∑
j=1

aj

d∏
j=1

(
P i

l −1∑

ki=0

Kl
ki)

d∏
i=1

I(xl
ki ,xl

ki+1
](xi)dWx1,··· ,xd

=
∫

[0,1]d
Kl(x1, · · · , xd)dWx1,··· ,xd

= Sl.

因此 ∀x ∈ R 和 l ∈ N, 有

E(eixSl
n) → E(eixSl

), n →∞. (2.12)

最后 ∀x ∈ R 和 l, n ∈ N, |E[eixSn ]− E[eixS ]| ≤ η1 + η2 + η3, 其中

η1 = |E[eixSn ]− E[eixSl
n ]|, η2 = |E[eixSl

n ]− E[eixSl

]|, η3 = |E[eixSl

]− E[eixS ]|.

联立 (2.11) 式以及对 t ∈ R, | eita−eitb

it
| = |

∫ b

a

eitydy| ≤ |a− b|, 可以得到

η1 ≤ E|eixSn − eixSl
n | ≤ |x|E|Sn − Sl

n| ≤ |x|[E(Sn − Sl
n)2]

1
2 ≤ C|x| 1√

l
→ 0, l →∞.
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根据 (2.12) 式, 当 n →∞ 时, η2 → 0. 根据 (2.10) 式和多重随机积分的性质有

η3 ≤ E|eixSl − eixS | ≤ |x|E|Sl − S| ≤ |x|(E(Sl − S)2)
1
2 ≤ C|x| 1√

l
→ 0, l →∞.

综上, 定理得证.

3 例子: 多维参数分数布朗单

基于Mandelbrot 和 Van Ness [11] 的工作, 分数布朗运动 Bα = {Bα
t , t ∈ R+}, α ∈ (0, 1)

受到越来越多学者的关注, 现已广泛应用于金融、通讯等领域, 它是具有自相似、长相依、平
稳增量的高斯过程, 其协方差函数为

R(t, s) = E[Bα
t , Bα

s ] =
1
2
(t2α + s2α − |t− s|2α),

且具有如下积分表示 Bα
t =

∫ t

0

Kα(t, s)dBs, 其中 B 是一个标准的布朗运动且核函数Kα 为

Kα(t, s) = [cα(t− s)α− 1
2 + cα(

1
2
− α)

∫ t

s

(u− s)α− 3
2 (1− (

s

u
)

1
2−α)du]I(0,t)(s),

其中

cα = (
2αΓ( 3

2
− α)

Γ(α + 1
2
)Γ(2− 2α)

)
1
2

是一个标准化的常数.
作为分数布朗运动的扩张过程, d 维分数布朗单 BH = {BH

t , t ∈ Rd
+} 是定义在概率空间

(Ω,z, P ) 上的中心高斯过程且协方差函数 E[BH
t BH

s ] =
d∏

k=1

1
2
[s2Hk

k + t2Hk

k − |tk − sk|2Hk ], 其

中 H = (H1,H2, · · · ,Hd) ∈ (0, 1)d. 当 H1 = H2 = · · · = Hd = 1
2
, BH = {BH

t , t ∈ Rd
+} 是标

准的 d 维布朗单W = {Wt, t ∈ Rd
+}. 它有连续的样本轨道且在坐标轴上为零, 具有如下积分

表示 ∫ td

0

· · ·
∫ t1

0

KH1(t1, u1)KH2(t2, u2) · · ·KHd
(td, ud)dWu.

以下验证 d 维分数布朗单满足本文中的假设条件.
对于核KHi

, i = 1, 2, · · · , d, Hi > 1
2
, 有

∫ 1

0

(KHi
(ti, xi)−KHi

(si, xi))2dxi = E(BHi
ti
−BHi

si
)2 = (ti − si)2Hi .

此时取 Fi(x) = x, αi = 2Hi, 则核函数KHi
, i = 1, 2, · · · , d 满足条件 (H1).

核函数KHi
, i = 1, 2, · · · , d 也满足条件 (H2). 事实上只需要验证核函数满足条件 (iii).

若 Hi = 1
2
, i = 1, 2, · · · , d, 那么KHi

(ti, xi) = I(0,ti)(xi), 则条件 (iii) 显然成立.
对任意的 a, b, z, |z| > 1 且任意的 c 6= 0,−1 定义高斯超几何函数 F (a, b, c, z) 如下 (详

见参考文献 [12])

F (a, b, c, z) =
∞∑

k=0

(a)k(b)k

(c)kk!
zk,
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其中 (a)k = a(a + 1)(a + 2) · · · (a + k − 1) = Γ(a+k)
Γ(a)

. 因此核函数有如下形式 (参见文献 [9])

KHi
(ti, xi) =

2−2Hi
√

π

Γ(Hi) sin(πHi)
x

Hi− 1
2

i +
(ti − xi)Hi− 1

2

2Γ(Hi + 1
2
)

F (
1
2
−Hi, 1, 2− 2Hi,

xi

ti

),

又由参考文献 [12] 知上式中的超几何函数在 Hi > 1
2
的情况下可写作

F (
1
2
−Hi, 1, 2− 2Hi,

xi

ti

) = C1F (
1
2
−Hi, 1,Hi +

1
2
, 1− xi

ti

) + C2(1− xi

ti

)
1
2−Hi(

xi

ti

)2Hi−1,

其中C1, C2 是常数. 在超几何函数 F ( 1
2
−Hi, 1,Hi + 1

2
, 1− xi

ti
)中因为Hi + 1

2
−( 1

2
−Hi)−1 =

2Hi − 1 > 0, 所以 F ( 1
2
− Hi, 1,Hi + 1

2
, 1 − xi

ti
) 在 [0, ti] 上关于 xi 是连续的. 因此在

Hi > 1
2
时, KHi

(ti, xi)x
Hi− 1

2
i 在 [0, ti] 上关于 xi 是连续的, 故在 [0, ti] 上存在常数 C ′ 使

得 |KHi
(ti, xi)x

Hi− 1
2

i | ≤ C ′, 即 |KHi
(ti, xi)| ≤ C ′x

−Hi+
1
2

i . 同理存在 C ′′ 使得 |KHi
(si, xi)| ≤

C ′′x
−Hi+

1
2

i . 所以 ∀si < ti, i = 1, 2, · · · , d, 有 0 < |KHi
(ti, xi) −KHi

(si, xi)| ≤ Cx
1
2−Hi

i , 其中

C 取 C ′ 和 C ′′ 中较大者. 因此对 s0i < t0i, 有
∫ t0i

s0i

(KHi
(ti, xi)−KHi

(si, xi))2dxi ≤ CHi
(t0i − s0i)2−2Hi ,

其中 CHi
= C2

2−2Hi
, 此时取 βi = 2− 2Hi > 0.

若Hi < 1
2
, i = 1, 2, · · · , d时, 由于超几何函数 F ( 1

2
−Hi, 1, 2−2Hi,

xi

ti
)中 2−2Hi− ( 1

2
−

Hi) − 1 = 1
2
−Hi > 0, 所以 F ( 1

2
−Hi, 1, 2 − 2Hi,

xi

ti
) 在 [0, ti] 上关于 xi 是连续的. 因此在

Hi < 1
2
时, KHi

(ti, xi)x
−Hi+

1
2

i (ti − xi)−Hi+
1
2 在 [0, ti] 上关于 xi 是连续的, 故在 [0, ti] 上存在

常数 d′ 使得 |KHi
(ti, xi)x

−Hi+
1
2

i (ti− xi)−Hi+
1
2 | ≤ d′, 即 |KHi

(ti, xi)| ≤ d′x
Hi− 1

2
i (ti− xi)Hi− 1

2 .

同理存在 d′′ 使得 |KHi
(si, xi)| ≤ d′′x

Hi− 1
2

i (si − xi)Hi− 1
2 . 则 ∀0 ≤ si < ti ≤ 1 和 ∀xi ∈

[0, 1], i = 1, 2, · · · , d 有

|KHi
(ti.xi)−KHi

(si, xi)| ≤ D((si − xi)Hi− 1
2 I[0,si)(xi) + [xHi− 1

2
i + (ti − xi)Hi− 1

2 ]I[si,ti)(xi)),

其中 D 取 d′ 和 d′′ 中较大者. 所以 ∀s0i < t0i, i = 1, 2, · · · , d,

∫ t0i

s0i

(KHi
(ti.xi)−KHi

(si, xi))2dxi ≤
∫ t0i

s0i

[D(xHi− 1
2

i + (ti − xi)Hi− 1
2 )]2dxi

≤
∫ t0i

s0i

2D2x2Hi−1
i dxi +

∫ t0i

s0i

2D2(ti − xi)2Hi−1dxi ≤
∫ t0i

s0i

2D2x2Hi−1
i dxi ≤ CHi

(t0i − s0i)2Hi ,

其中 CHi
= D2

Hi
.
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WEAK APPROXIMATION FOR A CLASS OF

MULTIDIMENSIONAL PARAMETER GAUSSIAN PROCESS

LI Meng-yu, SHEN Guang-jun, CUI Jing

(Department of Mathematics, Anhui Normal University, Wuhu 241000, China)

Abstract: In this paper, we study the weak convergence problem of a multidimensional

parameter Gaussian process. Under rather general conditions, we give an approximation in law

of the process which can be represented by a stochastic integral of a deterministic kernel with

respect to a standard Wiener process. The approximation processes are constructed from a

standard Poisson process. An example of a Gaussian process to which this result applies is the

multidimensional parameter fractional Brownian sheet with any Hurst parameter.

Keywords: weak convergence; Gaussian process; Poisson process; fractional Brownian

motion
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