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具有非局部边界的退化抛物方程组的爆破解
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摘要: 本文研究了具有非局部边界条件和非局部源的退化抛物方程组的弱解问题. 利用基于比

较原理的上下解的方法, 在权函数和初始条件的假设下, 获得了该方程组问题的爆破临界指标. 此外,

还获得了同时爆破解趋于爆破时间时的渐近行为, 推广了已有的结果.
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1 引言

在这篇文章中, 考虑如下具有非局部源的退化抛物方程组问题

ut = ∆um + aup1‖vm1‖q1
α , vt = ∆vn + bvp2‖um2‖q2

β , (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (1.1)

其边界条件为

u(x, t) =
∫

Ω

ϕ1(x, y)u(y, t)dy, v(x, t) =
∫

Ω

ϕ2(x, y)v(y, t)dy, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (1.2)

其初值在边界上满足相容性条件

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, (1.3)

其中 Ω 是有光滑边界的有界区域; ‖ · ‖α 和 ‖ · ‖β 是 Lα(Ω) 和 Lβ(Ω) 范数; m, n, α, β > 1;
p1, p2 ≥ 0; a, b, q1, q2, m1, m2 > 0; 权函数 ϕ1(x, y) 和 ϕ2(x, y) 是 ∂Ω× Ω̄ 上的非负函数, 并

且满足 0 <

∫

Ω

ϕ1(x, y)dy,
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy ≤ 1; 初值 u0, v0 ∈ C2+ν , 常数 ν ∈ (0, 1).

对于多孔介质方程解的爆破现象, 在过去的十几年中得到了很大的关注 (参见文献
[1–14]). 多孔介质方程和系统已经成为非常重要的偏微分方程研究领域, 具有深刻的物理
背景, 例如在多孔介质力学、流体力学、气体流量、种群生态领域中, 更多的细节参见文献
[15–22].

Galaktionov, Kurdyumov 和 Samarskii 在文献 [23, 24] 中研究了

ut = ∆uν+1 + vp, vt = ∆vµ+1 + uq, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),
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其具有齐次狄利克雷边界条件, 结果如下: 如果 1 ≤ p < 1 + µ, 1 ≤ q < 1 + ν, 则
在初值和边界条件下, 解整体存在. 如果 p = 1 + µ, q = 1 + ν, 且在狄利克雷边界条
件下的最小的特征值满足 λ1 < 1, 则对任意初值 u0, v0 ≥ 0, u0 + v0 不恒等于 0, 有

lim
t→T0−0

(‖uν+1‖L2 + ‖vµ+1‖L2) = +∞, T0 < +∞. 如果 p > 1 + µ 且 q > 1 + ν, 则存在初值

u0, v0 ≥ 0 使上式成立. 假设 p, q ≥ 1, 令m = pq − (1 + µ)(1 + ν).
(i) 若m < 0 或m = 0, 且 |Ω| 充分小, 则对任意 u0, v0, 解整体存在.
(ii) 若m > 0, 则存在初值的集合使解整体存在.
杜力力在文献 [9] 中得到了如下系统的爆破解




ut = ∆um + up1

∫

Ω

vq1dx, vt = ∆vn + vp2

∫

Ω

uq2dx, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) = v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

他们对于以上的系统建立了爆破临界指标, 如果 m > p1, n > p2, q1q2 < (m − p1)(n − p2),
那么任意非负解整体存在. 如果 m < p1 或 n < p2 或 q1q2 > (m − p1)(n − p2), 那么任意非
负解对于充分大的初值在有限时刻爆破, 对于充分小的初值整体存在. 如果m > p1, n > p2,
q1q2 = (m− p1)(n− p2), 那么任意非负解对于充分小的定义域 |Ω| 整体存在. 假设 p1 = 0 或
p1 > m; p2 = 0 或 p2 > n; q1 > n, q2 > m 且满足 q2 > p1 − 1, q1 > p2 − 1 以及对初值的一
些假设条件

C1(T ∗ − t)−
q1−p2+1

q1q2−(1−p1)(1−p2) ≤ max
x∈Ω̄

u(x, t) ≤ C2(T ∗ − t)−
q1−p2+1

q1q2−(1−p1)(1−p2) , 0 < t < T ∗,

C3(T ∗ − t)−
q2−p1+1

q1q2−(1−p1)(1−p2) ≤ max
x∈Ω̄

v(x, t) ≤ C4(T ∗ − t)−
q2−p1+1

q1q2−(1−p1)(1−p2) , 0 < t < T ∗.

叶专和许孝精在文献 [25] 中考虑如下具有非局部边界条件和非局部源的多孔介质系统




ut = ∆um + aup

∫

Ω

vq(y, t)dy, vt = ∆vn + bvα

∫

Ω

uβ(y, t)dy, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) =
∫

Ω

ϕ1(x, y)u(y, t)dy, v(x, t) =
∫

Ω

ϕ2(x, y)v(y, t)dy, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

主要结果如下: 对于任意的 δ > 0 满足 δ ≤
∫

Ω

ϕ1(x, y)dy ≤ 1, δ ≤
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy ≤ 1, x ∈ Ω,

并且假设 m > p, n > q, (m − p)(n − α) > qβ, 那么任意一个非负的解 (u, v) 都是整体存在

的. 如果
∫

Ω

ϕ1(x, y)dy ≤ 1,
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy ≤ 1, x ∈ ∂Ω, 并且以下条件之一成立:

(i) m < p;
(ii) n < α;
(iii) (m− p)(n− α) < qβ,

那么任意非负解 (u, v)对于充分小的初值整体存在. 如果m < p或 n < α或 (m−p)(n−α) <

qβ, 那么任意非负解 (u, v) 对于充分大的初值在有限时刻爆破. 对于任意的 δ > 0 满

足 δ ≤
∫

Ω

ϕ1(x, y)dy ≤ 1, δ ≤
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy ≤ 1, x ∈ ∂Ω, 并且假设 m > p, n > q,

(m − p)(n − α) = qβ, 那么任意非负解 (u, v) 对于充分小的 a 和 b 整体存在. 在假设
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m = n = 1, qβ > (1− α)(1− p) 以及对于初值的一些假设下, 他们给出解的爆破 profile. 在
文献 [25] 中没有考虑 m > p, n > q, (m − p)(n − α) = qβ 情况下的爆破现象. 在本文中, 可
以通过对系统 (1.1)–(1.3) 的研究, 得到该情况的相关结果 (参见下面的定理 3.1(iii) 的证明).
在下节中, 将建立弱解的局部存在定理, 并给出一些辅助性引理. 在第 3 节中, 将分别讨

论十个指标, 两个权函数和两个系数对整体存在和爆破解的影响. 在最后一节中, 解的渐近性
质将在适当的假设条件下给出.

2 局部存在性和比较原理

对于 0 < T < +∞, 令 ΩT = Ω × (0, T ), ST = ∂Ω × (0, T ). 众所周知的, 退化方程不一
定具有古典解, 下面给出问题 (1.1)–(1.3) 的弱解的定义.
定义 2.1 在 Ω̄T 上对于所有的 T > 0 成立的向量函数 (u(x, t), v(x, t)) 被称作系统

(1.1)–(1.3) 的上解 (或下解), 如果以下条件成立:
(i) u(x, t), v(x, t) ∈ L∞(QT );
(ii) u(x, t), v(x, t) ≤ (≥)0, (x, t) ∈ ST ; u(x, 0) ≤ (≥)u0(x), v(x, 0) ≤ (≥)v0(x), a.e.

x ∈ Ω;
(iii) 对于任意的 t ∈ [0, T ] 和

ψ1, ψ2 ∈ Ψ =
{
ψ ∈ C(Q̄T ); ψt, ∆ψ ∈ C(QT ) ∩ L2(QT ); ψ ≥ 0; ψ|ST

= 0
}

,∫

Ω

(
u(x, t)ψ1(x, t)− u0(x)ψ1(x, 0)

)
dx

≤ (≥)
∫ T

0

∫

Ω

(
uψ1s + um∆ψ1 + aup1ψ1

(∫

Ω

vαm1dx
)q1/α)

dxds,

∫

Ω

(
v(x, t)ψ2(x, t)− u0(x)ψ2(x, 0)

)
dx

≤ (≥)
∫ T

0

∫

Ω

(
vψ2s + vn∆ψ2 + bvp2ψ2

(∫

Ω

uβm2dx
)q2/β)

dxds.

系统 (1.1)–(1.3) 的一个弱解是一个向量函数, 同时也是系统 (1.1)–(1.3) 的一个上解和下解.
对任意的 T < ∞, 如果 (u, v) 是系统 (1.1)–(1.3) 的解, 就说 (u, v) 是整体存在的. 接下来, 构
建整体存在定理, 因为它的证明是标准的, 在这里仅给出结果.
定理 2.1 给定 u0, v0 ∈ L∞(Ω), 则对某些 T ∗ = T ∗(u0, v0) > 0, 存在系统 (1.1)–(1.3) 的

非负弱解 (u(x, t), v(x, t)) 对于每一个 T < T ∗ 成立, 则有 T ∗ = ∞ 或者解发生爆破.
引理 2.1 (比较原理) 令 (u, v) 和 (ū, v̄) 分别是系统 (1.1)–(1.3) 的非负下解和非负上解.

如果有 (u0, v0) ≤ (ū0, v̄0), 则在 ΩT 上, (u, v) ≤ (ū, v̄) 成立.

3 爆破临界指标

定理 3.1 系统 (1.1)–(1.3) 的非负解具有以下的结果.
(i) 如果m > p1, n > p2, (m− p1)(n− p2) > m1q1m2q2, 那么所有的非负解都整体存在.
(ii) 令m < p1 或者 n < p2 或者 (m − p1)(n − p2) < m1m2q1q2, 对于大初值, 解在有限

时刻爆破; 对于小初值, 且
∫

Ω

ϕ1(x, y)dy < 1 和
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy < 1, 解整体存在.
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(iii) 令m > p1, n > p2, (m− p1)(n− p2) = m1q1m2q2, 若存在小区域 Ω 或者存在小的
a 和 b, 则解整体存在; 若存在大初值和充分大的球形域 Ω, 或者存在大的 a 和 b, 则解在有限
时刻爆破.
证 定理 3.1(i). 首先, 定义如下的边值问题




−∆φ(x) = η1, x ∈ Ω,

φ(x) =
∫

Ω

ϕ1(x, y)dy, x ∈ ∂Ω;




−∆ψ(x) = η2, x ∈ Ω,

ψ(x) =
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy, x ∈ ∂Ω,

其中 η1, η2 都是正常数并满足 0 < φ(x) ≤ 1, 0 < ψ(x) ≤ 1. 做如下定义

K1 = max
x∈Ω̄

φ(x), K2 = min
x∈Ω̄

φ(x); L1 = max
x∈Ω̄

ψ(x), L2 = min
x∈Ω̄

ψ(x).

定义 ū = (Kφ(x))l1 , v̄ = (Kψ(x))l2 . 若m > p1, n > p2, (m− p1)(n− p2) > m1q1m2q2, 由文
献 [15],可以得到存在两个正常数 l1, l2 ∈ (0, 1)满足 p1l1 +m1q1l2 < ml1, m2q2l1 +p2l2 < nl2,
ml1, nl2 < 1. 易见, (ū, v̄) 是有下界的函数, 即 ū ≥ (KK2)l1 , v̄ ≥ (KL2)l2 , t > 0. 经过计算,

ūt −∆ūm ≥ η1ml1K
ml1Kml1−1

1 ,

aūp1‖v̄m1‖q1
α = a(Kφ(x))p1l1

[ ∫

Ω

(Kψ(x))m1l2αdx
]q1/α

≤ aKp1l1+m1l2q1Kp1l1
1 Lm1l2q1

1 |Ω|q1/α,

其中在第一个不等式中利用了ml1 < 1. 类似的, 可以得到

v̄t −∆v̄n ≥ η2nl2K
nl2Lnl2−1

1 , bv̄p2‖ūm2‖q2
β ≤ bKp2l2+m2l1q2Km2l1q2

1 Lp2l2
1 |Ω|q2/β.

定义

K̄1 =
[a|Ω|q1/αKp1l1−ml1+1

1 Lm1l2q1
1

η1ml1

] 1
ml1−p1l1−m1l2q1

,

K̄2 =
[b|Ω|q2/βKm2l1q2

1 Lp2l2−nl2+1
1

η2nl2

] 1
nl2−p2l2−m2l1q2

.

此外, 令K = max
{

K̄1, K̄2

}
. 选择K 足够大, 可以得到 ū(x, 0) ≥ u0(x), v̄(x, 0) ≥ v0(x). 对

于每一个 x ∈ ∂Ω,

ū(x, t) = (Kφ(x))l1 ≥ Kl1

∫

Ω

ϕ1(x, y)dy ≥
∫

Ω

ϕ1(x, y)ū(y, t)dy.

类似的, 可以得到 v̄(x, t) = (Kψ(x))l2 ≥
∫

Ω

ϕ2(x, y)v̄(y, t)dy, 其中用到了 l1, l2 ∈ (0, 1),

φ(x), ψ(x) ∈ (0, 1). 根据比较原理, 可以得到 (u, v) ≤ (ū, v̄). 因此, 解 (u, v) 是整体存在的.
定理 3.1(i) 得证.
证 定理 3.1(ii). 考虑下面的系统




ut = ∆um + aup1‖vm1‖q1
α , vt = ∆vn + bvp2‖um2‖q2

β , (x, t) ∈ Ω× (0, T ),
u(x, t) = 0, v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.
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将在一个有上界的区域 Ω 中构造一个上解, 在此区域中 u, v > 0. 利用参考文献 [12] 中的方
法并将它应用到退化方程中去. 只需考虑下面的问题





ut = ∆um + aup1‖vm1
+ ‖q1

α , vt = ∆vn + bvp2‖um2
+ ‖q2

β , (x, t) ∈ Ω× (0, T ),
u(x, t) = 0, v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

其中 w+ = max{0, w}. 令 ψ(x) 是一个非平凡非负的连续函数并且在边界 ∂Ω 上为零. 不失
一般性, 假设 0 ∈ Ω, 并且 ψ(0) > 0. 将构造一个爆破的上解来完成证明. 令

u(x, t) = 1
(T−t)l1 w1/m

(
|x|

(T−t)δ

)
, v(x, t) = 1

(T−t)l2 w1/n
(

|x|
(T−t)δ

)
,

有 w(r) = R3

12
− R

4
r2 + 1

6
r3, r = |x|

(T−t)δ , 0 ≤ r ≤ R, 其中 l1, l2, δ > 0 和 0 < T < 1 将在后面

被定义. 显然, 0 ≤ w(r) ≤ R3

12
并且由 w′(r) = r(r−R)

2
可知 w(r) 是非增的. 注意到

suppu(·, t) = suppv(·, t) ⊂ B(0, R(T − t)δ) ⊂ Ω.

经过直接的计算得

ut(x, t)−∆um(x, t) =
ml1w

1/m(r) + δrw′(r)w
1−m

m

m(T − t)l1+1
+

R− 2r

2(T − t)ml1+2δ
+

(N − 1)(R− r)
2(T − t)ml1+δ

≤ l1(R3/12)
1
m

(T − t)l1+1
+

NR− (N + 1)r
2(T − t)ml1+2δ

,

vt(x, t)−∆vn(x, t) ≤ l2(R3/12)
1
n

(T − t)l2+1
+

NR− (N + 1)r
2(T − t)nl2+2δ

.

注意到 T < 1 充分小.
情形 (1) 如果 0 ≤ r ≤ NR/(N + 1), 有 w(r) ≥ R3(3N + 1)/(12(N + 1)3), 那么

aup1‖vm1
+ ‖q1

α ≥ a

(T − t)p1l1+m1l2q1

[(3N + 1)R3

12(N + 1)3

]p1/m[ ∫

B(0,R(T−t)δ)

w
m1α

n
+ (|ξ|)dξ

] q1
α

= a
M1

(T − t)p1l1+m1l2q1

[R3(3N + 1)
12(N + 1)3

] p1
m

,

bvp2‖um2
+ ‖q2

β ≥ b
M2

(T − t)p2l2+m2l1q2

[(3N + 1)R3

12(N + 1)3

] p2
n

,

其中M1 =
[ ∫

B(0,R(T−t)δ)

w
m1α

n
+ (|ξ|)dξ

] q1
α

, M2 =
[ ∫

B(0,R(T−t)δ)

w
m2β

m
+ (|ξ|)dξ

] q2
β

. 因此有

ut(x, t)−∆um(x, t)− aup1‖vm1
+ ‖q1

α ≤ l1(R
3/12)

1
m

(T−t)l1+1 − a M1
(T−t)p1l1+m1l2q1

[
R3(3N+1)
12(N+1)3

] p1
m

+ NR−(N+1)r

2(T−t)ml1+2δ ,

vt(x, t)−∆vn(x, t)− bvp2‖um2
+ ‖q2

β ≤ l2(R
3/12)1/n

(T−t)l2+1 − b M2
(T−t)p2l2+m2l1q2

[
(3N+1)R3

12(N+1)3

] p2
n

+ NR−(N+1)r

2(T−t)nl2+2δ .



1280 数 学 杂 志 Vol. 37

情形 (2) 如果 NR/(N + 1) < r ≤ R, 那么




ut(x, t)−∆um(x, t)− aup1‖vm1
+ ‖q1

α ≤ l1(R
3/12)

1
m

(T−t)l1+1 − a M1
(T−t)p1l1+m1l2q1

[
R3(3N+1)
12(N+1)3

] p1
m

,

vt(x, t)−∆vn(x, t)− bvp2‖um2
+ ‖q2

β ≤ l2(R
3/12)

1
n

(T−t)l2+1 − b M2
(T−t)p2l2+m2l1q2

[
(3N+1)R3

12(N+1)3

] p2
n

.

参照参考文献 [15] 中的引理 2.2, 存在两个正常数 l1, l2 满足

p1l1 + m1q1l2 > ml1 + 1, m2q2l1 + p2l2 > nl2 + 1, (m− 1)l1 > 1, (n− 1)l2 > 1.

选择一个充分小的正常数 δ 使得

δ < min
{

p1l1+m1q1l2−ml1
N+2

, p2l2+m2q2l1−nl2
N+2

, p1l1+m1q1l2−l1−1
N

, p2l2+m2q2l1−l2−1
N

}
,

并且 δ < min{ml1−l1−1
2

, nl2−l2−1
2

}. 因此 p1l1 + m1q1l2 − Nδ > ml1 + 2δ > l1 + 1, p2l2 +
m2q2l1 −Nδ > nl2 + 2δ > l2 + 1. 因此对于充分小的 T > 0,

ut(x, t)−∆um(x, t)− aup1‖vm1
+ ‖q1

α ≤ 0, vt(x, t)−∆vn(x, t)− bvp2‖um2
+ ‖q2

β ≤ 0.

由于 ϕ(0) > 0 并且 ϕ(x) 连续, 存在两个正常数 ρ 和 ε 使得 ϕ(x) ≥ ε 对所有的 x ∈ B(0, ρ) ⊂
Ω 成立. 选择 T 足够小来保证 B(0, RT δ) ⊂ B(0, ρ), 因此 u ≤ 0, v ≤ 0 在 ST 上成立.
对于足够大的 M̄ 有 u(x, 0) ≤ M̄ϕ(x), v(x, 0) ≤ M̄ϕ(x) 成立. 根据比较原理, 如果有
u0 ≥ M̄ϕ(x), v0 ≥ M̄ϕ(x), 得到 (u, v) ≤ (u, v). 即 (u, v) 在有限时刻爆破. 根据比较原理, 由

于 u(x, t) =
∫

Ω

ϕ1(x, y)u(y, t)dy > 0, v(x, t) =
∫

Ω

ϕ2(x, y)v(y, t)dy > 0, 系统 (1.1)–(1.3) 的

任意非负解 (u, v) 一定在有限的时刻爆破.
第一步 证明m < p1 的情况. 首先, 利用参考文献 [26] 中提供的方法, 并且令

max
{

max
x∈∂Ω

∫

Ω

ϕ1(x, y)dy, max
x∈∂Ω

∫

Ω

ϕ2(x, y)dy
}

= δ0 ∈ (0, 1).

令 w(x) 是下面椭圆边值问题的解: −∆w(x) = 1, x ∈ Ω; w(x) = C0, x ∈ ∂Ω. 存在正常
数M > 0 与 C0 无关且使得 C0 ≤ w(x) ≤ C0 + M 成立, 取 C0 充分大使得

1+C0
1+C0+M

≥ δ0. 令
ū(x, t) = [ā(1 + w(x))]K1 , v̄(x, t) = [b̄(1 + w(x))]K2 , 其中K1, K2 将在后边被定义. 经计算

ūt −∆ūm − aūp1‖v̄m1‖q1
α ≥ mK1ā

mK1(1 + C0 + M)mK1−1

−aāp1K1 b̄m1K2q1(1 + C0 + M)p1K1+m1K2q1 |Ω|q1/α,
(3.1)

选择 0 < K1 < 1 满足mK1 ≤ 1. 类似的, 可以得到

v̄t −∆v̄n − bv̄p2‖ūm2‖q2
β ≥ nK2b̄

nK2(1 + C0 + M)nK2−1

−bām2K1q2 b̄K2p2(1 + C0 + M)K2p2+m2K1q2 |Ω|q2/β.
(3.2)

由于m < p1,对于固定的C0, M , b̄,如果 ā充分小,可以得到不等式 ūt−∆ūm ≥ aūp1‖v̄m1‖q1
α ,

v̄t −∆v̄n ≥ bv̄p2‖ūm2‖q2
β . 下面来计算边界条件: 由K1, δ0 ∈ (0, 1), 可得 δK1

0 > δ0, 并且

ū(x, t) =
[
ā(1 + w(x))

]K1

≥
[
ā(1 + C0)

]K1

≥
∫

Ω

ϕ1(x, y)ū(y, t)dy, x ∈ ∂Ω, t > 0.
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类似的, 得到 v̄(x, t) ≥
∫

Ω

ϕ2(x, y)v̄(y, t)dy, x ∈ Ω, 利用比较原理, 得到 (u, v) ≤ (ū, v̄), 则

(u, v) 整体存在.
第二步 n < p2 情况下的证明可由第一步直接平推而来, 不再赘述.
第三步 对于 (m− p1)(n− p2) < m1m2q1q2 的情况, 分为以下三部分进行讨论.
a) 如果 m = p1, 返回到 (3.1) 和 (3.2) 式, 选取充分小的 ā, b̄, 并且 b̄ 与 ā 不相关, 利用

第一步的论点与论据得到结论.
b) 如果 n = p2, 情况与上面类似, 证明省略.
c) 如果m > p1, n > p2, 0 < n− p2 < m1q1m2q2

m−p1
, 可以得到下面的不等式

mK1ā
mK1−p1K1 ≥ ab̄m1K2q1(1 + C0 + M)p1K1+m1K2q1−mK1+1|Ω|q1/α,

nK2b̄
nK2−K2p2 ≥ bām2K1q2(1 + C0 + M)K2p2+m2K1q2−nK2+1|Ω|q2/β.

由上面的两个等式可知对于充分小的 b̄ 下面的等式是正确的

b̄n−p2− q1q2m1m2
m−p1 ≥ D

1
K2
1 (1 + C0 + M)

D2
K2 ,

D1 =

[
ba

m2q2
m−p1 |Ω| q2

β +
m2q1q2
(m−p1)α

nK2(mK1)
m2q2
m−p1

] 1
K2

,

D2 =
[
K2[m1m2q1q2 − (n− p2)(m− p1)] + m2q2 + m− p1

m− p1

] 1
K2

.

因此证明了 u0(x) ≤ [ā(1 + w(x))]K1 , v0(x) ≤ [b̄(1 + w(x))]K2 , x ∈ Ω, 系统 (1.1)–(1.3) 的任
意非负解 (u, v) 是整体存在的. 从而, 定理 3.1(ii) 得证.
证 定理 3.1(iii). 如果 m > p1, n > p2, (m − p1)(n − p2) = m1q1m2q2, 那么存在两个

正数 l1, l2 < 1 满足 m1q1
m−p1

= l1
l2

= n−p2
m2q2

, ml1, nl2 < 1. 定义 ū(x, t), v̄(x, t): ū = (Kφ(x))l1 ,
v̄ = (Kψ(x))l2 , 其中的K 将在后面被定义. 用跟定理 3.1(i) 中相同的创建估计的方式, 可得

ūt −∆ūm − aūp1‖v̄m1‖q1
α ≥ η1ml1K

ml1K1
ml1−1 − aKp1l1+m1l2q1Kp1l1

1 Lm1l2q1
1 |Ω| q1

α ,

v̄t −∆v̄n − bv̄p2‖ūm2‖q2
β ≥ η2nl2K

nl2Lnl2−1
1 − bKp2l2+m2l1q2Km2l1q2

1 Lp2l2
1 |Ω| q2

β .

令上述不等式的右端为正, 即 a ≤ η1ml1K
ml1−p1l1−1
1

L
m1l2q1
1 |Ω|q1/α

, b ≤ η2nl2L
nl2−p2l2−1
1

K
m2l1q2
1 |Ω|q2/β

. 取 K 充分大, 通过

类比使用定理 3.1(i) 中的参数, 可以解决边值问题. 根据比较原理可得系统 (1.1)–(1.3) 的任
意非负解整体存在. 在这一部分, 考虑 m > p1, n > p2, (m − p1)(n − p2) = m1q1m2q2 的情

况. 易见存在两个正常数 l1, l2 使得ml1 = p1l1 + m1q1l2, nl2 = p2l2 + m2q2l1, (m− 1)l1 > 1,
(n− 1)l2 > 1. 用 λBR

> 0 和 φR(r) 分别表示以下特征问题的第一个特征值以及相应特征函
数

−φ′′(r)− N − 1
r

φ′(r) = λφ(r), r ∈ (0, R); φ′(0) = 0, φ(R) = 0.

易见, φR(r) 可以在 B 中标准化得到 φR(r) > 0, 并且有 φR(0) = max
x∈B

φR(r) = 1. 由

特征值和特征方程的性质 (令 τ = r
R

), 知道 λBR
= R−2λB1 和 φR(r) = φ1( r

R
) = φ1(τ)

成立, 其中 λB1 和 φ1 是单位球 B1(0) 内的第一个特征值和相应的标准化特征函数. 此
外, max

B1

φ1(τ) = φ1(0) = φR(0) = max
B

φR(r) = 1. 定义函数 u(x, t), v(x, t) 为如下形式
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u(x, t) = 1
(T−t)l1 φl1

R(|x|), v(x, t) = 1
(T−t)l2 φl2

R(|x|). 下面, 将会证明 (u, v) 在球 B = B(0, R) 中
在有限的时间内爆破. 因此 (u, v) 在更大的区域 Ω 中爆破. 经过直接的计算,





ut −∆um − aup1‖vm1‖q1
α ≤ φ

l1
R

(T−t)l1+1 [l1 − a
(T−t)ml1−l1+1 (φl1p1

R ‖φm1l2
R ‖q1

α − 1
a
ml1λBR

)],

vt −∆vn − bvp2‖um2‖q2
β ≤ φ

l2
R

(T−t)l2+1 [l2 − b
(T−t)nl2−l2+1 (φl2p2

R ‖φm2l1
R ‖q2

β − 1
b
nl2λBR

)],

其中 φl1p1
R ‖φm1l2

R ‖q1
α ≤ K1R

Nq1
α , φl2p2

R ‖φm2l1
R ‖q2

β ≤ K2R
Nq2

β , 并且 K1,K2 与 R 无关. 因此, 考

虑到 λBR
= R−2λB1 , 假设 R 充分大, 使得 λBR

<
aφ

l1p1
R ‖φm1l2

R ‖q1
α

ml1
, λBR

<
bφ

l2p2
R ‖φm2l1

R ‖q2
β

nl2
, 所以,

对于小的 T > 0 或者大的 a 和 b, ut −∆um − aup1‖vm1‖q1
α ≤ 0, vt −∆vn − bvp2‖um2‖q2

β ≤ 0.

因此 (u, v) 是球 B 中的正的下解, 对于充分大的初值在有限时间内爆破, 即在球 B 内有

u(x, 0) = T−l1φl1
R(|x|) ≤ u0(x), v(x, 0) = T−l2φl2

R(|x|) ≤ v0(x). 根据比较原理, 系统 (1.1) 的
任意非负解在有限时间内爆破.

4 渐近性质

这一部分, 讨论系统 (1.1)–(1.3) 在适当假设条件下的渐近性质. 假设m = n = 1, p1 < 1,

p2 < 1, m1q1m2q2 > (1− p2)(1− p1), 并且有
∫

Ω

ϕ1(x, y)dy ≤ c < 1 和
∫

Ω

ϕ2(x, y)dy ≤ c < 1

成立. 当m = n = 1 时, 系统 (1.1)–(1.3) 变为





ut = ∆u + aup1‖vm1‖q1
α , vt = ∆v + bvp2‖um2‖q2

β , (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) =
∫

Ω

ϕ1(x, y)u(y, t)dy, v(x, t) =
∫

Ω

ϕ2(x, y)v(y, t)dy, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

(4.1)
假设系统的解 (u, v) 在有限时间 T 时爆破. 为了方便起见, 定义

g1(t) = a‖vm1‖q1
α , G1(t) =

∫ t

0

g1(s)ds; g2(t) = b‖um2‖q2
β , G2(t) =

∫ t

0

g2(s)ds.

首先证明在假设条件下解在有限时间内爆破. 如果 p1 < 1, p2 < 1, m1q1m2q2 > (1 − p2)
(1− p1), 那么存在两个正常数 α2, β2 > 1 使得

m1q1 + 1− p2

m2q2 + 1− p1

=
α2

β2

成立. 因此 1−p1
m1q1

< β2
α2

, 1−p2
m2q2

< α2
β2

. 令 γ = min{m1q1β2+α2p1−α2+1, m2q2α2+β2p2−β2+1},
那么 γ > 1. 令 s(t) 是如下柯西问题的唯一解:





s′(t) = −λs(t) + min
{

a
α2

(∫

Ω

ϕm1αβ2
1 (x)dx

) q1
α

, b
β2

(∫

Ω

ϕm2βα2
1 (x)dx

) q2
β }

sγ(t),

s(0) = s0 > 0.

如果 s0 足够大的话, s(t) 在有限时间 T (s0) 爆破. 令 u(x, t) = sα2(t)ϕα2
1 (x), v(x, t) =

sβ2(t)ϕβ2
1 (x), 其中 λ 是如下特征问题的第一特征值 −∆ϕ1(x) = λϕ1(x), x ∈ Ω; ϕ1(x) =
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0, x ∈ ∂Ω, 并且 ϕ1(x) 是相应的特征方程, 有
∫

Ω

ϕ1(x)dx = 1. 经过计算

∆u + aup1‖vm1‖q1
α = sα2(t)(−λα2ϕ

α2
1 (x)) + asp1α2+m1β2q1(t)ϕp1α2

1 (x)
[∫

Ω

ϕm1αβ2
1 (x)dx

] q1
α

≥ α2s
α2−1(t)ϕα2

1 (x)s′(t) = ut.

类似的, ∆v + bvp2‖um2‖q2
β ≥ vt. 显然, 对所有的 x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T (s0)),

u(x, t) = 0 ≤
∫

Ω

ϕ1(x, y)u(y, t)dy, v(x, t) = 0 ≤
∫

Ω

ϕ2(x, y)v(y, t)dy.

因此 (u, v) ≤ (u, v) 可以由

u(x, 0) = sα2(0)ϕα2
1 (x) < u0(x), v(x, 0) = sβ2(0)ϕβ2

1 (x) < v0(x)

得到, 所以 (u, v) 在有限时间内爆破. 参照参考文献 [25], 得到下面的引理.
引理 4.1 假设系统 (4.1) 的解在 T 时爆破, 则

lim
t→T

g1(t) = lim
t→T

G1(t) = +∞, lim
t→T

g2(t) = lim
t→T

G2(t) = +∞.

引理 4.2 在引理 4.1 的条件下, 下面的极限成立

lim
t→T

∫ t

0

G1(s)ds

G1(t)
= 0, lim

t→T

∫ t

0

G2(s)ds

G2(t)
= 0.

引理 4.3 假设对任意的 x ∈ Ω̄ 有 ∆u0,∆v0 ≤ 0, 对 (x, y) ∈ ∂Ω × Ω, 有 ϕ1(x, y) ≥ 0,
ϕ2(x, y) ≥ 0, 并且 ∫

Ω

ϕ1(x, y)dy ≤ c < 1,

∫

Ω

ϕ2(x, y)dy ≤ c < 1.

那么∆u ≤ 0, ∆v ≤ 0 在区域 Ω 中有一个任意的紧支集.
证 易见该引理是参考文献 [1] 中引理 5.1 经过小的修改后的直接结果.
引理 4.4 在引理 4.1–4.3 的条件下, 对区域 Ω 中的任意紧支集, 有

lim
t→T

u1−p1(x, t)
(1− p1)G1(t)

= lim
t→T

‖u(·, t)‖1−p1∞
(1− p1)G1(t)

= 1, lim
t→T

v1−p2(x, t)
(1− p2)G2(t)

= lim
t→T

‖v(·, t)‖1−p2∞
(1− p2)G2(t)

= 1.

证 证明与参考文献 [25] 类似.
定义 4.1 如果 lim

t→T

f(t)
g(t)

= 1, 接下来定义 f(t) ∼ g(t). 显而易见的, 等价关系具有以下的

性质:
1) 如果 f(t) ∼ g(t), ∀k ∈ R, 有 fk(t) ∼ gk(t);
2) 如果 f(t) ∼ g(t), g(t) ∼ h(t), 有 f(t) ∼ h(t);
3) 如果 f(t) ∼ g(t), ϕ(t) ∼ ψ(t); 有 f(t)ϕ(t) ∼ g(t)ψ(t).

4) 如果 f(t) ∼ g(t), 有
∫ t

0

f(s)ds ∼
∫ t

0

g(s)ds.
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定理 4.1 在引理 4.4 以及m1q1m2q2 > (1− p1)(1− p2) 的条件下, 有

lim
t→T

(T − t)
m1q1+1−p2

m1m2q1q2−(1−p1)(1−p2) u(x, t)

=
{

a|Ω| q1
α (1− p2)

m1q1
1−p2

m1m2q1q2 − (1− p1)(1− p2)
(1− p1)(m1q1 + 1− p2)

} m1q1+1−p2
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·
{
|Ω| q1

α −
q2
β

am2q2(m1q1 + 1− p2)(1− p2)
m1q1
1−p2

bm1q1(m2q2 + 1− p1)(1− p1)
m2q2
1−p1

}− m1q1
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·(1− p1)
1

1−p1 ,

lim
t→T

(T − t)
m2q2+1−p1

m1m2q1q2−(1−p1)(1−p2) v(x, t)

=
{

b|Ω| q2
β (1− p1)

m2q2
1−p1

m1m2q1q2 − (1− p1)(1− p2)
(1− p2)(m2q2 + 1− p1)

} m2q2+1−p1
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·
{
|Ω| q1

α −
q2
β

am2q2(m1q1 + 1− p2)(1− p2)
m1q1
1−p2

bm1q1(m2q2 + 1− p1)(1− p1)
m2q2
1−p1

}− m2q2
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·(1− p2)
1

1−p2 . (4.2)

证 由于

G′
1(t) = g1(t) = a

(∫

Ω

vm1αdy
) q1

α ∼ a|Ω| q1
α

[
(1− p2)G2(t)

]m1q1
1−p2

,

G′
2(t) = g2(t) = b

(∫

Ω

um2βdy
) q2

β ∼ b|Ω| q2
β

[
(1− p1)G1(t)

]m2q2
1−p1

,

可得
G′1(t)
G′2(t)

∼ a|Ω|
q1
α [(1−p2)G2(t)]

m1q1
1−p2

b|Ω|
q2
β [(1−p1)G1(t)]

m2q2
1−p1

, 即 G′
1(t)G

m2q2
1−p1
1 (t) ∼ |Ω| q1

α −
q2
β

a(1−p2)
m1q1
1−p2

b(1−p1)
m2q2
1−p1

G′
2(t)G

m1q1
1−p2
2 (t).

将上面的式子在 (0, t) 上进行积分并利用等价的性质, 得到

G1(t) ∼ B
1−p1

m2q2+1−p1 G
(1−p1)(m1q1+1−p2)
(1−p2)(m2q2+1−p1)

2 (t), G2(t) ∼ B− 1−p2
m1q1+1−p2 G

(1−p2)(m2q2+1−p1)
(1−p1)(m1q1+1−p2)

1 (t),

其中 B = |Ω| q1
α −

q2
β

a(m2q2+1−p1)(1−p2)
m1q1+1−p2

1−p2

b(m1q1+1−p2)(1−p1)
m2q2+1−p1

1−p1

. 经过直接的计算

G1(t) ∼
{

a|Ω| q1
α (1− p2)

m1q1
1−p2

m1m2q1q2−(1−p1)(1−p2)
(1−p1)(m1q1+1−p2)

} (1−p1)(m1q1+1−p2)
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·
{
|Ω| q1

α −
q2
β

am2q2(m1q1+1−p2)(1−p2)
m1q1
1−p2

bm1q1(m2q2+1−p1)(1−p1)
m2q2
1−p1

}− m1q1(1−p1)
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·(T − t)
(1−p1)(m1q1+1−p2)

(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2 ,

G2(t) ∼
{

b|Ω| q2
β (1− p1)

m2q2
1−p1

m1m2q1q2−(1−p1)(1−p2)
(1−p2)(m2q2+1−p1)

} (1−p2)(m2q2+1−p1)
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·
{
|Ω| q1

α −
q2
β

am2q2(m1q1+1−p2)(1−p2)
m1q1
1−p2

bm1q1(m2q2+1−p1)(1−p1)
m2q2
1−p1

}− m2q2(1−p2)
(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2

·(T − t)
(1−p2)(m2q2+1−p1)

(1−p1)(1−p2)−m1m2q1q2 ,

(4.3)

由引理 4.4 的结论, 即

lim
t→T

u1−p1(x, t)
(1− p1)G1(t)

= lim
t→T

‖u(·, t)‖1−p1∞
(1− p1)G1(t)

= lim
t→T

v1−p2(x, t)
(1− p2)G2(t)

= lim
t→T

‖v(·, t)‖1−p2∞
(1− p2)G2(t)

= 1.
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将上面的等式与 (4.3) 结合起来, 就得到了期望的结果.
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BLOW-UP SOLUTIONS TO DEGENERATE PARABOLIC

EQUATIONS WITH NONLOCAL BOUNDARY

Yang Jie, Liu Bing-chen, Zhang Chang-cheng

(School of Science, China University of Petroleum, Qingdao 266580, China)

Abstract: In this paper, we consider the weak solutions of the degenerate parabolic

equations coupled via nonlocal sources, subject to nonlocal boundary conditions. By using the

comparison principle, the critical blow-up exponent is obtained under the help of the weighted

functions and the initial data. Moreover, asymptotic behavior near blow-up time is obtained for

simultaneous blow-up solutions, which extends the known results in the previous paper.

Keywords: degenerate parabolic equations; critical exponents; asymptotic behavior;

nonlocal boundary
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