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摘要: 本文主要研究二元 C∞ 函数芽环中函数芽的性质问题. 利用 Mather有限决定性定理

和 C∞ 函数的右等价关系, 获得了带有任意 4次至 k 次齐次多项式 pi(x, y), qi(x, y) (i = 4, 5, · · · , k)

的两类函数芽 f1 = x2y +
k∑

i=4

pi(x, y), f2 = xy2 +
k∑

i=4

qi(x, y) (k ≥ 5) 的一个共同性质: 若

Mk
2 ⊂ M2J(fj) (j = 1, 2)且 f1, f2 的轨道切空间的余维分布均为 ci = 1 (i = 4, 5, · · · , k − 1),则对这

里的 i, pi(x, y)中 xyi−1, yi 的系数和 qi(x, y)中 xi−1y, xi 的系数均为零. 最后, 利用该性质, 给出了

f1, f2 和一类余维数为 7的二元函数芽的标准形式.
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1 引言及准备

设 f ∈ M3
2 ⊂ E2,则 f 的轨道切空间M2J(f) ⊂ M3

2 ,并考虑理想的序列套

E2 ⊃ M2 ⊃ M2
2 ⊃ M3

2 ⊃ M4
2 + M2J(f) ⊃ · · · ⊃ Mk

2 + M2J(f) ⊃ · · · . ( I )

设 ck(k ≥ 0)为Mk+1
2 + M2J(f)在Mk

2 + M2J(f)中的余维数, 易见 c0, c1, c2 分别为 1,
2, 3. 由文献 [1], c3 = 1意味着 j3f 右等价于标准型函数芽 x2y.
文 [2]研究了一类二元函数芽的特殊性质: 设芽A(x, y) = x2y+p(x, y),其中 p(x, y) ∈ P 4

2 ,
则M4

2 ⊂ M2J(A)等价于 p(x, y)中 y4项的系数不为零. 若将 A放入序列套 (I)中考虑, A的

轨道切空间M2J(A)有余维分布 c3 = 1, c4 = 0,且这与 A的性质有着紧密的联系. 受这一事

实的启迪, 今考虑两类二元函数芽 f1 = x2y +
k∑

i=4

pi(x, y), f2 = xy2 +
k∑

i=4

qi(x, y) (k ≥ 5),其中

pi(x, y), qi(x, y) ∈ P i
2, i = 4, 5, · · · , k. 若Mk

2 ⊂ M2J(fj) (j = 1, 2)且 f1, f2 的轨道切空间与

A的轨道切空间有类似的余维分布, 阐述了 f1, f2的共同性质, 进一步, 给出了 f1, f2的应用.
En 表示在 O ∈ Rn 处的 C∞ 函数芽环; Mn 是 En 中的唯一极大理想; Mk

n 是Mn 的 k

次幂; P k
n 是 k次齐次多项式全体构成的实向量空间; jkf 是 f 的 k阶 Taylor 多项式.

定义 1.1 设 f, g ∈ En,若存在一个微分同胚 φ ∈ Ln (为点 O ∈ Rn 处的局部微分同胚

群), 使得 g = f ◦ φ.则称芽 f 与 g是右等价的.
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定义 1.2 [2] f ∈ En 称为有限 k -决定的是指每一个与 f 有相同 k阶 Taylor 多项式的
芽 g是右等价于 f 的.
引理 1.3 [3] (Nakayama 引理) 设 I 是 En 中的有限生成理想, 则 Mk

n ⊂ I 等价于

Mk
n ⊂ I + Mk+1

n .
引理 1.4 [2−5] (Mather定理) 若Mk

n ⊂ MnJ(f),则 f 是 k -决定的, 其中 J(f)是由 f 关

于各变元的偏导数在 En中生成的 Jacobi 理想.
引理 1.5 [4] 设 f(x) ∈ En,对于任意给定的局部微分同胚 φ, 则Mk

n ⊂ Mk
nJ(f)等价于

Mk
n ⊂ Mk

nJ(f ◦ φ) (证明思路见文 [4] p.76–77).
由引理 1.4, 1.5,若 f 是 k -决定的, 则凡是与 f 右等价的函数芽也是 k -决定的.

2 两类函数芽的共同性质

若序列套 (I)对某一自然数 k,有 ck = 0,则Mk
2 + M2J(f) = Mk+1

2 + M2J(f).由引理
1.3,有Mk

2 ⊂ M2J(f),再由引理 1.4, f 是 k -决定的.

定理 2.1 设两类二元函数芽 f1 = x2y +
k∑

i=4

pi(x, y), f2 = xy2 +
k∑

i=4

qi(x, y) (k ≥ 5),

并考虑序列套 (I). 若 Mk
2 ⊂ M2J(fj) (j = 1, 2) 且 f1, f2 的轨道切空间的余维分布均为

ci = 1 (i = 4, 5, · · · , k − 1),则对这里的 i, pi(x, y)中 xyi−1, yi 的系数和 qi(x, y)中 xi−1y, xi

的系数均为零, 其中 pi(x, y), qi(x, y) ∈ P i
2, i = 4, 5, · · · , k.

证 现仅就 f1对 k作归纳证明, f2类似可证.
(i)当 k = 5时,有 c4 = 1, f1 = x2y+p4(x, y)+p5(x, y),其中 p4(x, y) ∈ P 4

2 , p5(x, y) ∈ P 5
2 .

由条件M5
2 ⊂ M2J(f1)及引理 1.4知 f1是 5 -决定的.

往证: 由 c4 = 1可推出 p4(x, y)中 xy3, y4的系数为零. 事实上, 因为 c4 = 1,即

dimR[(M4
2 + M2J(f1))/(M5

2 + M2J(f1))] = dimR[P 4
2 /(P 4

2 ∩ j4(M2J(f1)))] = 1,

而

M2J(f1) = [2x2y + x

5∑
i=4

∂pi

∂x
, 2xy2 + y

5∑
i=4

∂pi

∂x
, x3 + x

5∑
i=4

∂pi

∂y
, x2y + y

5∑
i=4

∂pi

∂y
]E2 .

容易计算得到 x4, x3y, x2y2, xy3 ∈ M2J(f1) + M5
2 ,从而实向量空间

R{x4, x3y, x2y2, xy3} ⊂ P 4
2 ∩M2J(f1) ⊂ P 4

2 ∩ j4(M2J(f1)).

又因为 P 4
2 = R{x4, x3y, x2y2, xy3, y4} 及 dimR[P 4

2 /(P 4
2 ∩ j4(M2J(f1)))] = 1, 故 P 4

2 /(P 4
2 ∩

j4(M2J(f1))) = R{y4}.因此 P 4
2 中的基元 y4 /∈ P 4

2 ∩ j4(M2J(f1)).

注意到理想M2J(f1)的元素 x2y + y
5∑

i=4

∂pi

∂y
的四次齐次部分 y ∂p4

∂y
在 P 4

2 ∩ j4(M2J(f1))

中. 现用反证法证明 p4(x, y) 中 y4 项的系数为 0, 今假设任意四次齐次多项式 p4(x, y) =
a1x

4 + a2x
3y + a3x

2y2 + a4xy3 + a5y
4中系数 a5 6= 0,从而

y
∂p4

∂y
= a2x

3y + 2a3x
2y2 + 3a4xy3 + 4a5y

4, a5 6= 0,
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于是

y4 =
1

4a5

{y∂p4

∂y
− (a2x

3y + 2a3x
2y2 + 3a4xy3)}. (2.1)

因为 y ∂p4
∂y

∈ P 4
2 ∩ j4(M2J(f1)) 及 a2x

3y + 2a3x
2y2 + 3a4xy3 ∈ R{x4, x3y, x2y2, xy3} ⊂

P 4
2 ∩ j4(M2J(f1)), 而 P 4

2 ∩ j4(M2J(f1)) 是一实个向量空间. 于是由 (2.1) 式得 y4 ∈
P 4

2 ∩ j4(M2J(f1)), 这与前面的事实不符. 故 p4(x, y) 中不含有 y4 项, 即 p4(x, y) 中 y4 项

的系数为 0.

同理, 对元素 2xy2 + y
5∑

i=4

∂pi

∂x
作类似讨论, 得 p4(x, y)中 xy3项的系数为 0.

目前已证得: 由 c4 = 1推出了 p4(x, y)中 xy3 和 y4 项的系数为 0,从而 f1 简化为下列形

式的芽: f1 = x2y + x2p′4(x, y) + p5(x, y),其中 p′4(x, y) ∈ P 2
2 , p5(x, y) ∈ P 5

2 .
(ii) 假设 f1 对一切小于或等于 m (≤ k − 1)的情况成立, 此时 c4 = · · · = cm−1 = 1且

f1 是 m -决定的, 于是 f1 简化为下列形式的芽 f1 = x2y + x2
m−1∑
i=4

p′i(x, y) + pm(x, y),其中

p′i(x, y) ∈ P i−2
2 , i = 4, 5, · · · ,m− 1, pm(x, y) ∈ P m

2 .
今要证 f1 对 m + 1(≤ k − 1)的情形也成立, 此时 c4 = · · · = cm = 1且 f1 是 m + 1

决定的, 并由假设 f1 可以简化为 f1 = x2y + x2
m−1∑
i=4

p′i(x, y) + pm(x, y) + pm+1(x, y), 其中

p′i(x, y) ∈ P i−2
2 , i = 4, 5, · · · ,m− 1, pj(x, y) ∈ P j

2 , j = m,m + 1.
往证: 由 cm = 1推出 pm(x, y)中 xym−1和 ym的系数为 0. 因为 cm = 1,即

dimR[(Mm
2 + M2J(f1))/(Mm+1

2 + M2J(f1))] = dimR[P m
2 /(P m

2 ∩ jm(M2J(f1)))] = 1,

而

M2J(f1) = [2x2y + xg1, 2xy2 + yg1, x
3 + xg2, x

2y + yg2]E2 ,

其中 g1 =
m−1∑
i=4

(2xp′i + x2 ∂p′i
∂x

) +
m+1∑
j=m

∂pj

∂x
, g2 = x2

m−1∑
i=4

∂p′i
∂y

+
m+1∑
j=m

∂pj

∂y
.

容易计算得 xm, xm−1y, · · · , xym−1 ∈ M2J(f1) + Mm+1
2 ,从而实向量空间

R{xm, xm−1y, · · · , xym−1} ⊂ P m
2 ∩M2J(f1) ⊂ P m

2 ∩ jm(M2J(f1)).

又因为 P m
2 = R{xm, xm−1, · · · , ym}及 dimR[P m

2 /(P m
2 ∩ jm(M2J(f1)))] = 1,所以 P m

2 /(P m
2 ∩

jm(M2J(f1))) = R{ym}.因此, ym /∈ P m
2 ∩ jm(M2J(f1)) .

因为元素 2xy2 + yg1 ∈ M2J(f1) 的 m 次齐次部分 y ∂pm

∂x
在 P m

2 ∩ jm(M2J(f1)) 中. 若
pm(x, y)中含有 xym−1,即 pm(x, y) = a1x

m + a2x
m−1y + · · ·+ am+1y

m中 am 6= 0,则

y
∂pm

∂x
= ma1x

m−1y + (m− 1)a2x
m−2y2 + · · ·+ amym, am 6= 0,

于是

ym =
1

am

{y∂pm

∂x
− (ma1x

m−1y + (m− 1)a2x
m−2y2 + · · ·+ 2am−1xym−1)}. (2.2)
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因为 y ∂pm

∂x
∈ P m

2 ∩ jm(M2J(f1)) 及 ma1x
m−1y + (m − 1)a2x

m−2y2 + · · · + 2am−1xym−1 ∈
R{xm, xm−1y, · · · , xym−1} ⊂ P m

2 ∩ jm(M2J(f1)), 而 P m
2 ∩ jm(M2J(f1))是一个实向量空间.

于是, 由 (2.2)式有 ym ∈ P m
2 ∩ jm(M2J(f1)),矛盾. 故 pm(x, y)中不含有 xym−1,即 pm(x, y)

中 xym项的系数为 0.
类似讨论M2J(f1)中的元素 x2y + yg2将得出 pm(x, y)中 ym项的系数为 0.
因此由 cm = 1可以推出 pm(x, y)中 xym−1 和 ym 项的系数为 0.由数学归纳法原理, 此

定理成立. 证毕

3 两类函数芽的应用

定理 3.1 设 f1, f2如定理 2.1所假设且具有定理 2.1的性质, 则 f1, f2分别右等价于标准

函数芽 x2y ± yk 和 xy2 ± xk,其中“± ” 依赖于 f1中 yk ( f2中 xk ) 项的系数符号.
证 现仅就 f1求出标准形式, f2的标准形式类似可求.

由定理 2.1, 有限 k -决定的芽 f1 简化为 h(x, y) = x2y + x2
k−1∑
i=4

p′i(x, y) + pk(x, y), 其中

p′i(x, y) ∈ P i−2
2 (i = 4, 5, · · · , k− 1), pk(x, y) ∈ P k

2 , 且 h(x, y)是 k -决定的. 对 h(x, y)作坐标

变换 φ(x, y) = (x, y −
k−1∑
i=4

p′i),得

h ◦ φ(x, y) = x2(y −
k−1∑
i=4

p′i) + x2

k−1∑
j=4

p′j(x, y −
k−1∑
i=4

p′i) + pk(x, y −
k−1∑
i=4

p′i)

= x2y − x2

k−1∑
i=4

p′i + x2

k−1∑
i=4

[p′i(x, y) + r′i(x, y)] + pk(x, y) + R1(x, y)

= x2y + x2

k−1∑
i=4

r′i(x, y) + pk(x, y) + R1(x, y),

其中 r′i(x, y) ∈ M i−1
2 (i = 4, 5, · · · , k − 1), R1(x, y) ∈ Mk+1

2 .

对于
k−1∑
i=4

r′i ∈ M3
2 ,存在 η1i(x, y) ∈ P i

2(i = 3, 4, · · · , k − 3), s1(x, y) ∈ Mk−2
2 ,使得

k−1∑
i=4

r′i =

k−3∑
i=3

η1i(x, y) + s1(x, y). 于是

h ◦ φ(x, y) = x2y + x2[
k−3∑
i=3

η1i(x, y) + s1(x, y)] + pk(x, y) + R1(x, y)

= x2y + x2

k−3∑
i=3

η1i(x, y) + ξ1(x, y) + R11(x, y),

其中 ξ1(x, y) = jk(x2s(x, y)) + pk(x, y) ∈ P k
2 , R11(x, y) ∈ Mk+1

2 .
由引理 1.4–1.5 知 h ◦ φ也是 k -决定的, 故存在微分同胚 ϕ(x, y),使得

(h ◦ φ) ◦ ϕ = jk[h ◦ φ(x, y)] = x2y + x2

k−3∑
i=3

η1i + ξ1(x, y) = h1.
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观察到 h中和式的第一项 p′4 ∈ P 2
2 , 而 h1 中和式的第一项 η13 ∈ P 3

2 , 这相当于 h1 是从

h的和式中去掉了二次齐次多项式部分后而得到的, 这也是施行坐标变换 φ(x, y) = (x, y −
k−1∑
i=4

p′i)的结果. 为了逐步从 h1的和式中去掉 3次至 k − 3次齐次多项式部分, 今对 h1依次施

行坐标变换 φi(x, y) = (x, y−
k−3∑

j=i+2

ηij(x, y)),其中 ηij(x, y) ∈ P j
2 , j = i+2, i = 1, 2, · · · , k−5,

又 h1 是 k - 决定的 (由引理 1.4–1.5, 凡是与 h 右等价的芽也是 k - 决定的 ), 从而依次

得到与 h1 右等价的芽 hi(x, y) = x2y + x2
k−3∑

j=i+2

ηij(x, y) + ξi(x, y), i = 2, 3, · · · , k − 4. 注

意到 hk−4 = x2y + ξk−4(x, y), 其中 ξk−4(x, y) ∈ P k
2 , 它是由 h 施行若干次坐标变换而得

到的, 且它是 k - 决定的. 将 hk−4 改写为 hk−4 = x2y + x2Q(x, y) + axyk−1 + byk, 其中
a, b ∈ R, Q(x, y) ∈ P k−2

2 . 继续对 hk−4施行坐标变换 φk−4(x, y) = (x− a
2
yk−2, y −Q),得

hk−4 ◦ φk−4 =(x− a

2
yk−2)2(y −Q) + (x− a

2
yk−2)2 ·Q(x− a

2
yk−2, y −Q)

+ a(x− a

2
yk−2)(y −Q)k−1 + b(y −Q)k

=(x2 − axyk−2 +
a2

4
y2k−4)(y −Q) + (x2 − axyk−2 +

a2

4
y2k−4)

· [Q(x, y) + ε1(x, y)] + axyk−1 + byk + ε2(x, y)

=x2y + byk + ε3(x, y),

其中 ε1(x, y) ∈ Mk−1
2 , ε2(x, y), ε3(x, y) ∈ Mk+1

2 .
因为 hk−4是 k -决定的, 则 x2y + byk + ε3也是 k -决定的, 故有 φk−3 ∈ L2,使得

{x2y + byk + ε3} ◦ φk−3 = jk{x2y + byk + ε3} = x2y + byk.

综上所述, h(x, y)右等于 x2y + byk, 且 b 6= 0 (若否, 可得出 h(x, y)是余维无限的芽这一
矛盾的结果), 并对 x2y + byk 做坐标变换 φk−2(x, y) = (|b| 1

2k x, |b|−1
k y), 得

(x2y + byk) ◦ φk−2 =
(|b| 1

2k x
)2 · (|b|−1

k y
)

+ b
(|b|−1

k y
)k

= x2y ± yk.

由右等价关系的传递性知 h(x, y)右等价于标准函数芽 x2y ± yk,即 f1 右等价于标准函

数芽 x2y ± yk,其中”±” 依赖于 f1中 yk 项的系数符号.
定理 3.2 函数芽 xy2 ± xk 右等于 x2y ± yk.
证 只需考虑线性同胚 φ : R2 → R2, (x, y) → (y, x)即可.
这样一来, 由定理 2.1和定理 3.1知 f1和 f2均右等价于标准函数芽 x2y ± yk.
定理 3.3 设 f(x, y) ∈ M3

2 是余维数为 7的二元函数芽且其轨道切空间的余维分布为
c3 = c4 = c5 = 1, c6 = 0,则 f(x, y)的标准形式为 x2y ± y6,其中“±”依赖于 f 中 y6 项的系

数符号.
证 对 f(x, y) ∈ M3

2 考虑序列套 (I)式及 c3 = 1, 则 f(x, y)右等价于 x2y + r1(x, y),其
中 r1(x, y) ∈ M4

2 .又由 c6 = 0知, f(x, y)是 6 -决定的, 从而 x2y + r(x, y)也是 6 - 决定的,

于是它右等价于 h(x, y) = x2y +
6∑

i=4

pi(x, y), pi(x, y) ∈ P i
2, i = 4, 5, 6. 这样一来, f(x, y)右等
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价于 h(x, y).又 c4 = c5 = 1及定理 2.1, h(x, y)可以简化为下列形式的芽

x2y + x2p′4(x, y) + x2p′5(x, y) + p6(x, y), p′4 ∈ P 2
2 , p′5 ∈ P 3

2 , p6 ∈ P 6
2 .

再依定理 3.1, x2y + x2p′4(x, y) + x2p′5(x, y)右等价于标准函数芽 x2y ± y6,即 h(x, y)的标准
形式为 x2y± y6,于是 f(x, y)的标准形式为 x2y± y6,其中“±”依赖于 f 中 y6项的系数符号.
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A COMMON PROPERTY OF TWO TYPES OF FUNCTION
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Abstract: In this paper, we mainly consider a property of function germs in the ring of

C∞ functions germs of two variables. Using the Mather’s theorem of finite determinacy and right

equivalence of functions, a common property of two types of function germs f1 = x2y +
k∑

i=4

pi(x, y)

and f2 = xy2 +
k∑

i=4

qi(x, y)(k ≥ 5) with some arbitrary homogeneous polynomials pi(x, y) and

qi(x, y)(i = 4, 5, · · · , k) of degree from 4 to k is obtained. If Mk
2 ⊂ M2J(fj)(j = 1, 2) and the

codimension distribution of tangent space of orbits for f1, f2 are both ci = 1(i = 4, 5, · · · , k − 1),

the coefficients of xyi−1 and yi in pi(x, y) are both zero, so are the coefficients of xi−1y and xi in

qi(x, y) . Finally, by this property, the normal forms of f1, f2 and a class of function germs of two

variables with codimension 7 are given.

Keywords: function germs of two variables; finite determinacy; common property; normal

form; codimension 7
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