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圈上的多重懒惰随机游走
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摘要: 本文考虑了 n 个定点的圈上的多重懒惰随机游走. 利用偶和方法证明了其最大相遇时

的期望的阶数为 hmax × log n, 其中 hmax 为圈上的一简单随机游走的最大击中时.
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1 引言及主要结果

随机游走是概率论中的一个热点, 其在计算机等领域有着广泛的应用. 简单随机游走定
义如下 [1]: 从一给定连通无向图 G = (V, E) 中的某一顶点出发的一随机过程, 其每一步独
立等概率地选择其相邻的顶点. 给定 G 上的一简单随机游走以及任意两顶点 u, v, 击中时

h(u, v) 表从 u 点出发第一次到达 v 点的平均时间. 令 hmax := maxu,v h(u, v). 文献 [2, 3] 等
研究了击中时、hmax 的诸多性质. 关于随机游走的综述, 参见文献 [1, 4].
近年来, 人们考虑了各种非简单随机游走, 比如贪婪随机游走 [5]、随机环境中的随机

游走 [6, 7] 等. 本文考虑如下多重懒惰随机游走: 令 G = (V, E) 表示有限连通无向图, 其中
V = {1, 2, · · · , n}. 假设在 0 时刻每个顶点 i ∈ V 上有一懒惰随机游走

{
S

(i)
t

}
t≥0

, 且所有从

每个顶点出发的随机游走是相互独立的. 设在 t 时刻 S(i) 处于顶点 v, 即 S
(i)
t = v. 则在 t + 1

时刻此游走待在 v 的概率为 1
d(v)+1

, 跑向相邻顶点的概率为 1
d(v)+1

. 其中 d(v) 表示 v 的度数.

定义 τij := min
{

t ≥ 0 : S
(i)
t = S

(j)
t

}
. 一个自然且有意思的问题如下.

问题 考虑有限连通无向图上的多重懒惰随机游走, 经过多长时间每个随机游走与其他
所有的随机游走相遇过? 此时间与 hmax 有什么关系?
对于圈而言, 本文证明了如下定理.
定理 1.1 令 Zn = (V, E) , 其中 V = {1, · · · , n} , E = {jk|j ≡ k ± 1 mod n}. 考虑 Zn

上的多重懒惰随机游走, 则

E(max
i,j

τij) = Θ(hmax log n) = Θ(n2 log n).

本文中记号说明如下 P(·) 及 E(·) 表示一个随机变量的概率、期望. 设 f(n) > 0, g(n) >

0, 其中 n 属于自然数. 记 f(n) = O(g(n)), 若存在一正常数 C 使得当 n 足够大时, f(n) ≤
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Cg(n); f(n) = o(g(n)), 若 lim
n→∞

f(n)/g(n) = 0; f(n) = Θ(g(n)), 若 f(n) = O(g(n)) 且

g(n) = O(f(n)); f(n) ∼ g(n), 若 lim
n→∞

f(n)/g(n) = 1.

2 证明

2.1 上界

为得到上界, 只需注意到如下事实 (见文献 [3, 性质 1]). 对所有可逆马氏链存在一正常数
K 使得maxij E(τij) ≤ Khmax. 现开始给出其上界. 事实上, 对任意两顶点 i, j ∈ Zn,

P(τij > ms|τij > (m− 1)s) ≤ max
ij
P(τij > s) ≤ maxi,j E(τij)

s
≤ Khmax

s
.

于是 P(τij > ms) ≤ (Khmax
s

)m. 因此对某一常数 C1 > K
2
,

P(τij > 2C1blog nchmax) ≤ (
Khmax

2C1hmax

)blog nc. (2.1)

此处对实数 x, bxc 表小于等于 x 的最大整数. 故对任意常数 t > K,

P(max
i,j

τij > t · hmax log n) = P(∃i, j 使得 τij > t · hmax log n)

≤ n2P(τij > t · hmaxblog nc)
≤ n2P(τ1bn/2c > t · hmaxblog nc) ≤ n2(

K

t
)blog nc.

设 Y = maxi,j τij

hmax log n
. 则

E(maxi,j τij)
hmax log n

= E(Y ) =
∫ ∞

0

P(Y > t)dt ≤
∫ 9K

0

P(Y > t)dt +
∫ ∞

9K

P(Y > t)dt

≤ O(1) +
∫ ∞

9K

n2(
K

t
)blog ncdt = O(1).

注 此上界对所有有限连通图上的多重懒惰随机游走的最大相遇时都成立.

2.2 下界

设 {Xt}t≥0 表从 0 点出发分布为 µ 的一随机游走, 其中 µ(0) = 3/9, µ(1) = µ(−1) =
2/9, µ(2) = µ(−2) = 1/9 以及 k 6= 0,±1,±2, µ(k) = 0. 对于给定区间 (−n

2
+ 1, n

2
− 1) 定义

其逃离时间

σ := min
{

t : Xt 6∈ (−n

2
+ 1,

n

2
− 1)

}
.

为简单记, 称顺时针方向为正, 且将顶点从 1 开始按照递增顺序沿顺时针在圈上标记. 对
任意的 i < j,令H

(ij)
t = Ŝ

(j)
t − Ŝ

(i)
t ,其中 Ŝ

(i)
t (相应地 Ŝ

(j)
t )表示从顶点 i (相应地 j)出发的随

机游走在 t 时刻所处的顶点之间的顺时针 “图距离”. 注意此处所说的 “图距离” 可正可负, 其
依赖 S

(i)
t 所处的位置. 则当 j− i ≤ n

2
时H

(ij)
0 = j− i; 当 j− i > n

2
时H

(ij)
0 = −(n− (j− i)).

易知 H
(ij)
t+1 −H

(ij)
t 的分布为 µ. 而 µ 是对称的, 所以

τij = min
{
t > 0 : H ij

t = 0
}

= min {t > 0 : Xt = j − i 或 Xt = −(n− (j − i))} .
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显然, σ 小于等于 τ1bn/2c. 因此

E(max
i,j

τij) ≥ E( max
1≤`≤bn/2c

τ (`)) ≥ E( max
1≤`≤bn/2c

σ(`)),

此处诸 τ (`) 以及 σ(`) 分别是 τ1bn/2c 和 σ 的独立拷贝; 第一个不等式是由于在圈上有 bn/2c
对顶点它们的距离为 bn/2c.
为得到下界首先证明存在一服从几何分布的随机变量 η 使得 η ¹ σ1 (见引理 2.1); 然后

由如下引理 2.2 可得

E(max
i,j

τij) ≥ E( max
1≤`≤n/2

σ(`)) ≥ E( max
1≤`≤n/2

η(`))

≈ E(η) log n = C1n
2 log n = Θ(hmax log n),

其中诸 η(`) 是 η 的独立拷贝. 因此只需要证明如下引理 2.1–2.2.
为找到这样的 η, 首先描述下直觉. 由文献 [8, p.254], 可知当 i 非常大时,

P(
τ1bn

2 c
n2

> i) ∼ P( max
0<t≤in2

|Bt| < n

2
) ∼ P( max

0<t≤1
|Bt| < 1

2
√

i
) ∼ e−Ci,

此处 Bt 表一从原点出发的标准 Brown 运动.
引理 2.1 存在一参数为 11n−2 的几何分布 η 使得 η ¹ σ.

证 令 φ(λ) = log µ̂(λ), 其中 µ̂(λ) 为 µ 的 Laplace 变换. 设Mt := exp(λXt − φ(λ)t). 易
知

E [Mt+1|Ft] = E [exp(λXt+1 − λXt + (λXt − φ(λ)t)− φ(λ))|Mt]

= exp(λXt − φ(λ)t))× e−φ(λ) × E(exp(λ(Xt+1 −Xt)|Mt)

= Mt
E(exp(λ(Xt+1 −Xt)|Mt)

µ̂(λ)
= Mt.

由停时定理有 E(exp(λXσ − φ(λ)σ)) = 1. 注意到 Xσ 取值于
{±n

2
,±(n

2
− 1)

}
且此随机游走

是对称的. 因此

1 = E[exp(λXσ − φ(λ)σ)|Xt 左边逃离]× P (Xt 左边逃离)

+E[exp(λXσ − φ(λ)σ)|Xt 右边逃离]× P (Xt 右边逃离)

≥ eλ(n−1)/2E[exp(−φ(λ)σ)|Xt 左边逃离]× P (Xt 左边逃离)

+e−λn/2E[exp(−φ(λ)σ)|Xt 右边逃离]× P (Xt 右边逃离)

≥ 1
2
(eλ(n−1)/2 + e−λ(n−1)/2)E(e−φ(λ)σ)).

也就是说

E(e−φ(λ)σ) ≤ 2
eλ(n−1)/2 + e−λ(n−1)/2

=
1

cosh(λ(n− 1)/2)
.

1定义: 令 X, Y 为 R1 上的两随机变量. 记 X ¹ Y , 若对任意 x ∈ R1, 有 P(X ≤ x) ≥ P(Y ≤ x). 众知,

若 X ¹ Y , 则存在一耦合 (X, Y ) 使得 X ≤ Y a.s..
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另一方面,设 p = 11n−2, η̂为一参数为 p的几何分布.注意到φ(λ) = log( 3+4 cosh(λ)+2 cosh(2λ)
9

).
则

E(e−φ(λ)η̂) =
∞∑

k=1

e−φ(λ)k(1− p)k−1p =
pe−φ(λ)

1− (1− p)e−φ(λ)

=
9p

3 + 4 cosh(λ) + 2 cosh(2λ)− 9(1− p)

≥ 9p

3 + 6 cosh(2λ)− 9(1− p)

=
1

1 + 2n2

33
(cosh(2λ)− 1)

.

进一步的, 对任意 x, y > 0,

sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) ≥ sinh(x) + sinh(y),

有

cosh(λ(
n− 1

2
))− 1 = sinh2(λ(

n− 1
4

)) ≥ (
n− 1

4
)2 sinh2(λ) ≥ 2n2

33
sinh2(λ).

因此对任意的 λ > 0, E
[
e−φ(λ)σ

] ≤ E [
e−φ(λ)η̂

]
. 故由耦合方法可找到一个与 η̂ 具有相同分布

的几何随机变量 η 使得 η ¹ σ.

设 α = − log(1 − p) = − log(1 − 11n−2)(≈ 11n−2), γ 为一服从参数为 α 的指数分布的

随机变量. 则易知 dγe 与 η 具有相同的分布. 此处对实数 x, dxe 表大于等于 x 的最小整数.
令 γ1, γ2, · · · , γn 为 γ 的 n 个独立拷贝. 至此只需如下引理.
引理 2.2 设 γ, γ1, · · · , γn 为一族独立同分布服从参数为 α 的指数分布的随机变量, 则

E( max
1≤i≤n

γi) = E(γ)(1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n

).

证 事实上, 由指数分布的无记忆性可得

P( max
1≤i≤n

γi − max
1≤i≤n−1

γi > x

∣∣∣∣ max
1≤i≤n

γi = γn)

= P(γn > x + max
1≤i≤n−1

γi

∣∣∣∣ γn > max
1≤i≤n−1

γi) = P(γn > x).

因此

E
[

max
1≤i≤n

γi − max
1≤i≤n−1

γi

∣∣∣∣ max
1≤i≤n

γi = γn

]
= E(γ).

注意到

E
[

max
1≤i≤n

γi − max
1≤i≤n−1

γi

∣∣∣∣ max
1≤i≤n

γi 6= γn

]
= 0,
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有

E
[

max
1≤i≤n

γi − max
1≤i≤n−1

γi

]
= E

[
max
1≤i≤n

γi − max
1≤i≤n−1

γi

∣∣∣∣ max
1≤i≤n

γi = γn

]
P( max

1≤i≤n
γi = γn)

= E(γ)
(n− 1)!

n!
=
E(γ)

n
.

故

E
[

max
1≤i≤n

γi

]
= E

[
max

1≤i≤n−1
γi

]
+
E(γ)

n
= · · · = E(γ)(1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n

).

3 讨论

3.1 一些图上的多重懒惰随机游走的刻画

在此章节中, 将证明若 n 个顶点上的有限连通无向图G 中存在 na 对 uivj(0 < a < 1) 使
得H(uivj) = Ω(hmax), 则 E(maxij τij) = Ω(hmax log n), 其中 hmax 为此图上的一简单随机游

走的最大击中时.
引理 3.1 (见文献 [9, 引理 2.9]) 设 X 为取值于自然数 N 的一随机变量使得对任意的

λ, t ∈ N, P(X ≥ λt) ≤ [P(X ≥ t)]λ, 则

(1) 对任意满足 P(X ≥ t) < 1 的 t ∈ N, E(X) ≤ t
1−P(X≥t)

,

(2) 对任意使得 εE(X) 为一整数的 0 < ε ≤ 1, P(X ≥ εE(X)) ≥ 1− ε.

引理 3.2 给定任意连通图 G, 若存在 na (0 < a < 1) 个顶点对 uivi 使得击中时

H(uivi) = Ω(hmax), 则 E(maxij τij) = Ω(hmax log n).
证 设 u, v 是满足 H(u, v) = Θ(hmax) 的一对顶点. 对 ε′ < 2a, 令 Auv 表在 (1 −

e−1/2)hmax(ε′ log n) 时刻之前随机游走 S
(u)
t 和 S

(v)
t 没有相遇. 注意到式 (2.1) 以及存在某常

数K > 1, maxij E(τij) ≤ Khmax. 因此由引理 3.1, 知

P(τuv > (1− e−1/2)E(τuv)) > e−1/2.

这意味着

P(Auv) = P(τuv > (1− e−1/2)E(τuv)(ε′ log n)) > (e−1/2)ε′ log n = n−
ε′
2 .

选择 na 对这样的顶点, 记为 (i1, j1), · · · , (ina , jna), 则对任意 0 < ε′ < 2a,

P(max
ij

τij ≥ (1− e−1/2)hmax(ε′ log n))

≥ P(max
ij

τij ≥ (1− e−1/2)
E(τuv)

K
(ε′ log n))

= 1− P(∀i, j, τij ≤ (1− e−1/2)
E(τuv)

K
(ε′ log n))

≥ 1− P( 对所有的顶点对 (ik, jk, τikjk
≤ (1− e−1/2)

E(τuv)
K

(ε′ log n))

≥ 1− P(∩Ac
ikjk

) ≥ 1− (1− n−ε′/2)na

≥ 1− exp
{
−na−ε′/2

}
>

1
2
.
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因此

E(max
ij

τij) >
1
2
(1− e−1/2)hmax(ε′ log n) = Ω(hmax log n).

3.2 问题

易找出反例, 当图 G = (V, E) 中顶点的度不是一致有界时 (即度与顶点数 n 有关),
E(maxi,j τij) 6= Θ(hmax log n). 例如 n 个顶点上的星图. 为此有如下猜想.
问题 考虑 n 个顶点上的有限连通无向图上的多重懒惰随机游走, 当其度一致有界时,

E(maxi,j τij) = Θ(hmax log n), 其中 hmax 为此图上的简单随机游走的最大击中时.
致谢 感谢审稿专家的宝贵意见及王龙敏博士的讨论.
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MULTIPLE LAZY RANDOM WALKS ON CYCLES

WANG Bin

(School of Science, Guilin University of Technology, Guilin 541004, China)

Abstract: In this note, for the multiple lazy random walks on cycle with n vertices. By

coupling method, we prove that the expectation of the maximum of meeting times is of order

hmax × log n, where hmax is the maximum of hitting time for a simple random walk on cycles with

n vertices.
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