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摘要: 本文研究了双指标非交换鞅的一些不等式问题. 利用单指标非交换鞅不等式的方法, 获

得了双指标非交换鞅的 ‖ · ‖Hp(M) 和 ‖ · ‖hp(M) 之间的关系 (2 ≤ p < ∞). 推广了双指标非交换鞅的

‖ · ‖Lp(M) 和 ‖ · ‖hp(M) 之间的等价关系 (2 ≤ p ≤ 4) .
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1 引言

非交换鞅空间理论是非交换数学中分析理论的有机组成部分, 是当前泛函分析领域的前
沿研究方向. 从 20 世纪 70 年代, 人们开始研究非交换鞅. 为了研究非交换鞅空间, 需要引进
新的思想和方法. 1971 年 Cuculescu [1] 研究了非交换鞅的弱 (1, 1) 型不等式并提出了著名
Cuculescu 构造以取代停时的方法. 1997 年 Pisier 和 Xu [2] 取得重大突破, 他通过引进列均
方函数与行均方函数对 p < 2 与 p ≥ 2 分别定义了恰当的非交换鞅的 Hardy 空间 Hp(M),
并由此证明 Burkholder-Gundy 鞅不等式的非交换类比. 随后经过众多数学家的努力, 非交
换鞅取得重要进展. 到目前为止, 绝大多数经典鞅的不等式都成功过渡到了非交换情形, 例如
条件均方函数的 Burkholder 不等式 [3], Doob 极大不等式 [4], Stein 不等式 [2] 等.
双指标鞅是单指标鞅的自然推广. 在交换的情形, Weisz 对双指标鞅做了许多工作 (见文

[5]). Weisz 的工作表明, 从单指标到双指标绝不是简单的推广, 实际上很多在单指标鞅研究
中常用的方法不能够适用于双指标鞅的情形. 因此常常需要一些新的技巧和方法.
关于双指标非交换鞅的研究目前尚属起步阶段. 本文研究双指标非交换鞅, 证明了双指

标非交换鞅的一些不等式. 包括双指标非交换鞅的 ‖ · ‖Hp(M) 和 ‖ · ‖hp(M) 之间的关系, 双指
标非交换序列的 Stein 不等式以及 ‖ · ‖Lp(M) 和 ‖ · ‖hp(M) 之间的等价关系.

2 定义与记号

首先回顾一下关于非交换 Lp - 空间的一些基本定义与记号. 设 (M, τ) 是一个非交换概
率空间, 这里M 是 Hilbert 空间H 上的 von Neumann 代数, τ 为M 上的正规忠实的迹, 满
足 τ(1) = 1. 记 L0(M) 为关于 (M, τ) 的可测算子全体组成的拓扑 ∗ - 代数. 设 1 ≤ p < ∞,
令

Lp(M) = {x ∈ L0(M) : τ(|x|p) 1
p },
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其中 |x| = (x∗x)
1
2 表示 x 的模. 定义

‖x‖p = τ(|x|p) 1
p , x ∈ Lp(M),

则 (Lp(M), ‖ · ‖p) 是 Banach 空间, 称之为关于 (M, τ) 的非交换 Lp - 空间. 当 p = ∞ 时,
规定 L∞(M) = M, 且 L∞(M) 上的范数 ‖ · ‖∞ 为算子范数. 设 (Mn)n≥0 是M 的一列单

调增加的子 von Neumann 代数, 用 En 表示M 到Mn 的条件期望算子. Lp(M) 中的序列
x = (xn)n≥0 称为是关于 (Mn)n≥0 的鞅, 若对任意的 m ≥ n, 有 En(xm) = xn. 关于非交换

Lp - 空间与非交换鞅的更详细的介绍可参见文献 [6].
设 N 是非负整数的集合, N2 = {(n1, n2) : n1, n2 ∈ N}. 在 N2 上定义半序如下: 对任意

的 n = (n1, n2),m = (m1,m2) ∈ N2, 定义 n ≤ m 当且仅当 n1 ≤ m1, n2 ≤ m2 以及 n < m 若

n ≤ m 且 n 6= m. 设 (Mn;n ∈ N2) 是M 的一列关于 N2 偏序单调增加的子 von Neumann
代数, 并且

⋃
n∈N2

Mn 在M 中 w∗ - 稠密. 对任意的 n = (n1, n2) ∈ N2, 用 En 或者 En1,n2 表示

M 到Mn 的条件期望算子. 一般地, 对于M 的任意一列子 von Neumann 代数 (Nn;n ≥ 0),
令

∨
n≥0

Nn 表示包含
⋃

n≥0

Nn 的最小的 von Neumann 代数. 对每个 (n1, n2) ∈ N2, 定义

Mn1,∞ =
∨
k≥0

Mn1,k, M∞,n2 =
∨
k≥0

Mk,n2 .

以后总是设 (Mn;n ∈ N2) 满足 (F4) 条件: 对任意的 x ∈M 和任意的 n = (n1, n2) ∈ N2, 有

(F4) : En(x) = En1,∞(E∞,n2(x)) = E∞,n2(En1,∞(x)).

为了方便起见, 规定对任意的 x ∈ L1(M), 当 n1 = 0 或者 n2 = 0 时, En1,n2(x) = 0.
定义 2.1 设 x = (xn, n ∈ N2) 是 L1(M) 中的序列. 称 x 为关于 (Mn)n∈N2 的鞅, 如果满

足

En(xm) = xn, ∀n ≤ m.

若进一步对每个 n ∈ N2, 有 xn ∈ Lp(M)(1 ≤ p ≤ ∞), 则称 x 为关于 (Mn)n∈N2 的 Lp - 鞅.
此时, 令

‖x‖p = sup
n∈N2

‖xn‖p.

若 ‖x‖p < ∞, 则称 x 为 Lp - 有界鞅.
设 x = (xn, n ∈ N2) 是关于 (Mn)n∈N2 的鞅, n = (n1, n2). 令

dxn = xn1,n2 − xn1−1,n2 − xn1,n2−1 + xn1−1,n2−1.

约定当 n1 = 0 或者 n2 = 0 时, dxn = 0, 称 dx = (dxn) 为 x 的鞅差序列. 容易证明当
(Mn)n∈N2 满足 (F4) 条件时, 若 (dxn, n ∈ N2) 是鞅差序列, 则 En(dxm) = 0 (∀n � m).
为了定义关于双指标非交换鞅的 Hardy 空间, 先回顾一下非交换列空间与行空间的定义

(详见文 [6]).
设 1 ≤ p < ∞, x = (xn) 是 Lp(M) 中的有限序列. 令

‖(xn)‖Lp(M,lc2)
= ‖(

∑
n

|xn|2) 1
2 ‖p, ‖(xn)‖Lp(M,lr2) = ‖(

∑
n

|x∗n|2)
1
2 ‖p,
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则 ‖ · ‖Lp(M,lc2)
和 ‖ · ‖Lp(M,lr2) 在 Lp(M) 的有限序列上定义了范数. 相应的完备化空间分别

记为 Lp(M, lc2) 和 Lp(M, lr2). 注意到对于 Lp(M) 中的一个序列 (xn), 如果 (
n∑

k=1

|xk|2) 1
2 在

Lp(M) 中有界, 则极限 lim
n→∞

(
n∑

k=1

|xk|2) 1
2 存在. 用 (

∞∑
k=1

|xk|2) 1
2 表示这个极限, 则

‖(xn)‖Lp(M,lc2)
= ‖(

∞∑
k=1

|xn|2) 1
2 ‖p.

当 1 ≤ p < ∞ 时, CRp[Lp(M)] 空间定义如下.
(i) 当 p ≥ 2 时, 定义 CRp[Lp(M)] = Lp(M, lc2) ∩ Lp(M, lr2), 赋予范数

‖(xn)‖CRp[Lp(M)] = max{‖(xn)‖Lp(M,lc2)
, ‖(xn)‖Lp(M,lr2)}.

(ii) 当 1 ≤ p < 2 时, 定义 CRp[Lp(M)] = Lp(M, lc2) + Lp(M, lr2), 赋予范数

‖(xn)‖CRp[Lp(M)] = inf
xn=yn+zn

{‖(yn)‖Lp(M,lc2)
, ‖(zn)‖Lp(M,lr2)}.

下面定义双指标非交换鞅的 Hardy 空间Hp(M). 设 x = (xn, n ∈ N2) 是一个鞅, 令

Sc,(n,n)(x) = (
∑

k,l≤n

|dxk,l|2) 1
2 , Sr,(n,n)(x) = (

∑
k,l≤n

|dx∗k,l|2)
1
2 .

如果 (Sc,(n,n)(x))n≥1 和 (Sr,(n,n)(x))n≥1 在 Lp(M) 中有界, 令

Sc(x) = lim
n→∞

Sc,(n,n)(x) = (
∑

k∈N2

|dxk|2) 1
2 ,

Sr(x) = lim
n→∞

Sr,(n,n)(x) = (
∑

k∈N2

|dx∗k|2)
1
2 ,

称 Sc(x) 和 Sr(x) 分别为鞅 x = (xn, n ∈ N2) 的列均方函数与行均方函数.
定义 2.2 (i) 设 1 ≤ p < ∞. 定义双指标非交换鞅的列 Hardy 空间,

Hc
p(M) = {x = (xn)n∈N2 : (Sc,(n,n)(x))n≥1在Lp(M)中有界, ‖x‖Hc

p(M) = ‖Sc(x)‖p}.

类似地, 定义双指标非交换鞅的行 Hardy 空间.

Hr
p(M) = {x = (xn)n∈N2 : (Sr,(n,n)(x))n≥1在Lp(M)中有界, ‖x‖Hr

p(M) = ‖Sr(x)‖p}.

(ii) 定义非交换鞅 Hardy 空间如下.
当 1 ≤ p ≤ 2 时, 定义Hp(M) = Hc

p(M) +Hr
p(M), 赋予范数

‖x‖Hp(M) = inf{‖y‖Hc
p(M) + ‖z‖Hr

p(M) : x = y + z, y ∈ Hc
p(M), z ∈ Hr

p(M)}.

当 2 ≤ p < ∞ 时, 定义Hp(M) = Hc
p(M) ∩Hr

p(M), 赋予范数

‖x‖Hp(M) = max{‖x‖Hc
p(M), ‖x‖Hr

p(M)}.
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注 对一个双指标鞅 x = (xn, n ∈ N2) 的鞅差序列 dx = (dxn)n∈N2 , 把它重新编号变成一
个单指标的序列, 则可以把它视为一个单指标序列 dx = (d̃xn) (但是要注意的是 (d̃xn) 一般
不是单指标的鞅差序列). 因此, 无论 x = (xn) 是单指标鞅还是双指标鞅都有

‖x‖Hp(M) = ‖dx‖CRp[Lp(M)], 1 ≤ p < ∞.

下面定义双指标非交换鞅 Hardy 空间 hp(M). 由于这里需要考虑双指标有限鞅, 为
此先给出双指标有限鞅的知识. 设 x = (xn, n ∈ N2) 是一个鞅, k ∈ N, 称形如 x(k) =
(xn1∧k,n2∧k, (n1, n2) ∈ N2) 为停止于 k 的有限鞅.
设 1 ≤ p < ∞, 对 Lp(M) 中的有限鞅 x = (xn), 定义

‖x‖hc
p(M) = ‖(

∑

n∈N2

En−1|dxn|2) 1
2 ‖p, ‖x‖hr

p(M) = ‖(
∑

n∈N2

En−1|dx∗n|2)
1
2 ‖p.

记 hc
p(M) 和 hr

p(M) 分别为按上述范数完备化的 Banach 空间. 对 L2(M) 中任意的有限鞅
x = (xn), 令

sc(x) = (
∑

n∈N2

En−1|dxn|2) 1
2 , sr(x) = (

∑

n∈N2

En−1|dx∗n|2)
1
2 ,

则 ‖x‖hc
p(M) = ‖sc(x)‖p, ‖x‖hr

p(M) = ‖sr(x)‖p. 还需要考虑 lp(Lp(M)), 定义

lp(Lp(M)) = {a = (an)n∈N2 : an ∈ Lp(M), ‖a‖lp(Lp(M)) = (
∑

n∈N2

‖an‖p
p)

1
p < ∞},

记hd
p(M)为 lp(Lp(M))中由所有鞅差序列构成的子空间,并且定义 ‖x‖hd

p(M) = ‖dx‖lp(Lp(M)).

定义 2.3 (i) 设 1 ≤ p < 2. 定义 hp(M) = hd
p(M) + hc

p(M) + hr
p(M), 赋予范数

‖x‖hp(M) = inf
x=y+z+w

{‖y‖hd
p(M) + ‖z‖hc

p(M) + ‖w‖hr
p(M)}.

(ii) 设 2 ≤ p < ∞. 定义 hp(M) = hd
p(M) ∩ hc

p(M) ∩ hr
p(M), 赋予范数

‖x‖hp(M) = max{‖x‖hd
p(M), ‖x‖hc

p(M), ‖x‖hr
p(M)}.

3 主要结果

在这一部分研究双指标非交换鞅 Hardy 空间的一些不等式, 包括双指标非交换鞅的
‖ · ‖Hp(M) 和 ‖ · ‖hp(M) 之间的关系, 双指标非交换序列的 Stein 不等式以及 ‖ · ‖Lp(M) 和

‖ · ‖hp(M) 之间的等价关系. 这些结果是关于单指标鞅相应的结果在双指标鞅相应的推广 (见
文 [3]).
下面的定理 3.1 是这一节的主要结果.
定理 3.1 设 x = (xn)n∈N2 是 Lp(M) 中的鞅. 则
(i) 当 1 ≤ p ≤ 2 时, 有 ‖x‖Hp(M) ≤ Cp‖x‖hp(M);
(ii) 当 2 ≤ p < ∞ 时, 有 ‖x‖hp(M) ≤ C̃p‖x‖Hp(M),

其中 Cp 和 C̃p 是只依赖于 p 的常数.
为证明上述定理, 需要用到下面的一系列引理.



No. 4 尹磾等: 双指标非交换鞅的一些不等式 855

引理 3.2 [3,4] 设 (Mn)n≥1 是M 的一列单调递增的子 von Neumann 代数, En 表示M
到Mn 的条件期望算子. 则对任意的有限序列 (an) ⊂ L+

p (M), 有
(i) 当 0 < p < 1 时, ‖∑

n

an‖p ≤ 2
1
p ‖∑

n

En−1(an)‖p;

(ii) 当 1 ≤ p < ∞ 时, ‖∑
n

En(an)‖p ≤ Cp‖
∑
n≥1

an‖p,

这里 Cp 是只依赖于 p 的正常数.
下面把引理 3.2 推广到双指标的情形.
引理 3.3 设 (Mn)n∈N2 是M 的一列关于 N2 偏序单调递增的子 von Neumann 代数, En

表示M 到Mn 的条件期望算子, 则对任意的有限双指标序列 a = (an) ⊂ L+
p (M), 有

(i) 当 0 < p < 1 时, ‖∑
n

an‖p ≤ 2
2
p ‖∑

n

En−1(an)‖p;

(ii) 当 1 ≤ p < ∞ 时, ‖∑
n

En(an)‖p ≤ C2
p‖

∑
n

an‖p,

这里 Cp 与引理 3.2 中的 Cp 一致.
证 (i)利用 (F4) 条件和引理 3.2, 有

‖
∑

n

an‖p = ‖
∑
n1

(
∑
n2

an)‖p ≤ 2
1
p ‖

∑
n1

En1−1,∞(
∑
n2

an)‖p

= 2
1
p ‖

∑
n2

(
∑
n1

En1−1,∞(an))‖p ≤ 2
2
p ‖

∑
n2

E∞,n2−1(
∑
n1

En1−1,∞(an))‖p

= 2
2
p ‖

∑
n1

∑
n2

En1−1,∞(E∞,n2−1(an))‖p = 2
2
p ‖

∑
n

En−1(an)‖p.

(ii)证明方法与 (i) 的证明是类似的. 证毕.
推论 3.4 (双指标序列的 Stein 不等式) 设 2 ≤ p < ∞, 则对 Lp(M) 中任意的有限双指

标序列 (an), 有
‖(

∑
n

|En(an)|2) 1
2 ‖p ≤ C2

p‖(
∑

n

|an|2) 1
2 ‖p,

这里 Cp 与引理 3.3 中的 Cp 一致.
证 利用引理 3.3 和不等式 E(x)∗E(x) ≤ E(|x|2), 得到

‖(
∑

n

|En(an)|2) 1
2 ‖p = ‖

∑
n

|En(an)|2‖ 1
2
p
2
≤ ‖

∑
n

En|an|2‖
1
2
p
2

≤ C2
p‖

∑
n

|an|2‖
1
2
p
2

= C2
p‖(

∑
n

|an|2) 1
2 ‖p.

定理证毕.
引理 3.5 设 1 ≤ p < ∞. 则对任意的有限双指标序列 (xn) ⊂ Lp(M), 有
(i) 当 2 ≤ p < ∞ 时,

min{‖(
∑

n

|xn|2) 1
2 ‖p, ‖(

∑
n

|x∗n|2)
1
2 ‖p} ≥ (

∑
n

‖xn‖p
p)

1
p .

(ii) 当 1 ≤ p ≤ 2 时,

max{‖(
∑

n

|xn|2) 1
2 ‖p, ‖(

∑
n

|x∗n|2)
1
2 ‖p} ≤ (

∑
n

‖xn‖p
p)

1
p .
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证 (i)将 (xn)n∈N2 进行重新编号为一个单指标的序列, 再利用非交换单指标的结论 (见
文 [7]), 就得到所要证明的不等式.

(ii)证明方法与 (i) 的证明是类似的. 引理证毕.
定理 3.1 的证明 (i) 先考虑有限鞅的情形. 设 x = (xn) 为 hp(M) 中停止于 k 的有

限鞅. 设 x = y + z + w 是 x 的一个分解, 其中 y, z 分别为 hc
p(M) 和 hr

p(M) 中的有限鞅,
w ∈ hd

p(M), 满足 dwk = 0,∀k � (n, n). 由于 0 < p
2

< 1, 由引理 3.3 (i), 有

‖y‖Hc
p(M) = ‖(

∑
n1,n2≤k

|dyn1,n2 |2)
1
2 ‖p = ‖

∑
n1,n2≤k

|dyn1,n2 |2‖
1
2
p
2

≤ 2
2
p ‖

∑
n1,n2≤k

E(n1,n2)−1|dyn1,n2 |2‖
1
2
p
2

= 2
2
p ‖y‖hc

p(M).

类似地, 可以证明 ‖z‖Hr
p(M) ≤ 2

2
p ‖z‖hr

p(M).

接下来证明 ‖w‖Hc
p(M) ≤ ‖w‖hd

p(M). 由定义知道

‖w‖Hc
p(M) = ‖Sc,(k,k)(w)‖p = ‖(

∑
n1,n2≤k

|dwn1,n2 |2)
1
2 ‖p.

利用引理 3.5 (ii), 得到

‖w‖Hc
p(M) ≤ (

∑
n1,n2≤k

‖dwn1,n2‖p
p)

1
p = ‖w‖hd

p(M).

令 Cp = max{2 2
p , 1}, 则

‖x‖Hp(M) ≤ Cp(‖y‖hc
p(M) + ‖z‖hr

p(M) + ‖w‖hd
p(M)).

对 x 的所有分解取下确界, 得到 ‖x‖Hp(M) ≤ Cp‖x‖hp(M).

一般情形, 设 x = (xn)n∈N2 ∈ hp(M). 对任意的 k ∈ N, 令 x(k) = (xn1∧k,n2∧k)n∈N2 . 由上

面证明得到 ‖x(k)‖Hp(M) ≤ Cp‖x(k)‖hp(M). 再令 k →∞ 得到 ‖x‖Hp(M) ≤ Cp‖x‖hp(M).

(ii)与 (i) 的证明类似, 也先考虑有限鞅的情形. 设 x = (xn) 为Hp(M) 中停止于 k 的有

限鞅. 由引理 3.3 (ii) 得到

‖x‖hc
p(M) = ‖(

∑
n1,n2≤k

E(n1,n2)−1|dxn1,n2 |2)
1
2 ‖p

= ‖
∑

n1,n2≤k

E(n1,n2)−1|dxn1,n2 |2‖
1
2
p
2

≤ C2
p‖

∑
n1,n2≤k

|dxn1,n2 |2‖
1
2
p
2

= C2
p‖x‖Hc

p(M).

通过取伴随得到 ‖x‖hr
p(M) ≤ C2

p‖x‖Hr
p(M). 其次证明 ‖x‖hd

p(M) ≤ ‖x‖Hc
p(M). 由引理 3.5(i) 得

到

‖x‖hd
p(M) = (

∑
n1,n2≤k

‖dxn1,n2‖p
p)

1
p ≤ ‖(

∑
n1,n2≤k

|dxn1,n2 |2)
1
2 ‖p = ‖x‖Hc

p(M).
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令 C̃p = max{C2
p , 1}, 由上面的证明得到

‖x‖hp(M) ≤ C̃p max(‖x‖Hc
p(M), ‖x‖Hr

p(M)) = C̃p‖x‖Hp(M).

一般情形, 先考虑有限鞅, 再取极限即得到所要的结论. 定理证毕.
下面转到双指标非交换鞅的 Burkholder 不等式. 要用到下面的双指标非交换鞅的

Burkholder-Gundy 不等式.
引理 3.6 [7] 设 1 < p < ∞. x = (xn, n ∈ N2) 是 Lp(M) 中的鞅, 则 x 是 Lp - 有界鞅当

且仅当 x ∈ Hp(M). 更确切地说, 有

α−1
p ‖x‖Hp(M) ≤ ‖x‖p ≤ βp‖x‖Hp(M),

这里的 αp, βp 是只与 p 有关的正常数.
定理 3.7 设 2 ≤ p ≤ 4, x = (xn, n ∈ N2) 是 Lp(M) 中的鞅, 则 x 是 Lp - 有界鞅当且仅

当 x ∈ hp(M). 更确切地说, 有

(αpC̃p)−1‖x‖hp(M) ≤ ‖x‖p ≤ βp

√
1 + 2β p

2
‖x‖hp(M),

这里的 αp, βp 为引理 3.6 中的常数, C̃p 为定理 3.1(ii) 中的常数.
证 首先证明第一个不等式. 事实上, 由定理 3.1(ii) 和引理 3.6 可知

‖x‖hp(M) ≤ C̃p‖x‖Hp(M) ≤ αpC̃p‖x‖p.

接下来证明第二个不等式. 由引理 3.6 知 ‖x‖p ≤ βp‖x‖Hp(M). 下面只需再证明

‖x‖Hp(M) ≤
√

1 + 2β p
2
‖x‖hp(M).

不妨设 ‖x‖hp(M) ≤ 1. 有

‖x‖Hc
p(M) = ‖Sc(x)‖p = ‖

∑

n∈N2

|dxn|2‖
1
2
p
2
.

令 |dxn|2 = En−1|dxn|2 + dyn(n ∈ N2), 这里 dyn = |dxn|2 − En−1|dxn|2. 注意到 p
2
≥ 1, 有

‖Sc(x)‖2
p = ‖

∑

n∈N2

En−1|dxn|2 +
∑

n∈N2

dyn‖ p
2

≤ ‖
∑

n∈N2

En−1|dxn|2‖ p
2

+ ‖
∑

n∈N2

dyn‖ p
2

= ‖sc(x)‖2
p + ‖y‖ p

2
≤ 1 + ‖y‖ p

2
,

这里 y 是一个 L p
2

- 鞅. 注意到 1 ≤ p
2
≤ 2, 利用引理 3.5 (ii) 和引理 3.6, 得到

‖y‖ p
2
≤ β p

2
‖y‖H p

2
(M) ≤ β p

2
‖y‖hd

p
2

= β p
2
(
∑

n∈N2

‖|dxn|2 − En−1|dxn|2‖
p
2
p
2
)

2
p

≤ 2β p
2
(
∑

n∈N2

‖dxn‖p
p)

2
p = 2β p

2
‖x‖2

hd
p(M) ≤ 2β p

2
.
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因此 ‖x‖Hc
p(M) ≤

√
1 + 2β p

2
. 通过取伴随可证 ‖x‖Hr

p(M) ≤
√

1 + 2β p
2
. 因此

‖x‖Hp(M) = max{‖x‖Hc
p(M), ‖x‖Hr

p(M)} ≤
√

1 + 2β p
2
.

定理证毕.
由定理 3.7 和定理 3.1(ii) 得到如下推论.
推论 3.8 设 2 ≤ p ≤ 4, 对任意的 Lp - 有限鞅 x = (xn, n ∈ N2), 有

(αpβp

√
1 + 2β p

2
)−1‖x‖Hp(M) ≤ ‖x‖hp(M) ≤ Cp‖x‖Hp(M).

证 第二个不等式直接由定理 3.1 得到. 对于第一个不等式, 由引理 3.6 和定理 3.7 得到.
证毕.
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Abstract: In this paper, we discuss the inequalities of two-parameter noncommutative

martingales. By using the inequalities of one-parameter noncommutative martingales methods,

we obtain the relation between ‖ · ‖Hp(M) and ‖ · ‖hp(M) of two-parameter noncommutative

martingales (2 ≤ p < ∞), which generalize the equivalence relation between ‖ · ‖Lp(M) and

‖ · ‖hp(M) of two-parameter noncommutative martingales (2 ≤ p ≤ 4) .
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