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一类 λ - 对数 Bazilevic 函数的 Fekete-Szegö 不等式
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摘要: 本文研究了一类 λ - 对数 Bazilevic 函数的 Fekete-Szegö不等式. 利用分类讨论的方法

获得了 |a3 − µa2
2| 的精确估计, 推广了一些已有的相关结果.
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1 引言

设 S 表示单位圆盘 E = {z : |z| < 1} 内形如 f(z) = z +
∞∑

n=2

anzn 的单叶解析函数类的

全体. S∗, C 和 K 分别表示通常的星像函数类, 凸函数类和近于凸函数类, 它们都是 S 的子

类.
设 f(z) 与 g(z) 在 E 内解析, 若存在 E 内满足 |ϕ(z)| ≤ |z| 的解析函数 ϕ(z) (不必单叶),

使得 f(z) = g(ϕ(z)), 则称 f(z) 从属于 g(z), 记为 f(z) ≺ g(z).
Fekete 和 Szegö于 1933 年提出函数族 S 上的系数泛函 |a3 − µa2

2| 的精确估计问题, 并得
到结果 [1]

|a3 − µa2
2| ≤ 1 + 2 exp

( −2µ

1− µ

)
, 0 ≤ µ < 1,

且对任意的 µ ∈ [0, 1), 等号均能成立.
在文献 [2–8] 中分别研究了某些星像函数类和近于凸函数类的 Fekete-Szegö不等式. 本

文引进一类 λ - 对数 Bazilevic 函数, 讨论该函数类的 Fekete-Szegö不等式, 并得到对应的极
值函数.
定义 设 λ ≥ 0, α ≥ 0,−1 ≤ B < A ≤ 1, 若存在 g(z) ∈ S∗, 使得 f(z) ∈ S, 且满足条件

(
zf ′(z)
f(z)

·
(

f(z)
g(z)

)α)1−λ

·
(

(zf ′(z))′

f ′(z)
·
(

f ′(z)
g′(z)

)α)λ

≺ 1 + Az

1 + Bz
(z ∈ E),

则称 f(z) 为 λ - 对数 Bazilevic 函数, 这类函数记为 L(λ, α, A,B), 其中的幂函数取主值.
下面对函数类 L(λ, α, A,B) 中建立 Fekete-Szegö 不等式, 为此需要如下引理.
引理 1 [9] 设 ϕ(z) = d1z + d2z

2 + · · · 在 E 内解析且满足 |ϕ(z)| < |z|, 则

|d1| ≤ 1, |d2| ≤ 1− |d1|2.
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引理 2 [10] 设 p(z) = 1 + p1z + p2z
2 + · · · 在 E 内解析且对任意 z ∈ E, 满足 Rep(z) > 0,

则

|pk| ≤ 2 (k ≥ 1),
∣∣∣∣p2 − p2

1

2

∣∣∣∣ ≤ 2− |p1|2
2

.

2 主要结果及证明

定理 设 λ ≥ 0, α > 1,−1 ≤ B < A ≤ 1, 若 f(z) = z +
∞∑

n=2

anzn ∈ L(λ, α, A,B), 则对任

意实数 µ, 有

(2 + α)(1 + 2λ)|a3 − µa2
2|

≤





α(1 + 2λ)

+ (A−B)|A+B|
2

+ [(A−B)+2α(1+λ)]2[(3+α)(1+3λ)−2µ(2+α)(1+2λ)]
2(1+α)2(1+λ)2

, µ < µ1,

(A−B) + α(1 + 2λ)

+ 2α2(1+λ)2(2−|A+B|)[(3+α)(1+3λ)−2µ(2+α)(1+2λ)]
(2−|A+B|)(1+α)2(1+λ)2−(A−B)[(3+α)(1+3λ)−2µ(2+α)(1+2λ)]

, µ1 ≤ µ ≤ µ2,

(A−B) + α(1 + 2λ), µ2 ≤ µ ≤ µ3,

其中

µ1 =
(3 + α)(1 + 3λ)[(A−B) + 2α(1 + λ)]− (2− |A + B|)(1 + α)2(1 + λ)2

2(2 + α)(1 + 2λ)[(A−B) + 2α(1 + λ)]
,

µ2 =
(3 + α)(1 + 3λ)
2(2 + α)(1 + 2λ)

,

µ3 =
(3 + α)(1 + 3λ)[1 + 2α(1 + λ)2] + (1 + α)2(1 + λ)2

2(2 + α)(1 + 2λ)[1 + 2α(1 + λ)2]
.

证 因为 f(z) ∈ L(λ, α, A,B), 所以存在 g(z) = z + b2z
2 + b3z

3 + · · · ∈ S∗ 和 E 内满足

条件 |ϕ(z)| ≤ |z| 的解析函数 ϕ(z) = d1z + d2z
2 + · · · , 使得

(
zf ′(z)
f(z)

·
(

f(z)
g(z)

)α)1−λ

·
(

(zf ′(z))′

f ′(z)
·
(

f ′(z)
g′(z)

)α)λ

=
1 + Aϕ(z)
1 + Bϕ(z)

.

将 f(z) = z +
∞∑

n=2

anzn, g(z) 和 ϕ(z) 的幂级数展开式代入上式, 经过一些运算可得

a2 =
(A−B)d1 + α(1 + λ)b2

(1 + λ)(1 + α)
,

(2 + α)(1 + 2λ)a3 = α(1 + 2λ)b3 +
α(α− 1)(1 + 3λ)

2(1 + α)2
b2
2 + (A−B)d2

+
α(A−B)(3 + α)(1 + 3λ)

(1 + α)2(1 + λ)
b2d1

−1
2

(
(A2 −B2)− (A−B)2(3 + α)(1 + 3λ)

(1 + α)2(1 + λ)2

)
d2

1.
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令 x = (3+α)(1+3λ)−2µ(2+α)(1+2λ)
(1+α)2(1+λ)2

, 则由以上两式可得

(2 + α)(1 + 2λ)(a3 − µa2
2) =

[
α(1 + 2λ)b3 +

α2(1 + λ)2x− α(1 + 3λ)
2

b2
2

]

+(A−B)
[
d2 −

(
A + B

2
− (A−B)

2
x

)
d2

1

]

+α(A−B)(1 + λ)xd1b2.

因为

e−iθf(eiθz) = z + a2e
iθz2 + a3e

2iθz3 + · · ·

仍属于 L(λ, α, A,B), 所以不失一般性, 可以假定 a3 − µa2
2 ≥ 0. 下面估计 Re(a3 − µa2

2).

由于 g(z) ∈ S∗, 所以存在 E 内具有正实部的解析函数 p(z) = 1 + p1z + p2z
2 + · · · , 使得

zg′(z) = g(z)p(z), 比较系数可得 b2 = p1, b3 = 1
2
(p2 + p2

1),

Re
[
α(1 + 2λ)b3 +

α2(1 + λ)2x− α(1 + 3λ)
2

b2
2

]

=
α(1 + 2λ)

2
Re(p2 − p2

1

2
) +

α

4
[2α(1 + λ)2x + 1]Rep2

1

≤ α(1 + 2λ)
2

(2− |p1|2
2

) +
α

4
[2α(1 + λ)2x + 1]Rep2

1

= α(1 + 2λ)(1− ρ2) + α[2α(1 + λ)2x + 1]ρ2 cos 2φ,

其中 b2 = p1 = 2ρeiφ, 0 ≤ ρ ≤ 1.

(A−B)Re
[
d2 −

(
A + B

2
− (A−B)

2
x

)
d2

1

]

≤ (A−B)− A−B

2
(2− |A + B|)|d1|2 +

(A−B)2

2
xRed2

1

= (A−B)− A−B

2
(2− |A + B|)r2 +

(A−B)2

2
xr2 cos 2θ,

其中 d1 = reiθ, 0 ≤ r ≤ 1. 所以

(2 + α)(1 + 2λ)Re(a3 − µa2
2) ≤ Ψ(x),

其中

Ψ(x) = α(1 + 2λ)(1− ρ2) + α[2α(1 + λ)2x + 1]ρ2 cos 2φ + (A−B)− A−B

2
(2− |A + B|)r2

+
(A−B)2

2
xr2 cos 2θ + 2α(A−B)(1 + λ)xρr cos(φ + θ).

(1) 当 (3+α)(1+3λ)[(A−B)+2α(1+λ)]−(2−|A+B|)(1+α)2(1+λ)2

2(2+α)(1+2λ)[(A−B)+2α(1+λ)]
≤ µ ≤ (3+α)(1+3λ)

2(2+α)(1+2λ)
时, 0 ≤ x ≤
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2−|A+B|
(A−B)+2α(1+λ)

, 有

Ψ(x) ≤ α[(1 + 2λ) + 2α(1 + λ)2x] + (A−B)− A−B

2
[(2− |A + B|)

−(A−B)x cos 2θ]r2 + 2α(A−B)(1 + λ)xr

= α[(1 + 2λ) + 2α(1 + λ)2x] + (A−B) +
2α2(A−B)(1 + λ)2x2

(2− |A + B|)− (A−B)x cos 2θ

−A−B

2
[(2− |A + B|)− (A−B)x cos 2θ]

(
r − 2α(1 + λ)x

(2− |A + B|)− (A−B)x cos 2θ

)2

≤ α[(1 + 2λ) + 2α(1 + λ)2x] + (A−B) +
2α2(A−B)(1 + λ)2x2

(2− |A + B|)− (A−B)x

= (A−B) + α(1 + 2λ) +
2α2(1 + λ)2(2− |A + B|)x
(2− |A + B|)− (A−B)x

=
2α2(1 + λ)2(2− |A + B|)[(3 + α)(1 + 3λ)− 2µ(2 + α)(1 + 2λ)]

(2− |A + B|)(1 + α)2(1 + λ)2 − (A−B)[(3 + α)(1 + 3λ)− 2µ(2 + α)(1 + 2λ)]
+(A−B) + α(1 + 2λ).

当 µ1 ≤ µ ≤ µ2 时, 不存在对应的极值函数.
(2) 当 µ ≤ (3+α)(1+3λ)[(A−B)+2α(1+λ)]−(2−|A+B|)(1+α)2(1+λ)2

2(2+α)(1+2λ)[(A−B)+2α(1+λ)]
时, x ≥ 2−|A+B|

(A−B)+2α(1+λ)
, 令

x0 = 2−|A+B|
(A−B)+2α(1+λ)

, 则由 (1) 可得

Ψ(x0) ≤ (A−B) + α(1 + 2λ) +
2α2(1 + λ)2(2− |A + B|)x0

(2− |A + B|)− (A−B)x0

≤ (A−B) + α(1 + 2λ) + α(1 + λ)(2− |A + B|),
所以

Ψ(x) = Ψ(x0) + (x− x0)
(
2α2(1 + λ)2ρ2 cos 2φ

+
(A−B)2

2
r2 cos 2θ + 2α(A−B)(1 + λ)rρ cos(φ + θ)

)

≤ Ψ(x0) + (x− x0)
(

2α2(1 + λ)2 +
(A−B)2

2
+ 2α(A−B)(1 + λ)

)

≤ (A−B) + α(1 + 2λ) + α(1 + λ)(2− |A + B|) +
x− x0

2
[(A−B) + 2α(1 + λ)]2

= α(1 + 2λ) +
(A−B)|A + B|

2
+

[(A−B) + 2α(1 + λ)]2x
2

= α(1 + 2λ) +
(A−B)|A + B|

2

+
[(A−B) + 2α(1 + λ)]2[(3 + α)(1 + 3λ)− 2µ(2 + α)(1 + 2λ)]

2(1 + α)2(1 + λ)2
,

当 µ ≤ µ1 时, 不存在对应的极值函数.
(3) 当 (3+α)(1+3λ)

2(2+α)(1+2λ)
≤ µ ≤ (3+α)(1+3λ)[1+2α(1+λ)2]+(1+α)2(1+λ)2

2(2+α)(1+2λ)[1+2α(1+λ)2]
时, − 1

1+2α(1+λ)2
≤ x ≤ 0,

有

Ψ(0) = α(1+2λ)(1−ρ2)+αρ2 cos 2φ+(A−B)−A−B

2
(2−|A+B|)r2 ≤ (A−B)+α(1+2λ).
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令 x1 = − 1
1+2α(1+λ)2

, 则

Ψ(x1)− [(A−B) + α(1 + 2λ)]

= −α(1 + 2λ)ρ2 + α[2α(1 + λ)2x1 + 1]ρ2 cos 2φ

−A−B

2
[(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ]r2 + 2α(A−B)(1 + λ)x1ρr cos(φ + θ)

= −α(1 + 2λ)ρ2 + α[2α(1 + λ)2x1 + 1]ρ2 cos 2φ +
2α2(A−B)(1 + λ)2x2

1ρ
2 cos2(φ + θ)

(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ

−A−B

2
[(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ]

(
r − 2α(1 + λ)x1ρ cos(φ + θ)

(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ

)2

≤ −α(1 + 2λ)ρ2 + α[2α(1 + λ)2x1 + 1]ρ2 cos 2φ +
2α2(A−B)(1 + λ)2x2

1ρ
2 cos2(φ + θ)

(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ

= −αρ2

{
(1 + 2λ)− [2α(1 + λ)2x1 + 1] cos 2φ− 2α(A−B)(1 + λ)2x2

1 cos2(φ + θ)
(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ

}

= − 2αρ2

[(2− |A + B|)− (A−B)x1 cos 2θ][1 + 2α(1 + λ)]2

×{[(λ + sin2 φ) + α(1 + λ)2(1 + 2λ)]

·[(2− |A + B|)(1 + 2α(1 + λ)2) + (A−B) cos 2θ]− α(A−B)(1 + λ)2 cos2(φ + θ)}.

令

M(A−B) = [(λ + sin2 φ) + α(1 + λ)2(1 + 2λ)]

×[(2− |A + B|)(1 + 2α(1 + λ)2) + (A−B) cos 2θ]

−α(A−B)(1 + λ)2 cos2(φ + θ),

则M(A−B) 是 A−B 的一次函数, 且

M(0) = (2− |A + B|)(1 + 2α(1 + λ)2)[(λ + sin2 φ) + α(1 + λ)2(1 + 2λ)] ≥ 0,

M(2) = 2[(λ + sin2 φ) + α(1 + λ)2(1 + 2λ)] · [1 + 2α(1 + λ2 + cos 2θ)]

−2α(1 + λ)2 cos2(φ + θ)

= 4[(λ + sin2 φ) + α(1 + λ)2(1 + 2λ)] · [α(1 + λ)2 + cos2 θ]

−2α(1 + λ)2(cos2 φ cos2 θ − 2 cos φ cos θ sinφ sin θ + sin2 φ sin2 θ)

≥ 4α(1 + λ)2(sin2 φ + cos2 θ)− 2α(1 + λ)2

(cos2 φ cos2 θ − 2 cos φ cos θ sinφ sin θ + sin2 φ sin2 θ)

≥ 4α(1 + λ)2(sin2 φ sin2 θ + cos2 φ cos2 θ)

−2α(1 + λ)2(cos2 φ cos2 θ − 2 cos φ cos θ sinφ sin θ + sin2 φ sin2 θ)

= 2α(1 + λ)2(sinφ sin θ + cos φ cos θ)2

≥ 0.

故当 0 < A−B < 2 时, M(A−B) ≥ 0, 从而 Ψ(x1) ≤ (A−B) + α(1 + 2λ). 对于 0 ≤ t ≤ 1,
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有

Ψ(tx1) ≤ tΨ(x1) + (1− t)Ψ(0)

≤ t[(A−B) + α(1 + 2λ)] + (1− t)[(A−B) + α(1 + 2λ)] = (A−B) + α(1 + 2λ).

当 b2 = 0, b3 = 1, d1 = 0, d2 = 1 时等号成立. 对应的极值函数为

{[(f(z))α]′}1−λ
{[

(zf ′(z))α]′}λ

= αzα−1

(
1 + Az2

1 + Bz2

)(
(1 + z2)λ

(1− z2)1+λ

)α

.

综上所述, 本定理得证.
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Abstract: In this paper, we discuss the Fekete-Szegö inequality of a class of λ-logarithmic

Bazilevic function. Using the methods of the classification, we obtain the accurate estimation of

|a3 − µa2
2|, which generalizes some known results.
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