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摘要: 本文研究了均衡约束数学规划 (MPEC) 问题. 利用其弱稳定点, 获得了一种新的约束

规格 –MPEC 的伪正规约束规格. 用一种简单的方式, 证明了该约束规格是介于 MPEC-MFCQ (即

MPEC, Mangasarian-Fromowitz 约束规格) 与 MPEC-ACQ (即 MPEC, Abadie 约束规格) 之间的

约束规格, 因此该约束规格也可以导出MPEC 问题的M - 稳定点. 最后通过两个例子, 说明了该约束

规格与MPEC-MFCQ 以及与MPEC-ACQ 之间是严格的强弱关系.
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1 引言

考虑如下均衡约束数学规划 (MPEC) 问题

min
x∈Rn

f(x),

s.t.





gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , p,

hi(x) = 0, i = 1, · · · , q,

Gi(x) ≥ 0, Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) = 0, i = 1, · · · ,m,

(1.1)

其中 f : Rn → R; gi : Rn → R, i = 1, · · · , p;hi : Rn → R, i = 1, · · · , q; 且 Gi,Hi : Rn →
R, i = 1, · · · ,m.

MPEC 问题是一类非常重要的优化问题, 它有广泛而重要的应用 [1]. 同时MPEC 是一
类比较困难的问题, 因为很多标准约束非线性规划问题的约束规格, 如 LICQ 和 MFCQ 约
束规格, 对于这一问题是不成立的. 因此, 通常约束非线性规划的 KKT 条件并不是其必要

条件. 针对这种情况, 人们提出了 MPEC 问题的各种稳定点概念, 如强稳定点、M - 稳定
点、C - 稳定点和弱稳定点等等 [2,3,4] , 并给出了稳定点成立的充分性条件, 如MPEC-LICQ,
MPEC-MFCQ, MPEC-ACQ 和MPEC-CRCQ 等.
众所周知, 强稳定点条件等价于 MPEC 问题的 KKT 条件 [3], 同时也是各种稳定点

中最强的一种. 但是通常它是一种难以成立的最优性条件, 因此人们总是把 M - 稳定点
作为 MPEC 问题的一阶最优性条件. 并且由现有结果来看, 当 MPEC 问题的约束规格, 如
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MPEC-LICQ, MPEC-MFCQ, MPEC-ACQ 和MPEC-CRCQ 等成立时, M - 稳定点都成立
[5,6].

由于在一般约束优化问题中, 伪正规约束规格是介于MFCQ 与 ACQ 之间的, 并且, 它
是从否定的角度来定义的, 这有别于一般的约束规格, 对问题最优性条件的研究具有重要意
义. 因此我们想在MPEC 中定义伪正规, 然后研究它与其他约束规格之间的关系. 经过理论
分析, 可以得到与一般约束优化问题同样的结论.

本文主要工作如下: 首先在第二节介绍了一些背景知识; 其次在第三节给出了新定义的
MPEC 问题约束规格, 并且给出了该约束规格和其他约束规格之间的关系; 第四节给出了两
个例子, 说明新定义的约束规格与其他的约束规格之间是一种严格的强弱关系.

2 预备知识

设 x∗ 是问题MPEC 的一个可行点, 定义如下指标集





Ig := Ig(x∗) = {i|g(x∗) = 0},
α := α(x∗) = {i|Gi(x∗) = 0,Hi(x∗) > 0},
β := β(x∗) = {i|Gi(x∗) = 0,Hi(x∗) = 0},
γ := γ(x∗) = {i|Gi(x∗) > 0,Hi(x∗) = 0}.

(2.1)

同时, 把指标集 β 划分为 P (β) = {(β1, β2)|β1 ∪ β2 = β, β1 ∩ β2 = ∅}.
设 x∗ 是问题MPEC 的一个可行点, 为了定义新的约束规格, 介绍下面的优化问题

min
x∈Rn

f(x),

s.t.





gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , p,

hi(x) = 0, i = 1, · · · , q,

Gα∪β(x) = 0, Gγ(x) ≥ 0,

Hα(x) ≥ 0,Hγ∪β(x) = 0,

(2.2)

称其为紧非线性规划 (TNLP(x∗)), 显然它是依赖于 x∗ 的. TNLP(x∗) 称为紧的, 是因为其
可行域是 MPEC 问题可行域的子集, 因此如果 x∗ 是 MPEC 的一个局部最优解, 那么也是
TNLP(x∗) 的一个局部最优解. 通常用 TNLP(x∗) 的约束规格来定义MPEC 的约束规格.

定义 2.1 [1] 称MPEC 在可行点 x∗ 处满足MPEC-LICQ 或MPEC-MFCQ, 如果与其相
对应的 TNLP (x∗) 在同样的点 x∗ 处满足 LICQ 或MFCQ.

定义 2.2 称 MPEC 的可行点 x∗ 是一个弱稳定点, 如果存在 Lagrange 乘子 λ =
(λg, λh, λG, λH) 使得下面条件成立

(i) 0 = ∇f(x∗) +
p∑

i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λG

i ∇Hi(x∗)];

(ii) λg ≥ 0;λg
i = 0,∀i 6∈ Ig;

(iii) λH
α = 0, λG

γ = 0.

显然, 问题 TNLP(x∗) 在点 x∗ 处的 KKT 条件等价于MPEC 问题在 x∗ 处的弱稳定点条件.
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给定 (β1, β2) ∈ P (β),定义另一个由MPEC问题导出的非线性规划问题NLP∗(β1, β2)(x∗)

min
x∈Rn

f(x),

s.t.





gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , p,

hi(x) = 0, i = 1, · · · , q,

Gα∪β1(x) = 0, Gγ∪β2(x) ≥ 0,

Hα∪β1(x) ≥ 0,Hγ∪β2(x) = 0.

(2.3)

由上述定义, 易知问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 是依赖于 x∗ 的. 由于问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 的
可行域是 MPEC 问题可行域的一个子集, 并且 x∗ 对于问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 也是可行的.
从而, 若 x∗ 是MPEC 问题的一个局部最优解, 则 x∗ 是问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 的一个局部最
优解.
考虑一般约束优化问题 (CP)

min
x∈Rn

f(x),

s.t.

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , p,

hi(x) = 0, i = 1, · · · , q,

(2.4)

其中 f : Rn → R; gi : Rn → R, i = 1, · · · , p;hi : Rn → R, i = 1, · · · , q. 且令 K = {x|gi(x) ≤
0, i = 1, · · · , p;hi(x) = 0, i = 1, · · · , q}.
定义 2.3 [7] 称问题 CP 在可行点 x∗ 处的伪正规成立, 如果不存在乘子 (λ, µ) 和序列

{xk} 使得以下条件成立
(i)

p∑
i=1

λi∇gi(x∗) +
q∑

i=1

µi∇hi(x∗) = 0;

(ii) λ ≥ 0;λi = 0,∀i 6∈ Ig = {i|gi(x∗) = 0};
(iii) {xk} → x∗,

p∑
i=1

λigi(xk) +
q∑

i=1

µihi(xk) > 0.

定义 2.4 称问题 CP 在可行点 x∗ 处的 ACQ 成立, 如果 TK(x∗) = V (x∗), 其中

V (x∗) = {y|∇hi(x∗)T y = 0, i = 1, · · · , p;∇gi(x∗)T y = 0, i = 1, · · · , q},
TK(x∗) = {d|∃{xk} ∈ K,∃{tk} ↘ 0 : xk → x∗, [(xk − x∗)/tk] → d}.

3 MPEC 问题的一种新的约束规格

下面将从弱稳定点的角度来定义MPEC 问题的伪正规约束规格.
定义 3.1称MPEC问题在可行点x∗处是伪正规的,如果不存在乘子λ = (λg, λh, λG, λH)

和序列 {xk} 使得以下条件成立
(i)

p∑
i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λH

i ∇Hi(x∗)] = 0;

(ii) λg ≥ 0;λg
i = 0,∀i 6∈ Ig;λH

α = 0, λG
γ = 0;

(iii) {xk} → x∗,
p∑

i=1

λg
i gi(xk) +

q∑
i=1

λh
i hi(xk)−

m∑
i=1

[λG
i Gi(xk) + λG

i Hi(xk)] > 0.

引理 3.1 [7] 如果问题 CP 在点 x∗ 处的伪正规成立, 那么其在点 x∗ 处的 ACQ 成立.



No. 2 童毅等: 均衡约束数学规划问题的一种新的约束规格 379

引理 3.2 [8] 对任意的 (β1, β2) ∈ P (β), 如果问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 的 ACQ 在 x∗ 处成

立, 那么MPEC 问题的 ACQ 在 x∗ 处成立.
定理 3.1 如果MPEC 问题在可行点 x∗ 处的伪正规成立, 那么点 x∗ 处的 ACQ 成立.
证 首先证明问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 在 x∗ 处的伪正规成立. 假设 NLP∗(β1, β2)(x∗) 在

x∗ 处伪正规不成立. 那么存在 λ = (λg, λh, λG
α∪β1

, λG
γ∪β2

, λH
α∪β1

, λH
γ∪β2

) 和序列 {xk} 使得
(i)

p∑
i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗) +

N(α∪β1)∑
i=1

λG
(α∪β1)i

∇Gi(x∗)−
N(γ∪β2)∑

i=1

λG
(γ∪β2)i

∇Gi(x∗)

−
N(α∪β1)∑

i=1

λH
(α∪β1)i

∇Hi(x∗) +
N(γ∪β2)∑

i=1

λH
(γ∪β2)i

∇Hi(x∗) = 0;

(ii)

λg ≥ 0; λg
i = 0,∀i 6∈ Ig; λH

α∪β1
≥ 0; λH

(α∪β1)i
= 0,∀i ∈ α;

λG
γ∪β2

≥ 0; λG
(γ∪β2)i

= 0,∀i ∈ γ;

(iii)

{xk} → x∗,
p∑

i=1

λg
i gi(xk) +

q∑
i=1

λh
i hi(xk) +

N(α∪β1)∑
i=1

λG
(α∪β1)i

Gi(xk)

−
N(γ∪β2)∑

i=1

λG
(γ∪β2)i

Gi(xk)−
N(α∪β1)∑

i=1

λH
(α∪β1)i

Hi(xk) +
N(γ∪β2)∑

i=1

λH
(γ∪β2)i

Hi(xk) > 0.

由于 N(α ∪ β1) + N(γ ∪ β2) = m, 于是存在乘子

λ = (λg, λh, λG, λH) = (λg, λh, (−λG
α∪β1

, λG
γ∪β2

), (λH
α∪β1

,−λH
γ∪β2

))

和序列 {xk} 满足
p∑

i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λH

i ∇Hi(x∗)] = 0;

{xk} → x∗,
p∑

i=1

λg
i gi(xk) +

q∑
i=1

λh
i hi(xk)−

m∑
i=1

[λG
i Gi(xk) + λH

i Hi(xk)] > 0.

由 (ii) 可得
λg ≥ 0;λg

i = 0,∀i 6∈ Ig;λH
α = 0, λG

γ = 0.

因此MPEC 问题的伪正规在点 x∗ 处不成立, 从而矛盾, 即问题 NLP∗(β1, β2)(x∗) 在 x∗ 处的

伪正规成立. 由引理 3.1 知 NLP∗(β1, β2)(x∗) 在 x∗ 处的 ACQ 成立, 再由 (β1, β2) 的任意性
与引理 3.2 可以得到MPEC 在 x∗ 处 ACQ 成立.
若MPEC 问题的一个局部最优解 x∗ 满足MPEC-ACQ, 则 x∗ 是一个M - 稳定点, 故也

可以得到以下推论.
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推论 3.1 如果MPEC 问题的一个局部最优解 x∗ 满足MPEC 问题的伪正规, 那么 x∗ 是

一个M - 稳定点.
定理 3.2 如果MPEC 问题中, g, h, G,H 是凹函数, 那么对MPEC 问题的所有可行点处

伪正规均成立.
证 假设MPEC 问题的伪正规在可行点 x∗ 处不成立, 那么存在 λ = (λg, λh, λG, λH) 和

序列 {xk} 使得以下条件成立
(i)

p∑
i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λH

i ∇Hi(x∗)] = 0;

(ii) λg ≥ 0;λg
i = 0,∀i 6∈ Ig;λH

α = 0, λG
γ = 0;

(iii) {xk} → x∗,
p∑

i=1

λg
i gi(xk) +

q∑
i=1

λh
i hi(xk)−

m∑
i=1

[λG
i Gi(xk) + λH

i Hi(xk)] > 0.

由于 g, h, G,H 都是凹函数, 故 ∀y ∈ Rn, 都有

hi(y) ≤ hi(x∗) +∇hT
i (y − x∗) i = 1, · · · , p,

gi(y) ≤ gi(x∗) +∇gT
i (y − x∗) i = 1, · · · , q,

Gi(y) ≤ Gi(x∗) +∇GT
i (y − x∗) i = 1, · · · ,m,

Hi(y) ≤ Hi(x∗) +∇HT
i (y − x∗) i = 1, · · · ,m,

从而 ∀y ∈ Rn,

p∑
i=1

λg
i gi(y) +

q∑
i=1

λh
i hi(y)−

m∑
i=1

[λG
i Gi(y) + λH

i Hi(y)]

≤
p∑

i=1

λg
i gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i Gi(x∗) + λH

i Hi(x∗)]

+{
p∑

i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λH

i ∇Hi(x∗)]}T (y − x∗)

= {
p∑

i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λH

i ∇Hi(x∗)]}T (y − x∗).

最后一个等式是由条件 (ii) 得到的, 再由条件 (i) 得

p∑
i=1

λg
i gi(y) +

q∑
i=1

λh
i hi(y)−

m∑
i=1

[λG
i Gi(y) + λG

i Hi(y)] ≤ 0,

与条件 (iii) 矛盾, 定理得证.
推论 3.2 对于MPEC 问题, 如果 g, h, G,H 是线性的, 那么MPEC 问题的所有可行点

处伪正规均成立.
利用 Motzkin 选择理论 [4], 可以得到 MPEC-MFCQ 等价形式如下: 不存在非零乘子

λ = (λg, λh, λG, λH) 使得

(i)
p∑

i=1

λg
i∇gi(x∗) +

q∑
i=1

λh
i∇hi(x∗)−

m∑
i=1

[λG
i ∇Gi(x∗) + λG

i ∇Hi(x∗)] = 0;

(ii) λg ≥ 0;λg
i = 0,∀i ∈ Ig;λH

α = 0, λG
γ = 0.

显然可以得到如下结论

推论 3.3 如果MPEC 问题在可行点 x∗ 处MPEC-MFCQ 成立, 那么点 x∗ 处MPEC 的
伪正规成立.
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4 实例阐述

考虑如下两个MPEC 问题, 例 4.1 说明MPEC-MFCQ 是严格强于MPEC 伪正规的, 例
4.2 说明MPEC-ACQ 是严格弱于MPEC 伪正规的.
例 4.1

min f(x),

s.t.





g(x) = x1 + x2 ≤ 0,

G(x) = x1 ≥ 0,H(x) = x2 ≥ 0,

G(x)H(x) = x1x2 = 0.

(4.1)

显然点 x = (0, 0) 是可行点, 并且所有的约束都是积极约束. 令 a∇g(x) − b∇G(x) −
c∇H(x) = 0, 即 a(1, 1)T − b(1, 0)T − c(0, 1)T = 0, 可得 a = b = c. 从而只要 a = b =
c 6= 0, 就可得 {∇g(x),∇G(x),∇H(x)} 线性相关, 也即 MPEC-MFCQ 不成立. 但是, 因为
g(x), G(x),H(x) 都是线性的, 所以MPEC 问题的伪正规成立.
例 4.2

min f(x),

s.t.





g(x) = x2 ≤ 0,

h(x) = x2
1 − x2

2 = 0,

G(x) = x1 ≥ 0,H(x) = x1 + x2 ≥ 0,

G(x)H(x) = x1(x1 + x2) = 0.

(4.2)

显然点 x = (0, 0) 是可行点, 并且所有的约束都是积极约束, 可算出该问题的切锥和MPEC
线性化锥是相等的, 即 T (x) = {(d1, d2)|d2 ≤ 0, d1 + d2 = 0} = T lin

MPEC(x). 从而该问题的
ACQ 成立. 下面验证其伪正规不成立.
令

λg∇g(x) + λh∇h(x)− λG∇G(x)− λH∇H(x)

= λg(0, 1)T + λh(0, 0)T − λG(1, 0)T − λH(1, 1)T = 0.

从而只要满足 λg = λG = λH ≥ 0, 就可以得到伪正规的前两条. 针对MPEC 问题的伪正规
条件的 (iii), 令 λgg(xk) + λhh(xk)− λGG(xk)− λHH(xk) = λh((xk

1)
2 − (xk

2)
2) > 0. 这样, 只

要满足 λg = λG = λH ≥ 0, λh = 0, {xk} → x, (xk
1)

2 > (xk
2)

2, 就有MPEC 问题的伪正规条件
(i)–(iii) 成立, 则MPEC 伪正规不成立.
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A NEW CONSTRAINT QUALIFICATION FOR MATHEMATICAL

PROGRAMS WITH EQUILIBRIUM CONSTRAINTS

TONG Yi1, WU Guo-min2, ZHAO Xiao-ke1

(1.School of Mathematics and Statistics, WuHan University, Wuhan 430072, China)
(2.Department of Mathematics and Physics, Beijing Institute of Petrochemical Technology,

Beijing 102617, China)

Abstract: This paper considers mathematical programs with equilibrium constraints

(MPEC). A new constraint qualification called MPEC-pseudonormality is proposed by weakly

stationary. According to a simple way, we prove that MPEC-pseudonormality is between MPEC

Mangasarian-Fromovitz constraint qualification (MPEC-MFCQ) and MPEC Abadies constant

qulification (MPEC-ACQ). So MPEC-pseudonormality can also derive M -stationary of MPEC.

Finally, we state that the relationships among MPEC-pseudonormality, MPEC-MFCQ and

MPEC-ACQ are strict.

Keywords: constraint qualification; pseudonormality; mathematical programs with equi-

librium constraints; stationary
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