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摘要: 本文研究了一类时滞依赖状态的集值抽象积分微分方程的可解性问题. 利用集值映射不

动点定理结合分析预解算子理论的方法, 证明了上述微分方程温和解的存在性, 推广了现有集值微分

方程的结果.
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1 引言

本文考虑一类时滞依赖状态的集值抽象积分微分方程

d

dt
[x (t)− F (t, xt)] ∈ A

[
x (t) +

∫ t

0

f (t− s) x (s) ds

]
+ G

[
t, xρ(t,xt)

]
,

t ∈ J = [0, a], (1.1)

x0 = ϕ ∈ B, (1.2)

其中A是 Banach空间 (X, ‖ · ‖)中紧分析预解算子R (t) , t > 0的无穷小生成元, f(t), t ∈ J

是一个有界线性算子, G : J × B → P (X) 是有界闭凸值集值映射, F : J × B → X,
ρ : J × B → (−∞, a] 是给定的函数, B 是一个抽象的相空间, xt : (−∞, 0] → X, xt (s) =
x (t + s) , s ≤ 0 属于 B.
近年来, 时滞依赖状态的微分方程温和解的存在性引起了许多学者的兴趣 [1−3], 具有预

解算子的非线性积分微分方程作为偏积分微分方程的抽象形式出现在许多物理现象中 [4−6],
该预解算子类似于 Banach 空间中抽象微分方程的半群算子, 并且可以从半群理论中提取
(见文献 [7–8]), 尽管如此, 该预解算子不满足半群性质, 受文献 [9–10]启发, 本文旨在利用预
解算子理论建立 (1.1)–(1.2) 温和解的存在性.

2 预备知识

R (t) , t > 0 是由 A 产生的一个紧分析预解算子. 设 (X, ‖ · ‖) 是 Banach 空间, L (X;Y )
记为从 X 映射到 Y 的所有有界线性算子构成的 Banach 空间, 并且当 X = Y 时简记为

L (X).
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定义 2.1 [11] 若每个集合 B̃i 在空间 C ([ti, ti+1] ; X) 内是相对紧时, 则称 B ⊆ PC 是相
对紧的.

定义 2.2 若对任意的 x ∈ X 有 G (x) 是凸 (闭) 的, 则称集值映射 G : X → P (X) 是凸
(闭) 值的. 对 X 的任一有界子集 B, 如果 G (B) =

⋃
x∈B

G (x) 有界, 则称 G 在有界集上有界

(即 sup
x∈B

{sup{‖y‖ : y ∈ G(x)}} < ∞).

定义 2.3 若对任意的 x0 ∈ X, G (x0) 是X 的非空闭子集, 并且对包含G (x0) 的X 的任

一开子集 Ω, 存在 x0 的一个开邻域 V , 使得 G (V ) ⊆ Ω, 则称 G 在 X 中是上半连续的.

定义 2.4 如果对 X 的任一有界子集 Ω, 有 G (Ω) 是相对紧的, 则称集值映射 G 是全连

续的.

引理 2.1 [12] 设集值映射 [13−14]G 是全连续的, 并且有非空紧值, 则 G 是上半连续的当

且仅当 G 有闭图像 (即当 xn → x∗, yn → y∗, yn ∈ G (xn) 时, 有 y∗ ∈ G (x∗)).

定义 2.5 记 N 是 kuratowski 非紧测度 [15], 如果集值映射 G : X → P (X) 是上半连续
的. 且对所有满足 N (B) 6= 0 的 X 的子集 B, 有 N (G (B)) < N (B), 则称 G 是凝聚的 [13].

Pbd,cp,cv (X), Pbd,cl,cv (X), Pcp,cv (X) 分别表示由 X 中的所有有界紧凸, 有界闭凸, 紧凸
子集组成的集类. 若存在 x ∈ X, 使得 x ∈ G (x), 则称 x 是集值映射 G 的一个不动点 [16].

下面介绍相空间 B 的公理化定义 [17]. 具体来说, B 是由赋予半模 ‖ · ‖B 的从 (−∞, 0] 映
射到 X 的函数组成的线性空间, 并且符合以下公理:

(A) 如果 x : (−∞, σ + a) → X, a > 0, 使得 x|[σ,σ+a] ∈ C ([σ, σ + a] , X) 且 xσ ∈ B,
则对任意的 t ∈ [σ, σ + a] 以下条件成立: (i) xt ∈ B; (ii) ‖x (t) ‖ ≤ H‖xt‖B; (iii) ‖xt‖B ≤
K (t− σ) sup {‖x (s) ‖ : σ ≤ s ≤ t}+ M (t− σ) ‖xσ‖B, 其中 H > 0 是常数; K, M : [0,∞) →
[1,∞), K 连续, M 局部有界, 并且 H, K, M 与 x (·) 无关.

(A1) 对 (A) 中的函数 x (·), t → xt 是从 [σ, σ + a] 映射到 B 的连续函数.

(B) B 是完备的.

定义 2.6 集值映射 G : J × B → Pcp,cv (X) 称为 Carathéodory 集值映射, 如果

(i) 对每个 ψ ∈ B, G (·, ψ) : J → X 是可测的;

(ii) 对任意的 t ∈ J , G (t, ·) : B → X 是上半连续的.

引理 2.2 [12] 若 G 为 Carathéodory 集值映射, 且对固定的 ψ ∈ B, 集合 SG,ψ =
{g ∈ L1 (J,X) : g (t) ∈ G (t, ψ) , a.e., t ∈ J} 是非空的, Γ : L1 (J,X) → C (J,X) 是线性
连续映射, 则 Γ ◦ SG : C (J,X) → Pcp,cv (C (J,X)) , y → (Γ ◦ SG) (y) = Γ (SG,y ) 是
C (J,X)× C (J,X) 上的闭图算子.

考虑如下系统

dx

dt
= A

[
x (t) +

∫ t

0

f (t− s)x (s) ds

]
. (2.1)

定义 2.7 [7] 方程 (2.1) 的预解算子 [4−5] 是一个有界算子泛函 R (t) ∈ L (X), 且具有下列
性质:

(i) R (0) = I, I 表示 X 上的恒等算子.

(ii) 对所有的 u ∈ X, t 7→ R (t) y 是连续的.

(iii) 对 t ∈ J , R (t) ∈ B (Y ) , t ∈ J , 其中 Y 是赋予图像范数 ‖y‖Y = ‖Ay‖ + ‖y‖ 的
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Banach 空间 D (A). 若 y ∈ Y , 有 R (·) y ∈ C1 (J,X) ∩ C (J, Y ) 并且

d

dt
R (t) y = A

[
R (t) y +

∫ t

0

f (t− s)R (s) yds

]

= R (t)Ay +
∫ t

0

R (t− s) AF (s) yds, t ∈ J.

令 0 ∈ ρ(A), 当 0 < α ≤ 1 时, 可以定义分数阶算子 Aα, 此算子在其定义域 D (Aα)[4] 上
是一个闭线性算子. 并且 D (Aα) 在 X 上凝聚. 表达式

‖x‖α = ‖Aαx‖, x ∈ D (Aα)

定义了 D (Aα) 上的一个范数. 此后, 用 Xα 表示 Banach 空间 D (Aα) 并赋予范数 ‖x‖α.
引理 2.3 [4] 由上面条件可得

(i) Aα : Xα → Xα, 则当 0 ≤ α ≤ 1 时, Xα 是一个 Banach 空间.
(ii) 若预解算子 A 是紧的, 则当 0 < β ≤ α 时, Xα ↪→ Xβ 是连续并且紧的.
(iii) 对每个 α > 0, 存在一个正常数 Cα 使得

‖AαR(t)‖ ≤ Cα

tα
, t ∈ J.

引理 2.4 [18] 假设 (a) 和 (b) 成立, 则存在一个常数 H = H(a), 使得

‖R(t + h)−R(h)R(t)‖L(X) ≤ Hh, 0 ≤ h ≤ t ≤ a.

引理 2.5 [7] 设 B 是 Banach 空间 X 中的有界凸子集, Γ : B → P (B) 是上半连续的凝
聚集值映射, 如果对任意的 x ∈ B, Γ (x) 是 B 中的闭凸子集, 则 Γ 在 B 中有一个不动点.

3 结果与证明

为了证明问题 (1.1)–(1.2) 的温和解的存在性, 假设 ρ : J × B → (−∞, a] 连续. 另外, 假
定以下条件成立:

Hϕ 函数 t → ϕt 从 R (ρ−) = {ρ (s, ψ) : ρ (s, ψ) ≤ 0, (s, ψ) ∈ J × B} 到 B 上是连续
的, 且存在一个连续有界函数 Jϕ : R (ρ−) → (0,∞), 使得对每个 t ∈ R (ρ−), 有 ‖ϕt‖B ≤
Jϕ (t) ‖ϕ‖B.

H1 存在常数M1,M2 > 0, 使得 ‖R (t) ‖ ≤ M1, ‖f (t) ‖ ≤ M2, t ∈ J .
H2 F : J ×B → X 是连续的, 存在 β ∈ (0, 1), L > 0使得对所有的 (ti, ψi) ∈ J ×B, i =

1, 2., F 是 Xβ - 值并满足

‖AβF (t1, ψ1)−AβF (t2, ψ2) ‖ ≤ L (|t1 − t2|+ ‖ψ1 − ψ2‖B) ,

而且存在正常数 L1 使得

‖AβF (t, ψ) ‖ ≤ L1 (‖ψ‖B + 1) , t ∈ J, ψ ∈ B.

H3 函数 G : J × B → Pbd,cp,cv (X) 满足如下性质:
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(a) 对所有的 ψ ∈ B, 函数 G (·, ψ) : J → X 是强可测的.
(b) 对每个 t ∈ J , 函数 G (t, ·) : B → X 是连续的, 且对固定的 ψ ∈ B, 集合 SG,ψ =

{g ∈ L1 (J,X) : g (t) ∈ G (t, ψ) , a.e., t ∈ J} 是非空的.
(c) 对每个正常数 r, 存在正函数 Θr ∈ L1 (J,R+) 使得

‖G (t, ψ) ‖ = sup
‖ψ‖B≤r

{‖g‖ : g(t) ∈ G(t, ψ)} ≤ Θr (t) , lim inf
r→+∞

1
r

∫ a

0

Θr (t) dt = δ < +∞.

注 3.1 [17] 设 ϕ ∈ B, t ≤ 0. ϕt 表示定义为 ϕt (θ) = ϕ (t + θ) 形式的函数. 因此, 如果公
理 A 中的函数 x (·) 满足 x0 = ϕ, 则 xt = ϕt.
定义 3.1 函数 x : (−∞, a] → X 称为问题 (1.1)–(1.2)的温和解, 如果对任意的 s ∈ J ,

有 x0 = ϕ, xρ(s,xs) ∈ B, 函数 AR (t− s) F (s, xs) , s ∈ [0, a]Bochner 可积, x(·) 在区间
(ti, ti+1] (i = 0, 1, · · · , n) 上是连续的, 并且满足

x (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s)F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ)F (τ, xτ ) dτds +
∫ t

0

R (t− s)G
(
s, xρ(s,xs)

)
ds.

引理 3.1 [17] 如果 x : (−∞, a] → X 是一个使得 x0 = ϕ 且 x|J ∈ PC (J,X) 成立的函数,
则

‖xs‖B ≤
(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + Ka sup {‖x (θ) ‖; θ ∈ [0,max {0, s}]} , s ∈ R (

ρ−
) ∪ J,

其中 J̃ϕ = sup
t∈R(ρ−)

Jϕ (t), Ma = sup
t∈J

M (t), Ka = max
t∈J

K (t).

定理 3.1 假设 H1–H3 和 Hϕ 成立, 如果

Ka

[∥∥A−β
∥∥L1 +

C1−β

β
aβL1 (1 + aM2) + M1δ

]
< 1, (3.1)

Ka

[∥∥A−β
∥∥L +

C1−β

β
aβL (1 + aM2)

]
< 1, (3.2)

则系统 (1.1 )–(1.2) 至少存在一个温和解.
证 在赋予一致收敛范数的空间 Y = {u ∈ PC : u (0) = ϕ (0)} 上定义算子 Γ : Y →

P (Y), 定义如下

Γ (x) =
{

u ∈ Y : u (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s)F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ)F (τ, xτ ) dτds +
∫ t

0

R (t− s) g
(
s, xρ(s,xs)

)
ds,

t ∈ J, g ∈ SG,xρ
, t ∈ J

}
,

其中

SG,xρ
=

{
g ∈ L1 (J,X) : g (t) ∈ G(t, xρ(t,xt)), a.e., t ∈ J

}
,
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x : (−∞, a] → X 满足 x0 = ϕ, 且在 J 上 x = x.
设 ϕ : (−∞, a) → X 是 ϕ 的延拓使得在 J 上 ϕ (θ) = ϕ (0), 且

J̃ϕ = sup
{
Jϕ (s) : s ∈ R (

ρ−
)}

.

由公理 A 和 R (t) 的强连续性, 可知当 x ∈ Br (0,Y) 时, Γx ∈ PC. 又由引理 2.3、假设
H2 和引理 3.1, 可得

‖AR (t− s)F (s, xs)‖ =
∥∥A1−βR (t− s) AβF (s, xs)

∥∥

≤ C1−β

(t− s)1−β
L1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]
,

然后由 Bocher’s 定理 [19] 可知 AR (t− s) F (s, xs) 是可积的. 所以 Γ 在 Br (0,Y) 上有明确
定义.
分下面几步来证明温和解的存在性.
第一步 存在 r > 0, 使得 Γ (Br (0,Y)) ⊂ Br (0,Y).
对任意的 r > 0, 易知 Br 是 Y 中的一个有界闭凸子集. 下面证明存在 r > 0, 使得

Γ (Br) ⊂ Br, 其中 Γ (Br) =
⋃

x∈Br

Γ (x). 采用反证法, 事实上, 如果上述结果不成立, 则对任意

的 r > 0, 存在 xr ∈ Br, 使得 ur ∈ Γ (xr) 但 ‖ur‖∞ > r, 且对某些 gr ∈ SG,(xr)
ρ

, 有

ur (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s) F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ) F (τ, xτ ) dτds +
∫ t

0

R (t− s) G
(
s, xρ(s,xs)

)
ds,

故 r < ‖ur‖∞ = max
t∈J

|ur (t)|.
因此对某些 t ∈ [0, a], 有

r < ‖R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] ‖+ ‖F (t, (xr)t) ‖

+
∫ t

0

‖AR (t− s) F (s, (xr)s) ‖ds

+
∥∥∥∥
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ)F (τ, xr
τ ) dτds

∥∥∥∥

+
∫ t

0

‖R (t− s) G
(
s, xr

ρ(s,xs)

) ‖ds

≤ M1

[
H‖ϕ‖B +

∥∥A−β
∥∥ (L1‖ϕ‖B + 1)

]

+
∥∥A−β

∥∥L1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]

+
1
β

C1−βaβL1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]

+aM2

∫ tr

0

C1−β

(tr − s)
L1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]
ds

+M1

∫ tr

0

ΘrKa+(Ma+J̃ϕ)‖ϕ‖B (s) ds
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≤ M1

[
H‖ϕ‖B +

∥∥A−β
∥∥ (L1‖ϕ‖B + 1)

]

+
∥∥A−β

∥∥L1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]

+
1
β

C1−βaβL1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]

+
1
β

C1−βa1+βM2L1

[
rKa +

(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + 1

]

+M1

∫ a

0

ΘrKa+(Ma+J̃ϕ)‖ϕ‖B (s) ds,

所以

1 ≤ Ka

[∥∥A−β
∥∥L1 +

C1−β

β
aβL1 (1 + aM2) + M1δ

]
,

这与 (3.1) 式矛盾. 因此存在 r > 0 使得 Γ (Br (0,Y)) ⊂ Br (0,Y).
第二步 对每个 x ∈ Y, Γ (x) 是凸的.
如果 u1, u2 ∈ Γ (x), 则存在 g1, g2 ∈ SG,xρ

, 使得对任意的 t ∈ J , 有

ui (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s) F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ) F (τ, xτ ) dτds +
∫ t

0

R (t− s) gj (s) ds, j = 1, 2.

设 0 ≤ λ ≤ 1, 则对任意的 t ∈ J , 有

(λu1 + (1− λ) u2) (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s)F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ) F (τ, xτ ) dτds

+
∫ t

0

R (t− s) [λg1 (s) + (1− λ) g2 (s)] ds.

因为 SG,xρ
是凸的 (因为 G 有凸值), 所以

(λu1 + (1− λ) u2) ∈ Γ (x) .

第三步 对每个 x ∈ Y, Γ (x) 是闭的.
设 {xn}n≥0 ∈ Γ (y), 使得在 Y 中 xn → x, 则 x ∈ Y, 且存在 g

n
∈ SG,xρ

, 使得

xn (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s) F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ) F (τ, xτ ) dτds +
∫ t

0

R (t− s) g
n

(s) ds.

由于 G 有非空紧值, 则在 L1 (J,X) 中存在一个序列 g
n
使得 g

n
→ g, 则 g ∈ SG,xρ

. 故

xn (t) → x (t) = R (t) [ϕ (0)− F (0, ϕ)] + F (t, xt) +
∫ t

0

AR (t− s) F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ) F (τ, xτ ) dτds +
∫ t

0

R (t− s) g (s) ds,
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从而得到 x ∈ Γ (x).
第四步 从 Br (0,Y) 到 Br (0,Y) 上, Γ 是凝聚映射.
为证明 Γ 是凝聚映射, 令 Γ = Γ1 + Γ2, 其中

Γ1x (t) = F (t, xt)−R (t)F (0, ϕ) +
∫ t

0

AR (t− s) F (s, xs) ds

+
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

f (s− τ) F (τ, xτ ) dτds, t ∈ J,

Γ2x =
{

u ∈ Y : u (t) = R (t) ϕ (0) +
∫ t

0

R (t− s) g (s) ds, g ∈ SG,xρ

}
.

下面证明 Γ1 压缩且 Γ2 是全连续算子. 为了证明 Γ1 压缩, 任取 x∗, x∗∗ ∈ Br (0,Y), 对每
个 t ∈ J , 有

‖ (Γ1x
∗) (t)− (Γ1x

∗∗) (t) ‖ ≤ ‖F (
t, x∗t

)− F
(
t, x∗∗t

) ‖

+‖
∫ t

0

AR (t− s)
[
F

(
s, x∗s

)− F
(
s, x∗∗s

)]
ds‖

+‖
∫ t

0

AR (t− s)
∫ s

0

M1

[
F

(
τ, x∗τ

)− F
(
τ, x∗∗τ

)]
dτds‖

≤
∥∥A−β

∥∥L‖x∗t − x∗∗t‖B + L

∫ t

0

C1−β

(t− s)β
‖x∗s − x∗∗s‖Bds

+aM2L

∫ t

0

C1−β

(t− s)β
‖x∗s − x∗∗s‖Bds

≤
∥∥A−β

∥∥LKa sup
{‖x∗ (θ)− x∗∗ (θ) ‖, 0 ≤ θ ≤ t

}

+
C1−β

β
aβLKa sup

{‖x∗ (θ)− x∗∗ (θ) ‖, 0 ≤ θ ≤ t
}

+
C1−β

β
aβ+1M2LKa sup

{‖x∗ (θ)− x∗∗ (θ) ‖, 0 ≤ θ ≤ t
}

≤ L∗ sup
0≤s≤a

‖x∗ (s)− x∗∗ (s) ‖

= L∗ sup
0≤s≤a

‖x∗ (s)− x∗∗ (s) ‖ (since x = x on J ),

其中

L∗ = Ka

[∥∥A−β
∥∥L +

C1−β

β
aβL (1 + aM2)

]
< 1

(见 (3.2) 式). 因此
‖Γ1x

∗ − Γ1x
∗∗‖PC ≤ L∗‖x∗ − x∗∗‖PC,

即 Γ1 是压缩的.
下面证明 Γ2 是全连续的.
(i) 显然 Γ2 (Br (0,Y)) = {Γ2x : x ∈ Br (0,Y)} 是有界的.
(ii) Γ2 (Br (0,Y)) = {Γ2x : x ∈ Br (0,Y)} 是等度连续的.
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令 t1, t2 ∈ J, t1 < t2. 设 x ∈ Br, u ∈ Γ2 (x), 则存在 g ∈ SG,xρ
, 使得

u (t) = R (t) ϕ (0) +
∫ t

0

R (t− s) g (s) ds,

则

‖u (t2)− u (t1) ‖ ≤ ‖ [R (t2)−R (t1)]ϕ (0) ‖

+‖
∫ t1−ε

0

[R (t2 − s)−R (t1 − s)]G
(
s, xρ(s,xs)

)
ds‖

+‖
∫ t1

t1−ε

[R (t2 − s)−R (t1 − s)]G
(
s, xρ(s,xs)

)
ds‖

+‖
∫ t2

t1

R (t2 − s) G
(
s, xρ(s,xs)

)
ds‖

≤ ‖ [R (t2)−R (t1)]ϕ (0) ‖

+
∫ t1−ε

0

‖R (t2 − s)−R (t1 − s)‖Θr∗ (s) ds

+2M1

∫ t1

t1−ε

Θr∗ (s) ds + M1

∫ t2

t1

Θr∗ (s) ds,

其中

r∗ =
(
Ma + J̃ϕ

)
‖ϕ‖B + Kar.

因为 R (t) 是紧且解析的, 所以 R (t) 在 (0, a] 上是一致算子拓扑连续的. 又因 t2 → t1 且

ε 充分小, 所以上述不等式的右端趋于零且与 x ∈ Br 无关.
(iii) (Γ2Br (0,Y)) (t) = {Γ2x (t) : x ∈ Br (0,Y)} 是相对紧的 t ∈ J .
当 t = 0 时, 易证 Γ2 (Br) (t) 是相对紧的. 令 0 < t ≤ a 是固定的, 且 0 < ε < t, 对

y ∈ Br, u ∈ Γ2 (x), 存在泛函 g ∈ SG,xρ
, 使得

u (t) = R (t)ϕ (0) +
∫ t−ε

0

R (t− s) g (s) ds +
∫ t

t−ε

R (t− s) g (s) ds.

当 t = 0 时, 显然 Γ2 (Br) (t) 在 X 中是相对紧的. 假如 0 < t ≤ a 是固定的且 0 < ε < t,
对任意的 z ∈ Br 和 K1 ∈ Γ2 (x), 存在 g ∈ SG,zρ

, 使得

K1 (t) =
∫ t

0

R (t− s) g (s) ds.

显然, 即需要证明集合

U(t) =
{∫ t

0

R (t− s) g (s) ds

}

在 X 中是相对紧的.
由引理 2.4 和算子 R (ε) 的紧性可知

Uε(t) =
{

R(ε)
∫ t−ε

0

R (t− s− ε) g (s) ds

}
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在 X 中是相对紧的, 而且由引理 2.4, 有
∥∥∥∥R(ε)

∫ t−ε

0

R (t− s− ε) g (s) ds−
∫ t−ε

0

R (t− s) g (s) ds

∥∥∥∥

=
∥∥∥∥
∫ t−ε

0

R(ε)R (t− s− ε) g (s) ds−
∫ t−ε

0

R (t− s) g (s) ds

∥∥∥∥

≤
∫ t−ε

0

‖R(ε)R (t− s− ε)−R (t− s) ‖L(X)‖g (s) ‖ds

≤ εH

∫ t−ε

0

‖g (s) ‖ds.

所以集合

{∫ t−ε

0

R (t− s) g (s) ds

}
在 X 中是相对紧的. 对任意的 t ∈ J , 有

∥∥∥∥
∫ t

0

R (t− s) g (s) ds−
∫ t−ε

0

R (t− s) g (s) ds

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
∫ t

t−ε

R (t− s) g (s) ds

∥∥∥∥

≤ M1

∫ t1

t1−ε

Θr∗ (s) ds,

不等式右端当 ε → 0 时, 一致收敛于零. 由此可知存在相对紧集序列任意逼近于集合{∫ t

0

R (t− s) g (s) ds

}
. 所以集合

{∫ t

0

R (t− s) g (s) ds

}
是 X 中的相对紧集.

(iv) Γ2 有闭图. 设 yn → y∗, yn ∈ Br, un ∈ Γ2 (yn) 及 un → u∗, 需要证明 u∗ ∈ Γ2 (y∗).
事实上, 若 un ∈ Γ2 (yn), 则存在 fn ∈ SG,(yn)

ρ

, 使得对任意的 t ∈ J , 有

un (t) = R (t)ϕ (0) +
∫ t

0

R (t− s) gn (s) ds.

下面证明存在 g∗ ∈ SG,(y∗)
ρ

, 使得

u∗ (t) = R (t) ϕ (0) +
∫ t

0

R (t− s) g∗ (s) ds.

易知当 n →∞ 时
‖[un −R (t) ϕ (0)]− [u∗ −R (t)ϕ (0)]‖ → 0.

考虑如下线性连续算子

Γ∗ : L1 (J,X) → C (J,X) , f → Γ∗ (g) (t) =
∫ t

0

R (t− s) g (s) ds.

由引理 2.2 可得 Γ∗ ◦ SG 是闭图算子, 且有

un (t)−R (t)ϕ (0) ∈ Γ∗
(

SG,(yn)
ρ

)
.
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由于 yn → y∗, 从引理 2.2 可得

u∗ (t)−R (t)ϕ (0) ∈ Γ∗
(

SG,(y∗)
ρ

)
.

即一定存在 g∗ (t) ∈ SG,(y∗)
ρ

, 使得

u∗ (t)−R (t)ϕ (0) = Γ∗ (g∗ (t)) =
∫ t

0

R (t− s) g∗ (s) ds.

所以 Γ2 是上半连续的. 从而 Γ = Γ1 + Γ2 是上半连续且凝聚的. 由引理 2.5 知具有分数阶算
子的时滞依赖状态的脉冲多值积分微分方程问题 (1.1)–(1.2) 至少有一个温和解.
推论 3.1 假设 H1, H2, H3(a)–H3(b), Hϕ 以及下面条件成立

H3(c
′
) 存在一个可积函数m : J → [0,+∞) 和常数 υ ∈ [0, 1) 使得

‖G (t, ψ) ‖ ≤ m (t) (1 + ‖ψ‖υ
B) 对每一个 (t, ψ) ∈ J × B,

则当

Ka

[
max{L,L1}

(∥∥A−β
∥∥ + (1 + aM2)

C1−β

β

)]
< 1

时, 问题 (1.1)–(1.2) 至少存在一个温和解.
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EXISTENCE RESULTS OF MULTI-VALUED ABSTRACT

INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH

STATE-DEPENDENT DELAY VIA FRACTIONAL OPERATORS
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Abstract: This paper is concerned with the existence of mild solutions for a multi-valued

abstract integro-differential equations with state-dependent delay via fractional operators. By

using the theories of a fixed point theorem for multivalued version combined with analytic resolvent

operators, some existence theorems are proved. The result of multi-valued differential equations

are extended.
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