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摘要: 本文研究了多属性决策的排序问题. 利用信息熵理论提出了对称交互熵概念, 定义了一

种新的与理想方案的贴近度, 由此给出了基于对称交互熵的排序方法. 最后通过算例将新方法与传统

的 TOPSIS 法、夹角度量法和正交投影法作对比, 获得了新方法能够更加精确地判断方案优劣的结果.
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1 引言

TOPSIS 法是多属性决策分析中常用的有效方法, 通过检测被评方案与理想方案和负理
想方案的距离来进行排序, 具有计算简便、评估清晰的特点. 然而该方法也有不足之处: 比
如不同方案与理想方案和负理想方案距离相等时便无法区分优劣, 与理想方案更接近的方案
可能与负理想方案也更接近 [1]. 因此学者们对此方法的改进做了很多研究, 论文 [2] 推广了
TOPSIS 法的适用范围并提出了夹角度量法, 文献 [3] 提出了基于“垂面”距离的正交投影法
等, 但是这些方法还是或多或少存在一些不足 [4]. 近年来学者们注意到信息论中的熵概念,
将熵和熵优化理论应用到决策分析上: 比如论文 [5] 提出了基于信息熵的多属性参数系统决
策方法, 文献 [6] 提出了基于相对熵的多属性决策组合赋权法, 文献 [7] 运用相对熵理论提出
多粒度语言信息群决策方法, 文献 [8] 提出了基于相对熵的多属性决策排序法等. 不过相对熵
不具有对称性, 在应用中排序可能会出现前后不一致的情况, 为克服这一问题, 本文从信息论
角度提出对称交互熵的概念, 结合 TOPSIS 法的思想定义新的方案贴近度, 得到新的多属性
决策排序法. 并将新方法与传统的 TOPSIS 法、夹角度量法和正交投影法进行对比, 得到新
方法优于前面的方法的结果.

2 对称交互熵的基本概念

在信息论中, 衡量系统差异的一个最重要概念是相对熵 [9].
定义 2.1 离散概率分布 P = (p1, p2, · · · , pn) 和 Q = (q1, q2, · · · , qn) 之间的相对熵定义
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为

D(P ‖ Q) =
n∑

i=1

pi log
pi

qi

. (2.1)

定义 2.2 对两个系统

A = {A1, A2, · · · , An}, B = {B1, B2, · · · , Bn},

其中 0 ≤ Ai ≤ 1, 0 ≤ Bi ≤ 1, i = 1, 2, · · · , n, 其系统状态之间的差异程度可表示为

C(A,B) =
n∑

i=1

[
Ai log

Ai

Bi

+ (1−Ai) log
1−Ai

1−Bi

]
. (2.2)

称 C(A,B) 为系统 A 对 B 的相对熵 [8].
尽管相对熵可以衡量系统差异, 然而它并不满足对称性和三角不等式, 因此不是两个系

统之间的真正距离. 不过将它视为两个系统的差异测度还是有其实际意义, 比如相对熵 C 越

小, A 与 B 之间的差异程度越小, 当 A = B 时, C = 0. 下面我们在保持以上性质的基础上
对其进行改进, 以满足对称性和有界性, 避免出现 Ai 或 Bi → 0 (或1) 时相对熵的值趋向于
无穷大的情况.
定义 2.3 对两个系统 A = {A1, A2, · · · , An}, B = {B1, B2, · · · , Bn}, 称

BC(A,B) = C

(
A,

A + B

2

)
+ C

(
B,

A + B

2

)

=
n∑

i=1

[
Ai log

2Ai

Ai + Bi

+ (1−Ai) log
2(1−Ai)

2−Ai −Bi

+Bi log
2Bi

Ai + Bi

+ (1−Bi) log
2(1−Bi)

2−Ai −Bi

]
(2.3)

为系统 A 对 B 的对称交互熵. 为了保证以上定义的函数在 Ai 或 Bi = 0 (或1) 时有意义并
满足连续性, 规定

0 log
0
x

= 0, x ≥ 0.

对称交互熵 BC(A,B) 满足以下性质:
定理 2.4 对两个系统

A = {A1, A2, · · · , An}, B = {B1, B2, · · · , Bn},

它们的对称交互熵 BC(A,B) 满足
(1) BC(A,B) ≥ 0, 并且等号成立的充分必要条件是 A = B;
(2) BC(A,B) = BC(B,A);
(3) BC(A,B) ≤ 2n.
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证 由 (2.3) 式中相对熵的性质可知 (1) 成立. (2) 成立可由 (2.3) 式的形式看出. 下面证
明 (3). 因为

BC(A,B) =
n∑

i=1

[
Ai log

2Ai

Ai + Bi

+ (1−Ai) log
2(1−Ai)

2−Ai −Bi

+Bi log
2Bi

Ai + Bi

+ (1−Bi) log
2(1−Bi)

2−Ai −Bi

]

=
n∑

i=1

[
Ai log 2 + Ai log

Ai

Ai + Bi

+ (1−Ai) log 2 + (1−Ai) log
1−Ai

2−Ai −Bi

+Bi log 2 + Bi log
Bi

Ai + Bi

+ (1−Bi) log 2 + (1−Bi) log
1−Bi

2−Ai −Bi

]

≤
n∑

i=1

[Ai + (1−Ai) + Bi + (1−Bi)] = 2n.

3 TOPSIS 法的回顾 [10]

记M = {1, 2, · · · ,m}, N = {1, 2, · · · , n}, 设多属性决策问题中有m 个方案 A1, A2, · · · ,

Am, n 个指标 B1, B2, · · · , Bn, 令 Y = {yij}m×n 为决策矩阵 (即 yij 表示方案 Ai 在指标

Bj 下的初始属性值), Z = {zij}m×n 为标准化决策矩阵, wj 为指标 Bj 的权重 (j ∈ N),
X = {xij}m×n 为加权标准化决策矩阵. TOPSIS 法的建立步骤如下:

(1) 由决策矩阵 Y = {yij}m×n 建立标准化决策矩阵 Z = {zij}m×n (即无量纲化):

zij =
yij√
m∑

i=1

y2
ij

, i ∈ M, j ∈ N. (3.1)

(2) 计算加权标准化决策矩阵 X = {xij}m×n:

xij = wjzij . (3.2)

(3) 确定理想解 X+ 和负理想解 X−:
设 T1, T2 分别表示效益型指标 (正向指标) 和成本型指标 (负向指标) 的下标集合, 则

x+
j = max

i∈M
{xij} , x−j = min

i∈M
{xij} , j ∈ T1; (3.3)

x+
j = min

i∈M
{xij} , x−j = max

i∈M
{xij} , j ∈ T2. (3.4)

(4) 计算各方案与理想解和负理想解的欧氏距离:

ed+
i =

√√√√
n∑

j=1

(x+
j − xij)2, i ∈ M, (3.5)

ed−i =

√√√√
n∑

j=1

(x−j − xij)2, i ∈ M. (3.6)



1256 数 学 杂 志 Vol. 36

(5) 计算各方案与理想解的相对贴近度:

Ci =
ed−i

ed+
i + ed−i

, i ∈ M, (3.7)

按照 Ci 从大到小的顺序给所有方案 Ai 排序, 前者优于后者.

4 对称交互熵排序法和主要性质

由 TOPSIS 法的定义可知衡量不同方案的差异所采用的是欧氏距离, 但不足之处主要
有: 与理想解的欧氏距离更近的被评方案可能与负理想解的欧氏距离也更近, 方案对应的点
可能恰好落在理想解和负理想解对应的中垂线上等, 这就会导致排序结果并不能反映出各被
评方案的优劣程度. 因此考虑将欧氏距离替换为对称交叉熵, 使多属性决策中的被评方案与
理想方案的接近程度用对称交叉熵来测度, 这样便可以有效克服上述的问题. 下面利用各方
案对应的加权标准化决策矩阵 X = {xij}m×n 的第 i 行, 分别与理想方案 X+ 和负理想方案

X− 算对称交互熵, 然后定义一种新的贴近度, 根据此贴近度将所有方案进行排序, 称这种方
法为对称交互熵排序法.
定义 4.1 记 S+

i 和 S−i 分别为方案 Ai(即矩阵 X 的第 i 个行向量) 与理想方案 X+ =
(x+

1 , x+
2 , · · · , x+

n ) 和负理想方案 X− = (x−1 , x−2 , · · · , x−n ) 的对称交互熵, 即有

S+
i =

n∑
j=1

[
x+

j log
2x+

j

x+
j + xij

+ (1− x+
j ) log

2(1− x+
j )

2− x+
j − xij

+xij log
2xij

x+
j + xij

+ (1− xij) log
2(1− xij)

2− x+
j − xij

]
, (4.1)

S−i =
n∑

j=1

[
x−j log

2x−j
x−j + xij

+ (1− x−j ) log
2(1− x−j )

2− x−j − xij

+xij log
2xij

x−j + xij

+ (1− xij) log
2(1− xij)

2− x−j − xij

]
. (4.2)

下面根据 S+
i 和 S−i (i ∈ M) 引入一种新的与理想方案的相对贴近度

Pi =
S−i

S+
i + S−i

, i ∈ M. (4.3)

为讨论 S+
i 和 S−i 的性质, 先有以下引理成立.

引理 4.2 [9] (对数和不等式) 对于非负数 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn,

n∑
i=1

ai log
ai

bi

≥
(

n∑
i=1

ai

)
log

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

bi

当且仅当
ai

bi

= 常数, 等号成立.

该引理的证明可参见文献 [9] 中定理 2.7.1.
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定理 4.3 多属性决策问题的对称交互熵 S+
i 和 S−i 满足下列性质:

(1) S+
i ≥ 0, S−i ≥ 0;

(2) S+
i = 0 当且仅当 Ai = X+, S−i = 0 当且仅当 Ai = X−;

(3) S+
i ≤ 2n, S−i ≤ 2n.

证 由引理 4.2, 有

S+
i =

1
2

n∑
j=1

[
2x+

j log
2x+

j

x+
j + xij

+ 2(1− x+
j ) log

2(1− x+
j )

2− x+
j − xij

+2xij log
2xij

x+
j + xij

+ 2(1− xij) log
2(1− xij)

2− x+
j − xij

]

≥ 1
2

[
n∑

i=1

(2x+
j + 2(1− x+

j ) + 2xij + 2(1− xij))

]

× log

n∑
i=1

[2x+
j + 2(1− x+

j ) + 2xij + 2(1− xij)]

n∑
i=1

[2(x+
j + xij) + 2(2− x+

j − xij)]

=
4n

2
log

4n

4n
= 0.

等号成立的条件当且仅当

2x+
j

x+
j + xij

=
2(1− x+

j )
2− x+

j − xij

=
2xij

x+
j + xij

=
2(1− xij)

2− x+
j − xij

, j = 1, 2, · · · , n.

即 xij = x+
j , 故 Ai = X+. 同理可证 S−i ≥ 0 并有 S−i = 0 当且仅当 Ai = X−. (1), (2) 得证.

(3) 由定理 2.3 (3) 得到.
在计算过程中, 由对称性可知不需要关注 X+, X− 与 Ai 的相互顺序.
定义 4.4 假设 X+ 6= X−, 则可以用 Pi 描述方案 Ai(i ∈ M) 关于理想方案 X+ 的接近

程度, 并且 Pi 越大越接近理想方案 X+. 排序原理为
I. Pi 越大, 则相应的方案越好;
II. 若 Pi = Pj , 则可用 S+

i 和 S+
j 区别 Xi 和 Xj 的优劣, S+

i 越小越好.
于是交互熵排序法的具体步骤为

(1)、(2)、(3) 步与 TOPSIS 法的 (1)、(2)、(3) 步保持一致.
(4) 分别由 (4.1) 和 (4.2) 式计算各方案与理想方案及负理想方案的对称交互熵.
(5) 由 (4.3) 式计算各方案与理想方案的相对贴近度 Pi. 按照 Pi 从大到小的顺序给所有

方案 Ai 排序, 前者优于后者. 若 Pi = Pj , 则比较 S+
i 和 S+

j , 小的对应方案优于大的对应方
案.

5 决策实例

下面把本文提出的基于对称交互熵的排序法同传统的 TOPSIS 法、夹角度量法和正交投
影算法进行对比.
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例 1 [2] 设有决策矩阵

B1 B2

A =

[
2 1
1 5 + 2

√
6

]
,

这里属性 B1 和 B2 都是收益型的, 即 T1 = {1, 2}, 属性权向量 w = (2/3, 1/3). 由 (3.1)–(3.4)
式求得加权标准化矩阵 X, 理想解 X+ 和负理想解 X− 如下

Z =

[
4

3
√

5
1

3
√

5(2+
√

6)
2

3
√

5
5+2

√
6

3
√

5(2+
√

6)

]
,

X+ =
(

4
3
√

5
,

5 + 2
√

6
3
√

5(2 +
√

6)

)
,

X− =
(

2
3
√

5
,

1
3
√

5(2 +
√

6)

)
.

由文献 [2] 和本文第 4 节提出的方法可得表 1.

表 1: 基于欧氏距离的 TOPSIS 法、夹角度量法和对称交互熵排序法的计算结果

TOPSIS 法 夹角度量法 对称交互熵法

A1 0.5 0.1100 0.3516
A2 0.5 0.6871 0.6484

由上表可知传统的 TOPSIS 法基于欧氏距离无法区分方案 A1 和 A2 的优劣. 而根据 [2]
中的夹角度量法, 可得方案 A2 优于 A1. 根据对称交互熵排序法同样得到方案 A2 优于 A1.
这说明对称交互熵排序法确实可以解决方案对应的点恰好落在理想解和负理想解对应的中

垂线上的问题.
例 2 [4] 某多属性决策问题加权标准化后的决策矩阵如下:

B1 B2

X =




0.405 0.202
0.202 0.135
0.337 0.336
0.135 0.067


 ,

其中 B1 为效益型指标, B2 为成本型指标. 可得理想解

X+ = (0.405, 0.067)

和负理想解

X− = (0.135, 0.336).

分别采用基于欧氏距离的 TOPSIS 法、夹角度量法和正交投影法对其进行排序, 评价结果如
表 2 所示.
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表 2: 基于欧氏距离的 TOPSIS 法、夹角度量法和正交投影法的计算结果

TOPSIS 夹角度量法 正交投影法

Ci 排序结果 Ci 排序结果 Ci 排序结果

A1 0.691 1 0.709 1 0.751 1
A2 0.499 2 0.588 3 0.499 2
A3 0.422 4 0.395 4 0.376 4
A4 0.499 2 0.709 1 0.499 2

由表 2 的结果可以看出, 采用夹角度量法时, 由于 A1 = 3A4, 于是方案 A1 和 A4 与理想

解和负理想解的夹角完全相同, 故夹角的贴近度也完全相同. 但这两方案与理想解和负理想
解的欧氏距离却不相同, A1 比 A4 要靠近理想解, 远离负理想解, 因此采用夹角度量法大大提
高了方案 A4 的贴近度, 显然这个结果不好. 而基于欧氏距离的 TOPSIS 法和正交投影法也
不能对这 4 种方案进行排序 [4]. 最后我们采用对称交互熵排序法来求解, 评价结果如表 3 所
示.

表 3: 对称交互熵排序法的计算结果

S+
i S−i Pi 排序结果

A1 0.0588 0.1713 0.7446 1
A2 0.0900 0.0946 0.5125 3
A3 0.1511 0.0837 0.3158 4
A4 0.1381 0.1743 0.5578 2

这样 4 种方案的优劣被完全区分了, 因此该方法优于前面提到的三种方法.

6 结论

本文将信息论中的相对熵概念推广, 提出对称交互熵概念, 并由此得到了基于对称交互
熵的多属性决策排序法, 这种方法是对传统的 TOPSIS 法的改进. 通过实例计算得知该方法
有效可行, 针对传统的 TOPSIS 法、夹角度量法和正交投影法不能解决的排序问题可以有效
给出方案的排序. 该方法以及对它的进一步研究会有很好的应用前景.
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EVALUATION METHOD BASED ON SYMMETRIC CROSS

ENTROPY FOR MULTIPLE ATTRIBUTE DECISION MAKING
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Abstract: The evaluation problem for multiple attribute decision making is studied in this

paper. By using the symmetric cross entropy which comes from the information entropy theory,

a new relative closeness to the ideal solutions is defined. Therefore, a new evaluation method

based on symmetric cross entropy for multiple attribute decision making is developed. Finally, the

new method is compared with traditional TOPSIS method, angle measure evaluation method and

vertical projection method using merical examples and it can obtain more precise results.

Keywords: multiple attribute decision making; symmetric cross entropy; TOPSIS method;

relative closeness
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