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纵向数据下部分非线性模型的广义经验似然推断
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摘要: 本文研究了纵向数据下部分非线性模型中未知参数的置信域的构造. 利用经验似然方

法, 构造了非线性函数中未知参数的广义对数经验似然比统计量, 证明了其渐近于卡方分布. 同时, 得

到了未知参数的最大经验似然估计, 并证明了其渐近正态性.
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1 引言

纵向数据是生物医学、流行病学和计量经济学等学科中经常出现的一类复杂数据. 由于
其具有个体间观测值独立, 个体内观测值相关的特性, 不同于一般的独立数据, 对其相关研究
已成为统计学界的研究热点之一.
本文考虑如下的纵向数据下的部分非线性模型

Yij = g(Xij , β) + m(Tij) + eij , i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,mi, (1.1)

其中观测数据来自 n 个个体, 第 i 个个体具有 mi 次观测, 总的观测次数为 N =
n∑

i=1

mi. Yij

和 (Xij ∈ Rp, Tij) 分别为第 i 个个体的第 j (j = 1, · · · ,mi) 次观测的响应变量和协变量; β

为 d× 1 维未知参数向量; g(., .) 为已知的可测函数; m(.) 为定义在 [0,1] 上的未知光滑函数;
eij 为随机误差. 记第 i 个个体的随机误差向量为 ei = (ei1, ei2, · · · , eimi

)T , {ei, i = 1, · · · , n}
相互独立, 且 E(ei) = 0,Var(ei) = Σi 并要求 Σi 为正定阵.
如果不考虑纵向数据, 部分非线性模型 (1.1) 在独立数据下, 已有不少学者研究了模型中

未知参数和未知函数的估计, 如 Li 和 Nie [1] 提出可以采用轮廓非线性最小二乘方法和局部

线性逼近技术估计模型参数; Xiao 等 [2] 将经验似然方法应用于该模型, 构造了未知参数和未
知函数的经验对数似然比统计量, 从而可以得到未知参数的置信域和未知函数的同时置信带.
对于复杂数据下的部分非线性模型, 冯三营等 [3] 考虑了当非参数协变量具有可加测量

误差时, 采用逆卷积方法, 构造了模型中未知参数的经验对数似然比统计量, 并证明了其具有
渐近卡方分布. 接着, 文献 [4] 给出了模型中回归系数, 光滑函数以及误差方差的最大经验似
然估计. 肖燕婷等 [5] 借助核实数据, 给出了协变量带测量误差的部分非线性模型中未知参数
的两种估计方法. 武大勇等 [6] 在响应变量随机缺失的情形下, 给出了未知参数的最大经验似
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然估计, 并证明了估计的渐近正态性. 刘强 [7] 在解释变量带有测量误差且响应变量随机缺失

的复杂情形下, 利用核实数据, 给出了未知参数和非参数函数的两种估计. 但在纵向数据下,
对该模型的研究还比较少.
本文针对纵向数据下的部分非线性模型 (1.1), 利用 Owen [8] 等提出的经验似然方法, 构

造了模型中未知参数 β 的广义对数经验似然比统计量, 证明了所提统计量的渐近 χ2 分布, 所
得结果可以构造未知参数的置信域. 同时, 利用对数经验似然比函数, 得到了未知参数的最大
经验似然估计, 证明了其渐近正态性.

2 方法与主要结果

假设观测数据 {(Xij , Tij , Yij), i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,mi} 由模型 (1.1) 产生. 对 (1.1)
式两边在给定 Tij = t 时求条件期望, 可以得到

m(t) = m2(t)−m1(t, β), (2.1)

其中 m1(t, β) = E(g(Xij , β)|Tij = t), m2(t) = E(Yij |Tij = t). 利用核估计方法, 可以得到
m1(t, β) 和m2(t) 的估计, 分别由下式给出

m̂1(t, β) =
n∑

i=1

mi∑
j=1

Wij(t)g(Xij , β), m̂2(t) =
n∑

i=1

mi∑
j=1

Wij(t)Yij , (2.2)

其中Wij(t) = Kh(Tij − t)/
n∑

k=1

mk∑
l=1

Kh(Tkl − t) 为核权函数, Kh(.) = K(./h) 且 K(.) 为核函

数, h 为带宽. 因此m(t) 的估计为

m̂(t) = m̂2(t)− m̂1(t, β). (2.3)

为研究方便起见, 先给出一些符号说明. 令 Ỹij = Yij −
n∑

k=1

mk∑
l=1

Wkl(Tij)Ykl, g̃ij(β) =

g(Xij , β) −
n∑

k=1

mk∑
l=1

Wkl(Tij)g(Xkl, β). 如果再令 g(1)(Xij , β) = ∂g(Xij ,β)

∂β
为非线性函数 g(., .)

关于参数 β 的偏导数, 则有 g̃
(1)
ij (β) = g(1)(Xij , β)−

n∑
k=1

mk∑
l=1

Wkl(Tij)g(1)(Xkl, β). 引入向量的

记号, Ỹi = (Ỹi1, · · · , Ỹimi
)T , g̃i(β) = (g̃i1(β), · · · , g̃imi

(β))T , D̃i(β) = (g̃(1)
i1 (β), · · · , g̃

(1)
imi

(β))T .
为了构造未知参数 β 的对数经验似然比函数, 需要引入如下的辅助随机向量

Zi(β) = D̃T
i (β)V −1

i (Ỹi − g̃i(β)), (2.4)

其中 Vi 可以为任意指定的工作协方差阵. 但在实际应用中, 为了避免由于错误指定协方差

阵而引起的估计效率的降低, 可以用其估计值 V̂i 代替真实值 Vi, 且 V̂i = n−1
n∑

i=1

ẽiẽ
T
i , 其中

ẽi = Ỹi − g̃i(β̂), β̂ 是根据 1
n

n∑
i=1

Zi(β) = 0, 且在 Zi(β) 中令 Vi = I 得到的未知参数 β 的初估

计.
类似于文献 [9], 定义如下广义的经验对数似然比函数

L(β) = −2max

{
n∑

i=1

log(npi)|pi ≥ 0,

n∑
i=1

pi = 1,

n∑
i=1

piZi(β) = 0

}
. (2.5)
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根据 Lagrange 乘子方法, L(β) 可以写成

L(β) = 2
n∑

i=1

log[1 + λT Zi(β)], (2.6)

其中 λ = λ(β) 由下式决定
1
n

n∑
i=1

Zi(β)
1 + λT Zi(β)

= 0. (2.7)

通过极小化 L(β), 可以得到参数 β 的最大经验似然估计, 记做 β̃. 将 β̃ 代入 (2.3) 式, 可
以得到未知函数m(t) 的最终估计, 为 m̂(t) = m̂2(t)− m̂1(t, β̃).

3 渐近性质

令 g(1)(Xij , β) = h(Tij , β) + uij(β), i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,mi, 其中 h(Tij , β) =
E(g(1)(Xij , β)|Tij), 且 E(uij(β)) = 0. 令 ha(Tij , β) 为 h(Tij , β) 的第 a 个分量, a = 1, · · · , d.

类似于 (2.2) 式, ha(t, β) 的核估计可以定义为 ĥa(t, β) =
n∑

i=1

mi∑
j=1

Wij(t)g
(1)
a (Xij , β), 其中

g
(1)
a (Xij , β) 为 g(1)(Xij , β) 的第 a 个分量.
为了得到估计量的渐近性质, 需要给出以下假设条件.
C1: 带宽满足 h = h0N

−1/5 , 对某个 h0 > 0.
C2: 核函数K(.) 为对称的概率密度函数, 且在它的支撑 [−1, 1] 上有界.
C3: sup

0≤t≤1
E(e4

ij |Tij = t) < ∞, E(u4
ija) < ∞,其中 uija 为 uij 的第 a个分量, a = 1, · · · , d.

C4: T 的密度函数 f(t) 在 (0, 1) 是连续可微的, 且有界.
C5: 对任意的 β , 非线性函数 g(x, β) 具有二阶连续导数.
C6: 函数m(t), ha(t, β), a = 1, · · · , d 在 (0, 1) 上是二次连续可微的.
C7: 定理 2.2 中的矩阵 Γ 为正定矩阵.
注 条件 C1–C7 是文献中经常用到的条件. 条件 C1 说明了在估计 m(.) 时不必欠光滑;

C2 为核函数的一般性条件; 条件 C3–C6 为部分非线性模型中常见的条件; 条件 C7 保证了最
大经验似然估计 β̃ 的渐近方差的存在.
定理 2.1 假设条件 C1–C6 成立, 如果 β 为真实参数值, 则有

L(β) d−→ χ2
d,

其中
d−→ 表示依分布收敛, χ2

d 表示自由度为 d 的卡方分布.
记 χ2

d(α) 为 χ2
d 的 α (0 < α < 1) 分位数. 利用定理 2.1, 可以得到参数 β 的近似 1−α 置

信域为

Rα(β̆) = {β̆|L(β̆) ≤ χ2
d(α)}.

定理 2.2 假设条件 C1–C7 成立, 则有

√
n(β̃ − β) d−→ N(0,Γ−1ΛΓ−1),

其中 Γ = lim
n→∞

n−1
n∑

i=1

uT
i V −1

i ui, Λ = lim
n→∞

n−1
n∑

i=1

uT
i V −1

i ΣiV
−1

i ui.
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4 定理的证明

为了完成定理的证明, 需要首先给出以下引理.
引理 1 假设条件 C1–C6 成立, 则有

sup
a≤t≤b

{|m2(Tij)− m̂2(Tij)|2|Tij = t} = O((nh)−1 + h4),

sup
a≤t≤b

{|m1(Tij ;β)− m̂1(Tij ;β)|2|Tij = t} = O((nh)−1 + h4),

sup
a≤t≤b

{|ha(Tij ;β)− ĥa(Tij ;β)|2|Tij = t} = O((nh)−1 + h4), a = 1, · · · , d.

证 仅给出以上第 1 个等式的证明, 其余两个等式可用同样的方法证明. 根据不等式
(A + B)2 ≤ 2A2 + 2B2 可以得到

E{|m2(Tij)− m̂2(Tij)|2|Tij = t} ≤ 2E{|m2(Tij)−
n∑

k=1

mk∑
l=1

Wkl(Tij)m2(Tkl)|2|Tij = t}

+2E{|
n∑

k=1

mk∑
l=1

Wkl(Tij)(m2(Tkl)− Ykl)|2|Tij = t}

= I1(t) + I2(t). (4.1)

类似于文献 [10] 中引理 1 中的证明, 可以得到

I1(t) ≤ cn−1h + ch4, (4.2)

基于这样的事实 E[Ykl −m2(Tkl)] = 0, 由条件 C2–C4 可得

I2(t) ≤ c(nh)−1. (4.3)

结合 (4.1)–(4.3) 式, 该结论得证.
引理 2 假设条件 C1–C7 成立, 如果 β 为参数的真值, 则有

1√
n

n∑
i=1

Zi(β) d−→ N(0,Λ),

其中 Λ 的定义见定理 2.2.
证 记 σkl

i 为矩阵 V −1
i 的第 (k, l) 元素, 通过简单计算有

1√
n

n∑
i=1

Zi(β) =
1√
n

n∑
i=1

mi∑
k=1

mi∑
l=1

uikσ
kl
i eil +

1√
n

n∑
i=1

mi∑
k=1

mi∑
l=1

σkl
i eilh̆(Tik, β)

+
1√
n

n∑
i=1

mi∑
k=1

mi∑
l=1

σkl
i m̆(Til)uik +

1√
n

n∑
i=1

mi∑
k=1

mi∑
l=1

σkl
i m̆(Til)h̆(Tik, β)

=
1√
n

n∑
i=1

R1i +
1√
n

n∑
i=1

R2i +
1√
n

n∑
i=1

R3i +
1√
n

n∑
i=1

R4i

= A1 + A2 + A3 + A4, (4.4)
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其中 h̆(Tik, β) = h(Tik, β)− ĥ(Tik, β), m̆(Til) = m(Til)− m̂(Til).
对 A1, 很容易得到 E(A1) = 0 和 cov(A1) = Λ. 根据 Lindeberg-Feller 中心极限定理可

以得到 A1
d−→ N(0,Λ).

根据引理 1 可以得到 E||A2||2 ≤ c{(nh)−1 + h4} → 0, 因此得到 A2
p−→ 0. 类似的还有

E||A3||2 ≤ c{(nh)−1 + h4} → 0, 即 A3
p−→ 0. 进一步, 根据引理 1 和 Cauchy-Schwarz 不等

式, 可以得到 E||A4|| ≤ c
√

n{(nh)−1 + h4} → 0, 由此推得 A4
p−→ 0.

综合以上讨论, 这就完成了该引理的证明.
引理 3 假设条件 C1–C7 成立, 如果 β 为参数的真值, 则有

1
n

n∑
i=1

Zi(β)ZT
i (β)

p−→ Λ.

证 仍然使用引理 2 中的记号, 并记 Ji = R2i + R3i + R4i, 则有

1
n

n∑
i=1

Zi(β)ZT
i (β) =

1
n

n∑
i=1

R1iR
T
1i +

1
n

n∑
i=1

R1iJ
T
i +

1
n

n∑
i=1

JiR
T
1i +

1
n

n∑
i=1

JiJ
T
i

= B1 + B2 + B3 + B4.

根据大数定律, 有 B1
p−→ Λ. 令 B2,st 为 B2 的第 (s, t) 元素, R1i,s 为 R1i 的第 s 个元素, Ji,t

为 Ji 的第 t 个元素, 则有 |B2,st| ≤ ( 1
n

n∑
i=1

R2
1i,s)

1/2( 1
n

n∑
i=1

J2
i,t)

1/2, 这就证明了 B2
p−→ 0. 同理

还可以证明 Bl
p−→ 0, l = 3, 4, 因此该引理得证.

定理 1 的证明 根据引理 2–3 和 Owen [8] 的思想, 可以得到

|λ|| = Op(n−1/2). (4.5)

对 (2.6) 式作用 Taylor 展式, 并采用引理 2–3, 可以得到

L(β) = 2
n∑

i=1

{λT Zi(β)− 1
2
[λT Zi(β)]2}+ op(1). (4.6)

根据引理 2 和 (4.5) 式, (4.6) 式, 可以得到

λ = {
n∑

i=1

Zi(β)ZT
i (β)}−1

n∑
i=1

Zi(β) + op(n−
1
2 ). (4.7)

将 (4.7) 式代入 (4.6) 式, 可以得到

L(β) = [
1√
n

n∑
i=1

Zi(β)]T [
1
n

n∑
i=1

Zi(β)ZT
i (β)]−1[

1√
n

n∑
i=1

Zi(β)] + op(1). (4.8)

再结合 (4.8) 式, 引理 2–3, 该定理得证.
定理 2 的证明 注意到 β̃ 是 β 的最大经验似然估计, 也就意味着 ∂L(β)

∂β
|β=β̃ = 0. 根据

(2.6) 式和 (2.7) 式可以得到

∂L(β)
∂β

|β=β̃ =
n∑

i=1

∂λT

∂β
Zi(β) + (∂Zi(β)

∂β
)
T
λ

1 + λT Zi(β)
|β=β̃ =

n∑
i=1

(∂Zi(β)
∂β

)
T
λ

1 + λT Zi(β)
|β=β̃ = 0.
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因此 β̃ 和 λ̃ = λ(β̃) 满足 Q1n(β̃, λ̃) = 0 和 Q2n(β̃, λ̃) = 0, 其中

Q1n(β, λ) =
1
n

n∑
i=1

Zi(β)
1 + λT Zi(β)

和

Q2n(β, λ) =
1
n

n∑
i=1

(∂Zi(β)
∂β

)
T
λ

1 + λT Zi(β)
.

对 Q1n(β̃, λ̃) 和 Q2n(β̃, λ̃) 在点 (β, 0) 作用 Taylor 展式, 可以得到

0 = Q1n(β̃, λ̃) = Q1n(β, 0) +
∂Q1n(β, 0)

∂β
(β̃ − β) +

∂Q1n(β, 0)
∂λT

(λ̃− 0) + op(δn),

0 = Q2n(β̃, λ̃) = Q2n(β, 0) +
∂Q2n(β, 0)

∂β
(β̃ − β) +

∂Q2n(β, 0)
∂λT

(λ̃− 0) + op(δn),

其中 δn = ||β̃ − β||+ ||λ̃||, 因此可以得到
(

λ̃

β̃ − β

)
= S−1

n

(
−Q1n(β, 0) + op(δn)

op(δn)

)
,

其中 Sn =

(
∂Q1n(β,λ)

∂λT

∂Q1n(β,λ)
∂β

∂Q2n(β,λ)
∂λT

∂Q2n(β,λ)
∂β

)

(β,0)

=



− 1

n

n∑
i=1

Zi(β)ZT
i (β) 1

n

n∑
i=1

∂Zi(β)
∂β

1
n

n∑
i=1

∂Zi(β)
∂β

0


 .

根据 (4.5) 式并注意到 Q1n(β, 0) = 1
n

n∑
i=1

Zi(β) = Op(n−1/2) 可以得到 δn = op(n−1/2).

经过简单计算可以得到

β̃ − β = (
1
n

n∑
i=1

∂Zi(β)
∂β

)−1 1
n

n∑
i=1

Zi(β) + op(n−1/2). (4.9)

根据引理 1 可以证明

1
n

n∑
i=1

∂Zi(β)
∂β

=
1
n

n∑
i=1

D̃T
i (β)V −1

i D̃i(β) d−→ Γ, (4.10)

此式连同 (4.9) 式及引理 2 和 Slutsky 定理, 可以证得该定理.
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GENERALIZED EMPIRICAL LIKELIHOOD INFERENCE FOR

PARTIALLY NONLINEAR MODELS WITH LONGITUDINAL

DATA
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Abstract: In this paper, we study the construction of confidence region for unknown

parameter in partially nonlinear models with longitudinal data. By empirical likelihood method,

the generalized empirical log-likelihood ratio for parameter in nonlinear function is proposed and

shown to be asymptotically chi-square distribution. At the same time, the maximum empirical

likelihood estimator of the parameter in nonlinear function is obtained and asymptotic normality

is proved.
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