
Vol. 36 ( 2016 )
No. 6

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

多重时滞富营养化生态模型的稳定性与分支分析

杨纪华 1,2,刘 媚 1

(1. 宁夏师范学院数学与计算机科学学院, 宁夏 固原 756000)
(2. 北京师范大学数学科学学院, 北京 100875)

摘要: 本文研究了多重时滞富营养化生态模型的稳定性与分支问题. 利用特征值方法, 分别研

究了具有单时滞和双时滞模型的线性稳定性. 发现当模型中的时滞经过一系列临界值时, 模型在平衡

点附近经历了 Hopf 分支和 Hopf-zero 分支, 并给出 Hopf 分支和 Hopf-zero 分支存在的充分条件. 最

后数值模拟验证了理论结果.
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1 引言

水体的富营养化可以导致一系列严重问题, 比如生态完整性遭到破坏. 它的特点是藻类
大量繁殖, 其它水生物大量减少. 浙江省温州市泽雅水库处于副热带地区, 由于藻类大量繁殖
造成过滤系统堵塞, 导致数以百万计的人的饮用水危机. 水体富营养化的去除主要有物理化
学和生物处理两种方法 [1]. 为了更好的控制水体富营养化等污染状态出现, 有必要对水体中
生态系统进行研究 [2−4]. 泽雅水库富营养化过程与水体中的藻类数量密切相关, 同时也与水
体中的滤食性鱼类 (如鲢鱼和鳙鱼) 相关. 为了能更好的应用生物学原理控制泽雅水库的富营
养化, 基于文献 [5], 于恒国, 赵敏等在文献 [6] 中考虑了两种滤食性鱼类鲢鱼和鳙鱼, 提出了
一个新的模型如下





dx(t)
dt

= rx(t)(1− x(t−τ)
k

)− α1γx(t)y(t)
δ1+x(t)+ρ1y(t)

− α2x(t)z(t)
δ2+x(t)+ρ2z(t)

,
dy(t)

dt
= ( e1α1γx(t−τ1)

δ1+x(t−τ1)+ρ1y(t)
−m1)y(t),

dz(t)
dt

= ( e2α2γx(t−τ2)
δ2+x(t−τ2)+ρ2z(t)

−m2)z(t),

(1.1)

其中 x(t) 表示 t 时刻藻类的数量, y(t) 和 z(t) 分别表示 t 时刻滤食性鱼类鲢鱼和鳙鱼的数

量, r 表示藻类的内禀增长率, αi (i = 1, 2) 分别表示鲢鱼和鳙鱼的投放率, ei (i = 1, 2) 分别
表示鲢鱼和鳙鱼转化为消费者的比率, k 表示 x(t) 的承受力, δi (i = 1, 2) 分别表示鲢鱼和鳙
鱼的饱和常数, ρi (i = 1, 2) 分别表示鲢鱼和鳙鱼的相互影响因子, mi (i = 1, 2) 分别表示鲢
鱼和鳙鱼的死亡率, γ 表示鲢鱼的相对优势, τ、τ1 和 τ2 是正时滞.
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在文献 [6] 中, 作者给出了方程 (1.1) 的平衡点稳定的充分条件, 并用数值模拟的方法对
方程 (1.1) 进行了详细的研究. 本文中取 τ1 = τ2 = σ, 从稳定性与分支的角度研究系统 (1.1),
对该系统的平衡点稳定性、Hopf 分支和 Hopf-zero 分支的存在性进行分析．

2 平衡点的稳定性和分支的存在性

显然, S0 = (0, 0, 0) 和 S1 = (k, 0, 0) 始终是系统 (1.1) 的平衡点. 平衡点 S0 表示水体中

藻类、鲢鱼和鳙鱼都不存在. 平衡点 S1 表示水体中藻类存在, 而鲢鱼和鳙鱼不存在. 在一定
条件下, 系统 (1.1) 还有其它平衡点.

(1) 当 γe1α1 > 0, kγe1α1 > m1(k + δ1) 时, 系统 (1.1) 存在平衡点 S2 = (x2, y2, 0), 其中

x2 =
−G2 +

√
G2

2 − 4G1G3

2G1

, y2 =
(γe1α1 −m1)x2 −m1δ1

m1ρ1

,

G1 = rρ1e1, G2 = k(γe1α1 − rρ1e1 −m1), G3 = −km1δ1.

此时水体中只有藻类和鲢鱼存在, 鳙鱼不存在.
(2) 当 e2α2 > m2, ke2α2 > m2(k + δ2) 时, 系统 (1.1) 存在平衡点 S3 = (x3, 0, z3), 其中

x3 =
−G12 +

√
G2

12 − 4G11G13

2G11

, z3 =
(e2α2 −m2)x3 −m2δ2

m2ρ2

,

G11 = rρ2e2, G12 = k(e2α2 − rρ2e2 −m2), G13 = −km2δ2.

此时水体中只有藻类和鳙鱼存在, 鲢鱼不存在.
(3) 当

γe1α1 > m1, e2α2 > m2, k(m1δ1e2α2 + rm2δ2e1ρ1) >
rρ1e1m

2
2δ

2
2

e2α2 −m2

+ km2δ2α1γe1,

k(γm2δ2e1α1 + rm1δ1e2ρ2) >
rρ2e2m

2
1δ

2
1

γe1α1 −m1

+ km1δ1α2γe2 + km1m2(δ2 − δ1)

时, 系统 (1.1) 存在平衡点 S4 = (x4, y4, z4), 其中

x4 =
−G22 +

√
G2

22 − 4G21G23

2G21

, y4 =
(γe1α1 −m1)x4 −m1δ1

m1ρ1

,

z4 =
(e2α2 −m2)x4 −m2δ2

m2ρ2

,

G21 = rρ1ρ2e1e2, G22 = kρ2e2(γe1α1 −m1) + kρ1e1(α2e2 −m2)− krρ1ρ2e1e2,

G23 = −k(m1δ1ρ2e2 + m2δ2ρ1e1).

此时水体中藻类同滤食性鱼类鲢鱼和鳙鱼共存.
不失一般性, 本文只讨论平衡点 S4. 系统 (1.1) 在平衡点 S4 处的特征方程为

λ3 + a2λ
2 + a1λ + a0 + (b2λ

2 + b1λ + b0)e−λτ + (c1λ + c0)e−λσ = 0, (2.1)
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其中

a2 = −a11 − a22 − a33, a1 = a11a22 + a11a33 + a22a33, a0 = −a11a22a33, b2 = −b11,

b1 = a33b11 + a22b11, b0 = −a22a33b11, c1 = −a12b21 − a13b31, c0 = a12a33b21 + a13a33b31,

a11 =
α1γe1x4y4 −m2

1y4(δ1 + ρ1y4)
α1γe2

1x
2
4

+
α2e2x4z4 −m2

2z4(δ2 + ρ2z4)
α2e2

2x
2
4

,

a12 = −m2
1(δ1 + x4)
α1γe2

1x4

, a13 = −m2
2(δ2 + x4)
α2γe2

2x4

, a22 = − ρ1m
2
1y4

α1γe1x4

, a33 = −ρ2m
2
2z4

α2e2x4

,

b11 = −rx4

k
, b21 =

m2
1y4(δ1 + ρ1y4)

α1γe1x2
4

, b31 =
m2

2z4(δ2 + ρ2z4)
α2e2x2

4

.

注 特征方程 (2.1) 是一个超越方程, 研究起来比较复杂. 据作者了解, 目前还没有研究
类似于方程 (2.1) 的文献.

2.1 τ = 0, σ = 0 的情形

此时方程 (2.1) 变为

λ3 + (a2 + b2)λ2 + (a1 + b1 + c1)λ + a0 + b0 + c0 = 0. (2.2)

根据微分方程的定性理论以及 Hurwitz 判据 [7], 可得如下引理.
引理 2.1 (i) 当 a0 + b0 + c0 = 0 时, λ = 0 是方程 (2.2) 的根; 当 a0 + b0 + c0 = 0,

a1 + b1 + c1 > 0, 且 a2 + b2 > 0 时, 方程 (2.2) 有一个零根和两个具有负实部的根. 此时, 系
统 (1.1) 经历了不动点分支;

(ii) 当 a2 + b2 > 0, a0 + b0 + c0 > 0, (a2 + b2)(a1 + b1 + c1) > a0 + b0 + c0 时, 方程 (2.2)
的所有根具有负实部.
作如下假设

(H1) a2 + b2 > 0, a0 + b0 + c0 > 0, (a2 + b2)(a1 + b1 + c1) > a0 + b0 + c0.

2.2 σ = 0, τ 6= 0 的情形

此时方程 (2.1) 变为

λ3 + a2λ
2 + (a1 + c1)λ + a0 + c0 + (b2λ

2 + b1λ + b0)e−λτ = 0. (2.3)

显然, iβ (β > 0) 是方程 (2.3) 的根当且仅当 β 满足

{
a2β

2 − a0 − c0 = (b0 − b2β
2) cos(βτ) + b1β sin(βτ),

β3 − (a1 + c1)β = (b0 − b2β
2) sin(βτ) + b1β cos(βτ).

(2.4)

平方相加, 并令 ξ = β2 可得

g(ξ) = ξ3 + pξ2 + qξ + r = 0, (2.5)

其中

p = a2
2 − b2

2 − 2(a1 + c1), q = (a1 + c1)2 + 2b0b2 − 2a2(a0 + c0)− b2
1, r = (a0 + c0)2 − b2

0.
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引理 2.2 (i) 当 r < 0 时, 方程 (2.5) 至少有一个正实根;
(ii) 当 r ≥ 0 且 p2 ≤ 3q 时, 方程 (2.5) 没有正实根;
(iii) 当 r ≥ 0 且 p2 > 3q 时, 方程 (2.5) 有正实根的充要条件是 z∗ = −p+

√
∆

3
> 0 且

g(z∗) ≤ 0, 其中∆ = p2 − 3q.
证 (i) 因为 lim

ξ→∞
g(ξ) = ∞, 所以当 r < 0 时, 方程 (2.5) 至少有一个正实根.

(ii) 由 (2.5) 式可得 dg(ξ)
dξ

= 3ξ2 + 2pξ + q. 显然当∆ < 0 时, 函数 h(ξ) 在 [0,∞) 上单调
增加, 所以当 r > 0 且 ∆ ≤ 时, 方程 (2.5) 没有正实根.

(iii) 如果 r ≥ 0 且 ∆ > 0, 3ξ2 + 2pξ + q = 0 有两个实根 z∗ = −p+
√

∆
3

和 ξ∗ = −p−√∆
3

.
充分性 因为 g′′(z∗) = 2

√
∆ > 0, g′′(ξ∗) = −2

√
∆ < 0, 即 z∗ 是 g(ξ) 的极小值点, ξ∗ 是

g(ξ) 的极大值点. 又 lim
ξ→∞

g(ξ) = ∞, 所以当 z∗ > 0 且 g(z∗) ≤ 0 时, 方程 (2.5) 有正实根.

必要性 否则, 假设 z∗ ≤ 0 或者 z∗ > 0 且 g(z∗) > 0. 因为函数 g(ξ) 在 [z∗,∞) 上单调增
加, 且 g(0) = r > 0, 所以当 z∗ ≤ 0 时方程 (2.5) 无正实根. 矛盾. 因为 ξ∗ 是 g(ξ) 的极大值
点, 所以 g(z∗) < g(ξ∗), 且 g(0) = r > 0, 所以当 z∗ > 0 且 g(z∗) > 0 时方程 (2.5) 无正实根.
矛盾. 引理 2.2 得证.
作如下假设

(H2) r ≥ 0, p2 ≤ 3q;
(H3) r < 0;

(H4) r ≥ 0, p2 > 3q, z∗ = −p+
√

p2−3q

3
> 0 且 g(z∗) ≤ 0.

不失一般性, 假设方程 (2.5) 有三个正实根 ξ1, ξ2 和 ξ3. 所以方程 (2.3) 有三个正实根
βk =

√
ξk (k = 1, 2, 3). 记

τ
(j)
k =

1
βk

{arccos P + 2jπ} k = 1, 2, 3; j = 0, 1, 2, · · · , (2.6)

其中

P =
(b1 − a2b2)β2

k + (a2b0 + b2(a0 + c0)− b1(a1 + c1))β2
k − b0(a0 + c0)

b2
2β

4
k + (b2

1 − 2b0b2)β2
k + b2

0

.

当 τ = τ
(j)
k 时, 方程 (2.3) 有一对纯虚根 ±iβk. 令

τ0 = τ0
k = min

k∈{1,2,3}
{τ (0)

k }, β0 = βk0 .

引理 2.3 [8] 设

p(λ, e−λτ1 , e−λτ2 , · · · , e−λτm) = λn + p
(0)
1 λn−1 + · · ·+ p

(0)
n−1λ + p(0)

n

+(p(1)
1 λn−1 + · · ·+ p

(1)
n−1λ + p(1)

n )e−λτ1 + · · ·
+(p(m)

1 λn−1 + · · ·+ p
(m)
n−1λ + p(m)

n )e−λτm ,

其中 τi ≥ 0 (i = 1, 2, · · · ,m), p(i)
j (i = 0, 1, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n)是常数, 则当 τ1, τ2, · · · , τm

变化时, p(λ, e−λτ1 , e−λτ2 , · · · , e−λτm) 位于右半平面的零点重数之和只有当虚轴上出现零点
或有零点穿过虚轴时才发生变化.
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由引理 2.2 和引理 2.3 可得下面引理.
引理 2.4 假设 (H1) 成立.
(i) 如果 (H2) 成立, 则当 τ ≥ 0 时, 方程 (2.3) 的根都具有负实部;
(ii) 如果 (H3) 或 (H4) 成立, 则当 τ = τ

(j)
k 时, 方程 (2.3) 有一对简单纯虚根 ±iβk, 且当

τ ∈ [0, τ0) 时, 方程 (2.3) 的根都具有负实部, 其中 τ
(j)
k 如 (2.6) 式定义.

由隐函数定理, 存在 ε0 > 0, 使得当 |τ − τ
(j)
k | < ε0 时, 方程 (2.3) 有一对虚根 λ(τ) =

α(τ)± iβ(τ), 且满足 α(τ (j)
k ) = 0, β(τ (j)

k ) = βk (k = 1, 2, 3).

引理 2.5 如果 g′(β2
k) 6= 0, 则 dReλ(τ

(j)
k )

dτ
6= 0. 而且 dReλ(τ

(j)
k )

dτ
6= 0 与 g′(β2

k) 有相同的符号.
证 把 λ(τ) 代入方程 (2.3) 并对 τ 求导可得

[
dReλ(τ (j)

k )
dτ

]−1 =
3β4

k + 2(a2
2 − 2(a1 + c1))β2

k + b2
1 − 2a2(a0 + c0)

(β3
k − (a1 + c1)βk)2 + (a0 + c0 − a2β2

k)2
− 2b2

2β
2
k + b2

1 − 2b0b2

b2
1β

2
k + (b0 − b2β2

k)2
.

由 (2.4) 式可得

(β3
k − (a1 + c1)βk)2 + (a0 + c0 − a2β

2
k)2 = b2

1β
2
k + (b0 − b2β

2
k)2.

因此

[
dReλ(τ

(j)
k )

dτ
]−1 = Re[

3β2
k + 2(a2

2 − b2
2 − 2(a1 + c1))β

2
k + (a1 + c1)

2 + 2b0b2 − 2a2(a0 + c0)− b2
1

b2
1β

2
k + (b0 − b2β2

k)2
]

=
g′(β2

k)

b2
1β

2
k + (b0 − b2β2

k)2
.

显然, [dReλ(τ
(j)
k )

dτ
]−1与

dReλ(τ
(j)
k )

dτ
符号相同.所以当 g′(β2

k) 6= 0时, dReλ(τ
(j)
k )

dτ
6= 0. 而且 dReλ(τ

(j)
k )

dτ

与 g′(β2
k) 符号相同. 引理 2.5 得证.
定理 2.1 假设 (H1) 成立.
(i) 如果 (H2) 成立, 则当 τ ≥ 0 时, 系统 (1.1) 的平衡点 S4 是局部渐近稳定的;
(ii) 如果 (H3) 或者 (H4) 成立, 则当 τ ∈ [0, τ0) 时, 系统 (1.1) 的平衡点 S4 是局部渐近

稳定的. 而且如果 g′(β2
k) 6= 0, 则当 τ = τ

(j)
k 时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 处经历了 Hopf 分支.

证 由引理 2.3 可得 (i) 和 (ii) 的前半部分正确. 由文献 [9] 中关于泛函微分方程的 Hopf
分支定理可得 (ii) 的后半部分正确. 定理 2.1 得证.
引理 2.6 如果 a0 + b0 + c0 = 0, a1 + b1 + c1 > 0, a2 + b2 > 0, 并且 (H4) 成立, 则当

τ ∈ [0, τ0) 时, 方程 (2.3) 除了有一个零根外, 其余根都具有负实部.
证 因为 a0 + b0 + c0 = 0, 所以 0 是方程 (2.3) 的根. 由引理 2.4 可知, 方程 (2.3) 没有纯

虚根.
用反证法. 令 a0 + b0 + c0 = a, 假设存在 τ∗ ∈ (0, τ0) 使得方程 (2.3) 有实部为正的根,

记为 λ0 = υ0 + iζ0, 设 λ(a, τ) = υ(a, τ) + iζ(a, τ) 是方程 (2.3) 的根, 且满足 υ(a = 0, τ∗) =
υ0 > 0, ζ(a = 0, τ∗) = ζ0. 因为 υ(a, τ) 关于 a 连续, 则存在 κ1 > 0, 当 a ∈ (0, κ1) 时,
υ(a, τ∗) > 0. 又 lim

a→0
τ0(a) = τ0, 所以对 0 < γ0 ≤ τ0− τ∗, 存在 κ2 > 0, 当 a ∈ (0, κ2) 时, 使得

|τ0(a)− τ0| < γ0, 进而可得 τ∗ ∈ (0, τ0(a)). 取 κ = min κ1, κ2, 则当 a ∈ (0, κ) 时, υ(a, τ∗) > 0
且 τ∗ ∈ (0, τ0(a)). 又由引理 2.4, 当 a ∈ (0, κ) 方程 (2.3) 的根都具有负实部. 这是一个矛盾.
引理 2.6 得证.
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定理 2.2 如果 a0 + b0 + c0 = 0, a1 + b1 + c1 > 0, a2 + b2 > 0, 并且 (H4)成立, 则当 τ = τ0

时, 方程 (2.3) 除了有一个零根和一对纯虚根 ±iβ0 外, 其余根都具有负实部. 此时系统 (1.1)
在平衡点 S4 处经历了 Hopf-zero 分支.

证 因为 a0 + b0 + c0 = 0, 所以 0 是方程 (2.3) 的根. 由引理 2.4 可知±iβ0 也是方程 (2.3)
根.假设当 τ = τ0 时,方程 (2.3)有一个根具有正实部,记为 λ0 = υ0+iζ0. λ(τ) = υ(τ)+iζ(τ)
是方程 (2.3) 的根, 且满足 υ(τ0) = υ0 > 0, ζ(τ0) = ζ0. 因此当 τ → τ−0 时, 方程 (2.3) 有具有
正实部的根, 这与引理 2.6 矛盾. 定理 2.2 得证.

2.3 τ 6= 0, σ 6= 0 的情形

本小节中, 固定 τ , 以 σ 为参数, 且 τ 取值于使方程 (2.3) 的根都具有负实部的区间. 设
iω(ω > 0) 是方程 (2.1) 的根, 则可得

{
c0 cos(ωσ) + c1ω sin(ωσ) = a2ω

2 − a0 − (b0 − b2ω
2) cos(ωτ)− b1ω sin(ωτ),

−c0 sin(ωσ) + c1ω cos(ωσ) = ω3 − a1ω + (b0 − b2ω
2) sin(ωτ)− b1ω cos(ωτ).

(2.7)

把 (2.7) 式中两个方程平方相加可得

F (ω) =ω6 + (a2
2 + b2

2 − 2a1)ω4 + (a2
1 + b2

1 − c2
1 − 2a0a2 − 2b0b2)ω2 + a2

0 + b2
0 − c2

0

+ 2[(a2b2 − b1)ω4 + (a1b1 − a2b0 − a0b2)ω2 − a0b0] cos(ωτ)

+ 2[−b2ω
5 + (a1b2 + b0 − a2b1)ω3 + (a0b1 − a1b0)ω] sin(ωτ) = 0.

(2.8)

假设方程 (2.8) 有有限个正根 ω1, ω2, · · · , ωs. 则与每个 ωk(k = 1, 2, · · · , s) 相对应的 σ
(j)
k 为

σ
(j)
k =

1
ωk

(2jπ + arccos Q), k = 1, 2, · · · , s; j = 0, 1, 2, · · · , (2.9)

其中

Q =
c1[ω

4
k − a1ω

2
k + (b0 − b2ω

2
k)ωk sin(ωkτ)] + c0[a2ω

2
k − a0 − (b0 − b2ω

2
k) cos(ωkτ)− b1ωk sin(ωkτ)]

c2
0 + c2

1ω
2
k

,

则 (ωk, σ
(j)
k ) 是方程 (2.7) 的根. 由此可得如下引理 2.7.

引理 2.7 当 σ = σ
(j)
k (k = 1, 2, · · · , s; j = 0, 1, 2, · · · ) 时, 方程 (2.2) 有一对纯虚根 ±iωk,

其中 σ
(j)
k 如 (2.9) 式所定义.

定义

σ0 = min{σ(j)
k , k = 1, 2, · · · , s; j = 0, 1, 2, · · · .},

并记与之相对应的 ωj 为 ω0. 假设 λ(σ) = α(σ) + iω(σ) 是特征方程 (2.1) 在 σ = σ
(j)
k 附近的

根, 且满足 α(σ0) = 0, ω(σ0) = ω0.

引理 2.8 如果 AC + BD 6= 0, 则 Redλ(σ
(j)
k )

dσ
6= 0, 且 Redλ(σ

(j)
k )

dσ
与 AC + BD 的符号相同,
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其中

A = c0ωk sin(ωkσk)− c1ω
2
k cos(ωkσk), B = c0ωk cos(ωkσk) + c1ω

2
k sin(ωkσk),

C = −3ω2
k + a1 + (c1 − c0σk) cos(ωkσk)− c1ωkσk sin(ωkσk)

+(b1 − τ(b0 − b2ω
2
k)) cos(ωkτ) + (2b2 − τb1)ωk sin(ωkτ),

D = 2a2ωk − c1ωkσk cos(ωkσk)− (c1 − c0σk) sin(ωkσk)

+(2b2 − τb1)ωk cos(ωkτ)− (b1 − τ(b0 − b2ω
2
k)) sin(ωkτ).

证 方程 (2.1) 两端同时关于 σ 求导可得

dλ

dσ
=

λ(c1λ + c0)e−λσ

3λ2 + 2a2λ + a1 + (b1 + 2b1λ− (b2λ2 + b1λ + b0)τ)e−λτ + (c1 − (c1λ + c0)σ)e−λσ
.

通过直接而繁琐的计算可得

Re
dλ(σ(j)

k )
dσ

= Re
C + Di

A + Bi
=

AC + BD

A2 + B2
.

因为 AC + BD 6= 0, 所以 Redλ(σ
(j)
k )

dσ
6= 0, 且 Redλ(σ

(j)
k )

dσ
与 AC + BD 的符号相同. 引理 2.8 得

证.
由本文引理 2.1至引理 2.8和文献 [9]中第 11章的定理 1.1,可以得到下面关于系统 (1.1)

的平衡点的稳定性与 Hopf 分支的存在性定理.
定理 2.3 假设 (H1) 成立,
(i) 如果 (H2)成立且 F (ω)没有正根,则当 σ ≥ 0时,系统 (1.1)的平衡点 S4 是局部渐近

稳定的;如果 (H2)成立且 F (ω)有正根,则当 σ ∈ [0, σ0)时,系统 (1.1)的平衡点 S4 是局部渐

近稳定的; 在后一种情况, 如果 AC + BD 6= 0, 则当 σ = σ
(j)
k (k = 1, 2, · · · , s; j = 0, 1, 2, · · · )

时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 处经历了 Hopf 分支.
(ii) 如果 (H3) 或 (H4) 成立, τ ∈ [0, τ0), 且 F (ω) 没有正根, 则当 σ ≥ 0 时, 系统 (1.1)

的平衡点 S4 是局部渐近稳定的; 如果 (H3) 或 (H4) 成立, τ ∈ [0, τ0), 且 F (ω) 有正根, 则当
σ ∈ [0, σ0)时,系统 (1.1)的平衡点 S4 是局部渐近稳定的;在后一种情况,如果AC +BD 6= 0,
则当 σ = σ

(j)
k (k = 1, 2, · · · , s; j = 0, 1, 2, · · · ) 时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 处经历了 Hopf 分

支.
综合上面的讨论可得关于系统 (1.1) 的 Hopf-zero 分支的存在定理.
定理 2.4 假设 a0 + b0 + c0 = 0, a1 + b1 + c1 > 0, a2 + b2 > 0, 且方程 (2.8) 至少有一个

正实根 ωk(k = 1, 2, · · · , s),
(i) 如果 (H2) 成立, 则当 σ = σ0 时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 附近经历了 Hopf-zero 分支;
(ii) 如果 (H4) 成立, τ ∈ [0, τ0), 则当 σ = σ0 时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 附近经历了

Hopf-zero 分支.
证 因为 a0 + b0 + c0 = 0, 所以 0 是方程 (2.1) 的根. 由引理 2.7 可得, ±iσ0 是方程 (2.1)

的一对纯虚根. 类似于定理 2.2 的证明可得, 当 σ = σ0 时, 方程 (2.1) 除了一个零根和一对纯
虚根 ±iσ0 外, 其余根均具有负实部, 即系统 (1.1) 在平衡点 S4 附近经历了 Hopf-zero 分支.
定理 2.4 得证.



No. 6 杨纪华等: 多重时滞富营养化生态模型的稳定性与分支分析 1229

0 50 100 150 200
0

50

100

t

x(
t)

0 100 200 300 400 500
0

5

10

t

y(
t)

0 100 200 300 400 500
0

20

40

60

t

z(
t)

0
20

40
60

80

0

2

4

6
0

10

20

30

40

50

x(t)y(t)

z(
t)

图 1: 当 τ = 1.01 时, 系统 (1.1) 的平衡点 S4 局部渐近稳定.
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图 2: 当 τ = 1.4 时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 附近经历了 Hopf 分支.

3 数值模拟

为了研究具多重时滞水体富营养化生态模型的复杂动力学行为, 本文应用微分方程的稳
定性和分支理论得到了平衡点的稳定性区域和周期解存在的充分条件. 为了说明理论结果的
正确性, 下面进行数值模拟.
参照文献 [6] 中的数据, 取 r1 = 2.1, k = 20, e1 = 0.45, e2 = 0.5, a1 = 0.8, a2 =

0.6, β = 0.35, b1 = 0.25, b2 = 2.5, c1 = 0.25, c2 = 0.55, m1 = m2 = 1. 通过计算知 (H1) 和
(H3) 满足, g(ξ) 有一个正根 ξ1 ≈ 1.18, 所以 β1 ≈ 1.0861, g′(β2

1) > 0. 由 (2.6) 式和引理 2.5
可得

τj = 1.409 + 5.7851j,
Reλ(τj)

dτ
> 0, j = 0, 1, 2, · · · . (3.1)

所以计算可得 τ0 = 1.409. 因此由定理 2.1 和 (3.1) 式可得如下结论.
结论 3.1 假设 τj (j = 0, 1, 2, · · · ) 如 (3.1) 式定义,
(i) 当 τ ∈ [0, τ0) 时, 系统 (1.1) 的平衡点 S4 是局部渐近稳定的 (如图 1 所示);
(ii) 当 τ = τj (j = 0, 1, 2, · · · ) 时, 系统 (1.1) 在平衡点 S4 处经历了 Hopf 分支 (如图 2

所示).

4 结论

本文研究了基于浙江省温州市泽雅水库的双时滞富营养化生态模型. 通过对系统线性化
方程的特征方程根的分布分析入手, 得出了系统的线性稳定性区域, 当时滞经历一系列临界



1230 数 学 杂 志 Vol. 36

值时, 系统经历了 Hopf 分支和 Hopf-zero 分支. 本文研究表明, 时滞在系统 (1.1) 的复杂动力
学行为中起了重要作用, 时滞可以使得藻类和滤食性鱼类 (鲢鱼和鳙鱼) 在稳定状态下共存.
即时滞对生态种群的稳定性有积极影响.
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STABILITY AND BIFURCATION ANALYSIS OF MULTIPLE TIME

DELAY EUTROPHICATION ECOLOGICAL MODEL

YANG Ji-hua1,2, LIU Mei1
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(2.School of Mathematical Science, Beijing Normal University, Beijing 100875, China)

Abstract: In this paper, the stability and bifurcation problem of eutrophication ecological

model with two time delays is studied. By using the eigenvalue method, we study the linear

stabilities with one delay and two delays, respectively. It is found that Hopf bifurcations and

Hopf-zero bifurcations exist at the equilibriums when the delays pass through a sequence of critical

values. The sufficient conditions of the existence of Hopf bifurcation and Hopf-zero Bifurcation

are obtained. In the end, some numerical simulations are carried out for supporting the analytic

results.
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