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一类具有连续变量的全局最优化问题的凸化方法
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摘要: 本文研究了一类非凸最优化问题的凸化方法与最优性条件的问题. 利用构造含有参数的

函数变换方法, 将具有次正定性质的目标函数凸化, 并获得了这一类非凸优化问题全局最优解的充要

条件, 推广了凸化方法在求解全局最优化问题方面的应用.
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1 引言

全局最优化问题在工程设计、生产管理、资源分配等领域的应用越来越广泛. 近些年来,
许多全局最优化理论与方法相继出现, 并得到广泛应用. 其中关于全局最优解的研究已经取
得一定的进展 [1−3], 得到了多种求解方法. 对于目标函数具有一定单调性的非线性规划问题,
文献 [4–6] 给出了一些凸化、凹化法, 将单调非线性规划变换成相应的凸规划或凹规划. 对于
目标函数或约束函数非单调、非凸凹的非线性规划问题, 文献 [7–9] 给出了一些变换方法, 通
过对目标函数凸化或凹化, 将原问题转化为等价的凹极小问题、反凸规划问题或标准 D.C.规
划问题.
本文对于目标函数是次正定函数的全局最优化问题, 给出一种新的凸化法, 通过将目标

函数凸化, 从而将原问题转化为相应的凸规划, 并论证了次正定函数全局最优解的一些最优
性条件. 本文提出的凸化方法对目标函数在定义域上的值大于零或小于零的情形都可进行凸
化, 从而扩大了方法的应用范围.

2 基本定义

考虑下述全局最优化问题:

min f(x), (2.1)

s.t. x ∈ X,

其中 f :Rn → R, f(x) ∈ C2, 有界闭凸集 X = {x ∈ X | li ≤ xi ≤ ui, i = 1, 2, · · · , n}. 用 Sn

表示 Rn中的单位球面, Sn = {d ∈ Rn |‖ d ‖= 1}.
记 g(x)为函数 f(x)在 x处的梯度, G(x)为函数 f(x)在 x处的 Hesse矩阵, G(x) > 0表

示函数 f(x)在 x处的 Hesse矩阵正定, G(x) < 0表示函数 f(x)在 x处的 Hesse矩阵负定.
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定义 [5] 设函数 f : Rn → R, f(x) ∈ C2, 若 ∀x ∈ X, d ∈ Sn,

dT[G(x) + g(x)g(x)T]d > 0 (2.2)

成立, 则称 f(x)是 X 上的次正定函数.

例 1 函数 f(x) =
1
2
x2

1 − x1x2 − 1
2
x2

2, 其中 x ∈ X = {0 ≤ x1 ≤ 3, 3 ≤ x2 ≤ 6}.
函数 f(x)在X 上的梯度: g(x) = (x1 − x2,−x1 − x2)T, 函数 f(x)在X 上的 Hesse矩阵

G(x) =

[
1 −1
−1 −1

]
, 因此得到

Hf (x) = G(x) + g(x)g(x)T =

[
(x1 − x2)2 + 1 −(x2

1 − x2
2)− 1

−(x2
1 − x2

2)− 1 (x1 + x2)2 − 1

]
,

则由 Hf (x)的特征多项式 |λE −Hf (x)| = 0得

λ = (x2
1 + x2

2)±
√

(x2
1 + x2

2)2 − (2x2
2 − 2x2

1 + 4x1x2 − 2),

则 ∀x ∈ X, λ > 0恒成立, 故 ∀x ∈ X, d ∈ S2, dTHf (x)d > 0成立, Hf (x)是 X 上的正定矩

阵, f(x)是 X 上的次正定函数.
由此可知当函数 f(x)在 X 上是非凸非凹函数时, 若 G(x) + g(x)g(x)T 是正定矩阵, 则

f(x)是 X 上的次正定函数. 显然, 正定函数必为次正定函数, 但反之不然.

3 凸化

定理 3.1 设函数 f : Rn → R, f(x) ∈ C2, 且 f(x) 为 X 上的次正定函数, ∀x ∈ X,
f(x) > 0, 令

F (x) = qef(x) +
1
2
f2(x), (3.1)

则存在 q1 ≥ 0, 使得当 q > q1时, F (x)为 X 上的凸函数.
证 ∀x ∈ X 和 q > 0, 由 (3.1)式得

∂F (x)
∂xi

= qef(x) ∂f(x)
∂xi

+ f(x)
∂f(x)
∂xi

,

计算得

∂2F (x)
∂x2

i

= qef(x) ∂
2f(x)
∂x2

i

+ qef(x)(
∂f(x)
∂xi

)2 + f(x)
∂2f(x)

∂x2
i

+ (
∂f(x)
∂xi

)2,

∂2F (x)
∂xi∂xj

= qef(x) ∂2f(x)
∂xi∂xj

+ qef(x) ∂f(x)
∂xi

∂f(x)
∂xj

+ f(x)
∂2f(x)
∂xi∂xj

+
∂f(x)
∂xi

∂f(x)
∂xj

(i, j = 1, 2, · · · , n. i 6= j).

用 HF (x)表示函数 F (x)在点 x处的 Hesse矩阵, 则 ∀x ∈ X,

HF (x) = qef(x)[G(x) + g(x)g(x)T] + f(x)G(x) + g(x)g(x)T.
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令

Q(x) = ef(x)[G(x) + g(x)g(x)T], λ = min
x∈X

1≤i≤n

λi(Q(x)),

其中 λi(Q(x))表示 Q(x)的特征值,

R(x) = f(x)G(x) + g(x)g(x)T, γ = min
x∈X

1≤i≤n

γi(R(x)),

其中 γi(R(x))表示 R(x)的特征值. 因此 dTQ(x)d ≥ λ, dTR(x)d ≥ γ. 故

dTHF (x)d = qdTQ(x)d + dTR(x)d ≥ qλ + γ,

又由 G(x) + g(x)g(x)T是正定矩阵且 ef(x) > 0可知 λ > 0. 于是, 若令

q1 = max{0,
−γ

λ
},

当 q > q1 时, ∀x ∈ X, d ∈ Sn, dTHF (x)d > 0成立, HF (x)为 X 上的正定矩阵, F (x)为 X

上的凸函数.
定理 3.2 设函数 f : Rn → R, f(x) ∈ C2, 且 f(x) 为 X 上的次正定函数, ∀x ∈ X,

f(x) < 0, 令
D(x) = qef(x) − ln(−f(x)), (3.2)

则存在 q2 ≥ 0, 使得当 q > q2时, D(x)为 X 上的凸函数.
证 ∀x ∈ X 和 q > 0, 由 (3.2)式得

∂D(x)
∂xi

= qef(x) ∂f(x)
∂xi

− 1
f(x)

∂f(x)
∂xi

,

计算得

∂2D(x)
∂x2

i

= qef(x) ∂
2f(x)
∂x2

i

+ qef(x)(
∂f(x)
∂xi

)2 − 1
f(x)

∂2f(x)
∂x2

i

+
1

f2(x)
(
∂f(x)
∂xi

)2,

∂2D(x)
∂xi∂xj

= qef(x) ∂2f(x)
∂xi∂xj

+ qef(x) ∂f(x)
∂xi

∂f(x)
∂xj

− 1
f(x)

∂2f(x)
∂xi∂xj

+
1

f2(x)
∂f(x)
∂xi

∂f(x)
∂xj

(i, j = 1, 2, · · · , n. i 6= j).

用 HD(x)表示函数 D(x)在点 x处的 Hesse矩阵, 则 ∀x ∈ X,

HD(x) = qef(x)[G(x) + g(x)g(x)T]− 1
f(x)

G(x) +
1

f2(x)
g(x)g(x)T.

令

Q1(x) = ef(x)[G(x) + g(x)g(x)T], λ′ = min
x∈X

1≤i≤n

λi(Q1(x)),

其中 λi(Q1(x))表示 Q1(x)的特征值,

R1(x) = − 1
f(x)

G(x) +
1

f2(x)
g(x)g(x)T, γ′ = min

x∈X
1≤i≤n

γi(R1(x)),
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其中 γi(R1(x))表示 R1(x)的特征值. 因此 dTQ1(x)d ≥ λ′, dTR1(x)d ≥ γ′. 故

dTHD(x)d = qdTQ1(x)d + dTR1(x)d ≥ qλ′ + γ′,

又由 G(x) + g(x)g(x)T是正定矩阵且 ef(x) > 0可知 λ′ > 0. 于是, 若令

q2 = max{0,
−γ′

λ′
},

当 q > q2 时, ∀x ∈ X, d ∈ Sn, dTHD(x)d > 0成立, HD(x)为 X 上的正定矩阵, D(x)为 X

上的凸函数.

4 算例

本节给出一个实例说明可将全局优化问题中具有次正定性质的目标函数转化为相应的

凸函数.
例 2 考虑如下全局最优化问题:

min f(x) =
1
2
x2

1 − x1x2 − 1
2
x2

2,

s.t. x ∈ X = {0 ≤ x1 ≤ 3, 3 ≤ x2 ≤ 6}.

图 1给出了函数 f(x)在 X 上的图像, 由图 1可知 f(x)是 X 上的非凸非凹函数.
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图 1: f(x) 在 X 上的图像

由例 1知 f(x)是 X 上的次正定函数, 又 ∀x ∈ X, f(x) < 0, 根据定理 3.2可知

Q1(x) = ef(x)[G(x) + g(x)g(x)T],

计算得 λ′ = min
x∈X

1≤i≤2

λi(Q1(x)) = 2.92e− 014,

R1(x) = − 1
f(x)

G(x) +
1

f2(x)
g(x)g(x)T,
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计算得 γ′ = min
x∈X

1≤i≤2

γi(R1(x)) = 0.033. 故 q2 = max{0,
−γ′

λ′
} = 0, 又 q > q2, 取 q = 1. 此时,

D(x) = e
1
2 x2

1−x1x2− 1
2 x2

2 − ln(
1
2
x2

2 + x1x2 − 1
2
x2

1),

因此当 q = 1时, ∀x ∈ X, d ∈ S2, dTHD(x)d > 0, 即 HD(x)是 X 上的正定矩阵.
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图 2: D(x)(q = 1) 在 X 上的图像

图 2给出了 D(x)(q = 1)在 X 上的图像, 由图 2可知 ∀x ∈ X, D(x)是 X 上的凸函数.

5 最优性条件

定理 5.1 设函数 f :Rn → R, f(x) ∈ C2, 且 f(x) 为 X 上的次正定函数, ∀x ∈ X,
f(x) > 0, 令

F (x) = qef(x) +
1
2
f2(x),

若函数 f(x)在 X 上存在全局极小点, 则存在 q1 ≥ 0, 使得当 q > q1 时, x0 为 f(x)的全局极
小点的充要条件是 x0为 F (x)的全局极小点.
证 必要性. 设 x0是 f(x)的全局极小点, 则有 0 < f(x0) ≤ f(x), 故

1
2
f2(x0) ≤ 1

2
f2(x). (5.1)

又因为 q > q1 ≥ 0, 所以
qef(x0) ≤ qef(x). (5.2)

由 (5.1), (5.2)式得

qef(x0) +
1
2
f2(x0) ≤ qef(x) +

1
2
f2(x),

因此 x0是 F (x)的全局极小点.
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充分性. 设 x0是 F (x)的全局极小点, 有

∇F (x0) = [qef(x0) + f(x0)]g(x0) = 0.

又因为 qef(x0) + f(x0) > 0, 所以 g(x0) = 0.
又由定理 3.1可知当 q > q1 ≥ 0时, F (x)不仅是 X 上的凸函数, 而且是严格凸函数, 则

x0是 F (x)在 X 上唯一的全局极小点, 由于 F (x)在 x0处二次可微且∇F (x0) = 0, 因此有

F (x0 + δd) = F (x0) +
1
2
δ2dTHF (x0)d + δ2 ‖ d ‖2 α(x0, δd),

其中当 δ → 0时, α(x0, δd) → 0, 于是

F (x0 + δd)− F (x0)
δ2

=
1
2
dTHF (x0)d+ ‖ d ‖2 α(x0, δd),

由于 x0是 F (x)唯一的全局极小点, 当 | δ |充分小时, 必有 F (x0 + δd) > F (x0), 又 δ → 0时,
α(x0, δd) → 0, 因此 dTHF (x0)d > 0. 故

HF (x0) = [qef(x0) + f(x0)]G(x0) > 0.

因为 qef(x0) + f(x0) > 0, 所以 G(x0) > 0.
由局部极小点的二阶充分条件 [10] 知 x0是 f(x)的局部极小点.
下证 x0是 f(x)的全局极小点.
用反证法. 假设 x0不是 f(x)的全局极小点,则存在点 x′ ∈ X(x′ 6= x0),使得 0 < f(x′) <

f(x0), 利用定理 5.1证明中的必要性证明方法可得

qef(x′) +
1
2
f2(x′) < qef(x0) +

1
2
f2(x0),

与 x0是 F (x)的全局极小点矛盾, 故 x0是 f(x)的全局极小点.
定理 5.2 设函数 f : Rn → R, f(x) ∈ C2,且 f(x)为X上的次正定函数, ∀x ∈ X,f(x) <

0, 令
D(x) = qef(x) − ln(−f(x)),

若函数 f(x)在 X 上存在全局极小点, 则存在 q2 ≥ 0, 使得当 q > q2 时, x∗ 为 f(x)的全局极
小点的充要条件是 x∗为 D(x)的全局极小点.
证 必要性. 设 x∗是 f(x)的全局极小点, 则有 f(x∗) ≤ f(x) < 0, 故

− ln(−f(x∗)) ≤ − ln(−f(x)), (5.3)

又因为 q > q2 ≥ 0, 所以
qef(x∗) ≤ qef(x). (5.4)

由 (5.3), (5.4)式得
qef(x∗) − ln[−f(x∗)] ≤ qef(x) − ln[−f(x)],

因此 x∗是 D(x)的全局极小点.
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充分性. 设 x∗是 D(x)的全局极小点, 有

∇D(x∗) = [qef(x∗) − 1
f(x∗)

]g(x∗) = 0.

又因为 qef(x∗) − 1
f(x∗)

> 0, 所以 g(x∗) = 0. 又由定理 3.2 可知当 q > q2 ≥ 0时, D(x)不仅

是 X 上的凸函数, 而且是严格凸函数, 则 x∗ 是 D(x)在 X 上唯一的全局极小点, 由于 D(x)
在 x∗处二次可微且∇D(x∗) = 0, 因此有

D(x∗ + δd) = D(x∗) +
1
2
δ2dTHD(x∗)d + δ2 ‖ d ‖2 α(x∗, δd),

其中当 δ → 0时, α(x∗, δd) → 0, 于是

D(x∗ + δd)−D(x∗)
δ2

=
1
2
dTHD(x∗)d+ ‖ d ‖2 α(x∗, δd).

由于 x∗ 是 D(x)唯一的全局极小点, 当 | δ |充分小时, 必有 D(x∗ + δd) > D(x∗), 又 δ → 0
时, α(x∗, δd) → 0, 因此 dTHD(x∗)d > 0. 故

HD(x∗) = [qef(x∗) − 1
f(x∗)

]G(x∗) > 0.

因为 qef(x∗) − 1
f(x∗)

> 0, 所以 G(x∗) > 0.

由局部极小点的二阶充分条件知 x∗ 是 f(x)的局部极小点.
下证 x∗是 f(x)的全局极小点.
用反证法. 假设 x∗ 不是 f(x)的全局极小点, 则存在点 x1 ∈ X(x1 6= x∗), 使得 f(x1) <

f(x∗) < 0, 利用定理 5.2证明中的必要性证明方法可得

qef(x1) − ln[−f(x1)] < qef(x∗) − ln[−f(x∗)],

与 x∗是 D(x)的全局极小点矛盾, 故 x∗是 f(x)的全局极小点.
由定理 5.1, 5.2知可通过凸化方法, 将次正定函数在有界闭凸集上的全局优化问题转化

为相应的凸规划.

6 结语

本研究对目标函数为次正定函数的全局最优化问题, 给出了一种新的凸化方法, 通过将
目标函数凸化, 从而将原问题转化为相应的凸规划, 然后论证了这一类函数全局最优解的最
优性条件. 对于次正定函数的全局最优化问题还需有进一步的研究, 期望得到更好的凸化方
法与最优性条件.
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CONVEXIFICATION APPROACHES FOR A CLASS OF

CONTINUOUS GLOBAL OPTIMIZATION PROBLEM
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Qingdao 266061, China)

Abstract: In this paper, we develop convexification approaches and optimization criteria

for a general class of nonconvex optimization problem. By using the method of function trans-

formations with parameter, a class of novel convexification schems is presented for solving global

optimization problem with positive sub-definite objective function. The general class of nonconvex

programming discussed in the paper can be solved to global optimality, which extends applications

of convexification schems in solving global optimization problems.

Keywords: global optimization; positive sub-definite function; convexification; necessary

and sufficient condition
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