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摘 要: 本文研究了非线性互补问题的两类数值求解方法. 在经典 LQP 算法及 Levenberg-

Marquardt算法的基础上, 构造了两种新算法, 并证明了这两种新算法的收敛性. 数值实验表明, 新算

法对测试问题优于已有算法.
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1 引言

考虑非线性互补问题 NCP (F ): 寻找一个向量 x ∈ Rn, 使

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, xT F (x) = 0, (1.1)

其中 F : Rn → Rn 是一个非线性映射.
一个 NCP (F )可转化为寻找一个极大单调算子 T 的零点问题. 由Martinet [1] 提出的邻

近点算法, 将极大单调算子的零点问题转化为一个极大包含问题. 将极大单调包含问题中的
线性项用非线性项代替, 使上述问题转化为非线性方程组的问题, 此类算法称为 LQP算法.

He [2]、Bnouhachem [3]、Noor和 Bnouhachem [4]、Xu [5] 引进了基于 “预测校正方法”
的 LQP算法, 能很好的求解上述非线性方程组问题.
预测校正方法, 在每次迭代过程中包括两个步骤: 预测步与校正步. 预测子 (predictor)

是通过在一个误差准则下近似求解 LQP方程组获得的; 校正步, 亦称迭代步 (new iterate),
一般是由一个投影算子表示的.
例如 Noor和 Bnouhachem在文献 [4]中, 提出了如下算法:
步骤 1 寻找近似解 x̃k, 使得

0 ≈ βkF (x̃k) + x̃k − xk + µXk log
x̃k

xk
=: ξk,

其中
∥∥ξk

∥∥ ≤ η
∥∥xk − x̃k

∥∥, η ∈ (0, 1) .

∗收稿日期: 2015-10-29 接收日期: 2016-01-19

基金项目: 安徽省高校自然科学重点项目 (KJ2016A651) 和安徽省教育厅教育教学重点项目

(2014jyxm161)资助.

作者简介: 周光辉 (1973–), 男, 安徽定远, 副教授, 主要研究方向: 最优化理论与算法、变分法等.



No. 4 周光辉等: 非线性互补问题的两种数值解法 795

步骤 2 对 α > 0, xk+1 (α) 是下面方程组的正数解:
(

1− µ

1 + µ

)
αβkF (x̃k) + x− xk + µXk log

x

xk
= 0.

Yuan 在文献 [6]中提出了以下算法:
步骤 1 寻找 x̃k ∈ Rn

+, 满足 0 ≈ βkF (x̃k) + x̃k − (1− µ) xk − µX2
k

(
x̃k

)−1
=: ξk, 其中 ξk

满足如下误差准则: ∥∥ξk
∥∥ ≤ η

√
1− µ2

∥∥xk − x̃k
∥∥ .

步骤 2 令 xk+1 (αk) = PRn
+

[
xk − αk

βk

1+µ
F

(
x̃k

)]
.

受文献 [4, 6]所提算法的启发, 本文提出了一种基于预测校正方法的 LQP算法. 在新算
法中设置了两个预测步, 并使用 xk 与投影算子的凸组合构成算法的校正步.
此外, 可借助非线性互补函数, 将 NCP (F )转化为非线性方程组问题:

Φ (x) = 0, (1.2)

其中 Φ : Rn → Rm 是一个非线性映射.
Levenberg-Marquardt算法可以看作是一种非线性最小二乘法, 是用于求解上述非线性

方程组问题的一种改进的 Gauss-Newton算法. 由于此算法在优化问题中的广泛应用, 对于
该算法的研究成果颇丰, 例如可参见文献 [7–11].

Levenberg-Marquardt算法在每个迭代点处的搜索方向 dk
L通过如下线性方程组获得

(
Φ′

(
xk

)T
Φ′

(
xk

)
+ µkI

)
d = −Φ′

(
xk

)T
Φ

(
xk

)
, (1.3)

其中Φ′ (x)表示Φ(x)的 Jacobian, µk > 0是一个参数. 参数 µk的引入克服了Gauss-Newton
算法中要求矩阵 Φ′ (x∗)满秩的困难. Yamashita和 Fukushima [12]、Dan [13]等学者提出了该

参数的更新准则: µk =
∥∥Φ

(
xk

)∥∥δ
, 其中 δ ∈ (0, 2] . 本文将沿用这一更新准则.

值得注意的是, 由于 Φ′
(
xk

)T
Φ′

(
xk

)
的半正定性, 正参数 µk 的引入使得搜索方向 (试探

步)dk
L 远离了矩阵广义逆下的迭代步 dk

MP = −Φ′
(
xk

)+
Φ

(
xk

)
. 所以本文将考虑将下式的解

dk
G作为修正的搜索方向:

(
Φ′

(
xk

)T
Φ′

(
xk

)
+ µkI

)
dk

G = −Φ′
(
xk

)T
Φ

(
xk

)
+ µkd

k
L. (1.4)

这样 dk
G很可能比 dk

L更靠近 dk
MP .

另外, 为了保证此类非线性方程组算法的全局收敛性, 通常需要假设 F 为 P0 函数, 并且
在证明其超线性收敛性时, 通常需要一些非奇异性和严格互补条件的假设, 参见文献 [2, 12].
考虑到以上两点, 本文给出了一种改进的 Levenberg-Marquardt算法. 该算法的优点在

于搜索方向经过修正能更接近 Moore-Penrose步, 并且其全局收敛性的证明不需要 F 为 P0

函数的假设.
本文接下来的部分, 分别给出一种新的 LQP算法和 Levenberg-Marquardt算法, 阐述了

算法中参数的选取方法, 给出了收敛性定理, 通过数值实验说明了新算法相对已有算法的优
劣, 表明了算法的有效性.
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2 非线性互补问题的 LQP算法

2.1 LQP算法的构造

算法 2.1
步骤 0 设置参数 β0 > 0, ε > 0, µ ∈ (0, 1), δ ∈ (1, 2), σ ∈ (1, 2), η ∈ (0, 1), τ ∈ (0, 1] .

初始点为 x0 > 0.
步骤 1 如果

∥∥min
{
xk, F

(
xk

)}∥∥
∞ ≤ ε, 算法终止. 否则, 转入步骤 2.

步骤 2 (预测步 1) 寻找 x̃k ∈ Rn
+, 满足

0 ≈ βkF (x̃k) + x̃k − xk + µXk log
x̃k

xk
=: ξk, (2.1)

其中 ξk 满足如下非精确误差准则:

∥∥ξk
∥∥ ≤ η

√
1− µ2

∥∥xk − x̃k
∥∥ . (2.2)

计算 ξk := βk

(
F

(
x̃k

)− F
(
xk

))
, r = ‖ξk‖√

1−µ2‖xk−x̃k‖
. 如果 r > η, 令 βk = βk ∗ 0.8

r
, 重复步骤

2; 否则, 转入步骤 3.
步骤 3 (预测步 2) 计算最优参数 αk. 然后, 寻找如下方程组的正数解 _

x
k
:

(
1− µ

1 + µ

)
αβkF (x̃k) + x− xk + µXk log

x̃k

xk
= 0. (2.3)

步骤 4 (校正步) 计算最优参数 γk. 然后, 生成新的迭代点 xk+1:

xk+1(γ) = τxk + (1− τ)PRn
+

[
xk − γ(xk − _

x
k
)
]
. (2.4)

步骤 5 如果 r ≤ 0.5, 令 βk+1 = βk∗0.7
r

; 否则, 令 βk+1 = βk.
步骤 6 令 k = k + 1, 转入步骤 1.
注 2.1 算法 2.1 中包括了两个预测步和一个校正步. 校正步由一个凸组合表示, 见式

(2.4)所示. 此外, 算法中对于参数 α和 γ 的确定是本节研究的重点.

2.2 参数的确定及收敛性分析

令 Π(α) =
∥∥xk − x∗

∥∥2 −
∥∥∥_
x

k
(α)− x∗

∥∥∥
2

, Ψ(γ) =
∥∥xk − x∗

∥∥2 −
∥∥xk+1(γ)− x∗

∥∥2
.

下面说明如何确定合适的参数 α和 γ, 同时给出算法 2.1的收敛性定理.
首先给出两个常用结论.
引理 2.1 [14] 假设 PRn

+
(.) 表示欧式范数下的投影, 即 PRn

+
(y) = min

{‖y − x‖ , x ∈ Rn
+

}
,

那么对任意的 u ∈ Rn
+ 和 v ∈ Rn

+, 有下面两式成立

〈
v − PRn

+
(v), PRn

+
− u

〉
≥ 0,

∥∥∥PRn
+
(v)− u

∥∥∥
2

≤ ‖v − u‖2 −
∥∥∥v − PRn

+
(v)

∥∥∥
2

.
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引理 2.2 [4] 对给定的 xk > 0, q ∈ Rn, 假定 x是如下方程组的一个正数解

q + x− xk + µXk log
x

xk
= 0,

其中 XK = diag(xk
1 , · · · , xk

n), log x
xk = (log x1

xk
1
, · · · , log xn

xk
n
)T , 那么对任意的 y ≥ 0, 有下式成

立

〈x− y,−q〉 ≥ 1 + µ

2

(
‖x− y‖2 −

∥∥xk − y
∥∥2

)
+

1− µ

2

∥∥xk − x
∥∥2

.

下面的定理用来说明如何确定参数 α.
定理 2.1 [4] 假设对任意的 x∗ ∈ Ω∗, α > 0, x̃k 和

_
x

k
是由算法 2.1生成的, 则有下式成

立:
Π(α) ≥ 1− µ

1 + µ
Φ(α), (2.5)

其中

Φ(α) = 2αφk − α2 ‖dk‖2
, (2.6)

dk = (xk − x̃k) +
1

1 + µ
ξk, (2.7)

φk =
1

1 + µ

∥∥xk − x̃k
∥∥2

+
1

1 + µ

〈
xk − x̃k, ξk

〉
. (2.8)

注 2.2 通过选取合适的 α极大化 Φ(α), 使每次迭代产生的迭代量 Π(α)极大化. 由式
(2.6)可知 Φ(α)是关于 α的二次函数, 则极大值点位于

α∗k =
φk

‖dk‖2 , (2.9)

此时

Φ(α) = α∗φk. (2.10)

引理 2.3 假设 x∗ ∈ Ω∗, x̃k 和
_
x

k
是由算法 2.1生成的, 那么就有下式成立:

Φ(αk) ≥ 1 + µ2 − η2

4(1 + µ)

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

. (2.11)

证 一方面, 由式 (2.2)、式 (2.8)、柯西 - 施瓦茨不等式及 µ ∈ (0, 1)有

φk =
1

1 + µ

∥∥xk − x̃k
∥∥2

+
1

1 + µ

〈
xk − x̃k, ξk

〉

≥ 1
1 + µ

∥∥xk − x̃k
∥∥2 − 1

1 + µ

∥∥xk − x̃k
∥∥∥∥ξk

∥∥

≥ 1
1 + µ

(∥∥xk − x̃k
∥∥2 − 1− µ2

2

∥∥xk − x̃k
∥∥2 − 1

2(1− µ2)

∥∥ξk
∥∥2

)

≥ 1
1 + µ

1 + µ2 − η2

2

∥∥xk − x̃k
∥∥2

=
1 + µ2 − η2

2(1 + µ)

∥∥xk − x̃k
∥∥2

. (2.12)
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另一方面, 由式 (2.2)、式 (2.8)有

φk =
1

1 + µ

∥∥xk − x̃k
∥∥2

+
1

1 + µ

〈
xk − x̃k, ξk

〉

=
1
2

[∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+
1− µ

1 + µ

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+
2

1 + µ

〈
xk − _

x
k
, ξk

〉]

>
1
2

[∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+
1

(1 + µ)2
∥∥ξk

∥∥2
+

2
1 + µ

〈
xk − _

x
k
, ξk

〉]
.

由于 ‖a + b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2 〈a, b〉 及 dk = (xk − x̃k) + 1
1+µ

ξk, 则有 φk ≥ 1
2
‖dk‖2. 再由

式 (2.9), 有

α∗k >
1
2
. (2.13)

由式 (2.10)、式 (2.12)及式 (2.13)知, 式 (2.11)成立. 证毕.
注 2.3 为了加快收敛速度, 用松弛因子 δ ∈ (1, 2)乘以 α∗k, 得到 αk. 即

αk = δα∗k = δ

∥∥xk − x̃k
∥∥2

+
〈
xk − x̃k, ξk

〉

(1 + µ)
∥∥∥(xk − x̃k) + 1

1+µ
ξk

∥∥∥
2 .

此时

Φ(αk) = Φ (δα∗k) =
(
2δ − δ2

)
Φ(α∗k) ≥

δ (2− δ) (1 + µ2 − η2)
4(1 + µ)

∥∥xk − x̃k
∥∥2

. (2.14)

由定理 2.1中式 (2.5), 立有下式成立

Π(αk) = Π (δα∗k) =
∥∥xk − x∗

∥∥2 −
∥∥∥_
x

k
(δα∗k)− x∗

∥∥∥
2

≥ 1− µ

1 + µ
Φ(δα∗k) ≥

δ (2− δ) (1− µ) (1 + µ2 − η2)
4(1 + µ)2

∥∥xk − x̃k
∥∥2

.

采用类似于定理 2.1 的思想, 给出定理 2.2, 分析参数 γ 的选取方法. 为描述简单, 令
xk
∗ (γ) := PRn

+

[
xk − γ(xk − _

x
k
)
]
.

定理 2.2 假设 x∗ ∈ Ω∗, 且 x̃k 和
_
x

k
是由算法 2.1生成的, 则有 Ψ(γ) ≥ (1 − τ)Θ(γ),

其中

Θ(γ) = γ

[∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+
∥∥xk − x∗

∥∥2 −
∥∥∥_
x

k − x∗
∥∥∥

2
]
− γ2

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

. (2.15)

证 由 ‖a + b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2 〈a, b〉及 〈a + b, b〉 = 〈a, b〉+ ‖b‖2, 有下面两式成立

2
〈
xk − xk

∗ (γ) , xk
∗ (γ)− x∗

〉
=

∥∥xk − x∗
∥∥2 −

∥∥xk − xk
∗ (γ)

∥∥2
+

∥∥xk
∗ (γ)− x∗

∥∥2
,

2
〈
x∗ − _

x
k
, xk − _

x
k
〉

=
∥∥∥x∗ − _

x
k
∥∥∥

2

−
∥∥x∗ − xk

∥∥2
+

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

.

由引理 2.1, 有

∥∥xk
∗ (γ)− x∗

∥∥2 ≤
∥∥∥xk − γ

(
xk − _

x
k
)
− x∗

∥∥∥
2

−
∥∥∥xk − γ

(
xk − _

x
k
)
− xk

∗ (γ)
∥∥∥

2

.
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注意到 2 〈a + b, b〉 = ‖a + b‖2 − ‖a‖2 + ‖b‖2
及 τ ∈ (0, 1), 有

∥∥xk+1 (γ)− x∗
∥∥2

=
∥∥τ

(
xk − x∗

)
+ τ (1− τ)

(
xk
∗ (γ)− x∗

)∥∥2

=τ
∥∥xk − x∗

∥∥2
+ (1− τ)

∥∥(
xk
∗ (γ)− x∗

)∥∥2 − τ (1− τ)
∥∥xk − xk

∗ (γ)
∥∥2

≤τ
∥∥xk − x∗

∥∥2
+ (1− τ)

[∥∥∥xk − γ
(
xk − _

x
k
)
− x∗

∥∥∥
2

−
∥∥∥xk − γ

(
xk − _

x
k
)
− xk

∗ (γ)
∥∥∥

2

− τ
∥∥xk − xk

∗ (γ)
∥∥2

]
,

那么

∥∥xk+1 (γ)− x∗
∥∥2

=
∥∥xk − x∗

∥∥2 − (1− τ)
[∥∥∥xk − xk

∗ (γ)− γ
(
xk − _

x
k
)∥∥∥

2

+τ
∥∥xk − xk

∗ (γ)
∥∥2 − γ2

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+ 2γ
〈
xk − x∗, xk − _

x
k
〉]

≤
∥∥xk − x∗

∥∥2 − (1− τ)
[
2γ

〈
xk − x∗, xk − _

x
k
〉
− γ2

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2
]

.

(2.16)

由 Ψ(γ)的定义、式 (2.16)及 ‖a− c‖2 = 〈a− b, a− c〉+ 〈b− c, a− c〉, 有

Ψ(γ) =
∥∥xk − x∗

∥∥2 −
∥∥xk+1(γ)− x∗

∥∥2

≥ (1− τ)
[
2γ

〈
xk − x∗, xk − _

x
k
〉
− γ2

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2
]

=(1− τ)
[
2γ

(∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

−
〈
x∗ − _

x
k
, xk − _

x
k
〉)

− γ2
∥∥∥xk − _

x
k
∥∥∥

2
]

≥ (1− τ)
[
γ

(
2
∥∥∥xk − _

x
k
∥∥∥

2

−
∥∥∥x∗ − _

x
k
∥∥∥

2

+
∥∥x∗ − xk

∥∥2 −
∥∥∥xk − _

x
k
∥∥∥

2
)
− γ2

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2
]

=(1− τ)Θ(γ).

证毕.
注 2.4 由于 Ψ(γ)衡量了算法在第 k + 1步相对于第 k步的改进, 通过选取合适的 γ 极

大化 Θ(γ), 使每次迭代产生的迭代量 Ψ(γ)极大化. 由式 (2.15)可知 Θ(γ)是关于 γ 的二次

函数, 由 Φ(α)的定义式及定理 2.1, 则极大值点位于

γ∗k =

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+ Φ(αk)

2
∥∥∥xk − _

x
k
∥∥∥

2 .

注 2.5 为了加快收敛速度, 用松弛因子 σ ∈ (0, 1)乘以 γ∗k , 得到 γk, 即

γk = σγ∗k = σ

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+ Φ(αk)

2
∥∥∥xk − _

x
k
∥∥∥

2 . (2.17)
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下面的定理 2.3是算法 2.1收敛性分析过程中一个重要的结论.
定理 2.3 假设 x∗ ∈ Ω∗, σ ∈ (0, 1), x̃k, _

x
k
及 xk+1 (γk)是由算法 2.1生成的, 那么就有

下式成立:

Ψ (γk) ≥ σ (2− σ) (1− τ) δ2 (2− δ)2 (1 + µ2 − η2)2

64 (1 + µ)2
∥∥xk − x̃k

∥∥2
.

证 由式 (2.13), (2.14), (2.17) 及定理 2.2, 有

Ψ(γ) ≥ (1− τ)Θ(γ)

= (1− τ)
{

γk

[∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+
∥∥xk − x∗

∥∥2 −
∥∥∥_
x

k − x∗
∥∥∥

2
]
− γ2

k

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2
}

≥ (1− τ)
{

γk

[∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+ Φ(αk)
]
− γ2

k

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2
}

= σ (1− τ)
{

γ∗k

[∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+ Φ(αk)
]
− σ (γ∗k)2

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2
}

= σ (2− σ) (1− τ) γ∗k

∥∥∥xk − _
x

k
∥∥∥

2

+ Φ(αk)

2

≥ σ (2− σ) (1− τ) δ2 (2− δ)2 (1 + µ2 − η2)2

64 (1 + µ)2
∥∥xk − x̃k

∥∥2
.

证毕.
定理 2.3表明, 算法 2.1生成的序列

{
xk

}
关于式 (2.1)的解点是 Féjer单调的. 故有如下

推论成立.
推论 2.1 令 x∗ ∈ Ω∗, 且

{
x̃k

}
、

{
xk

}
是由算法 2.1生成, 那么

(1) 序列
{
xk

}
有界;

(2) 序列
{∥∥xk − x∗

∥∥}
是非增的;

(3) lim
k→∞

∥∥xk − x̃k
∥∥ = 0; (4) 序列

{
x̃k

}
有界.

下面给出算法 2.1的收敛性证明过程中的一个引理.
引理 2.4 给定 xk ∈ Rn

++, βk > 0, 且 x̃k 和 ξk 满足式 (2.1)和式 (2.2), 那么对任意的
x ∈ Rn

+有下式成立:

〈
x̃k − x, βkF

(
x̃k

)− ξk
〉 ≥ 〈

xk − x̃k, (1 + µ) x− µxk − x̃k
〉
. (2.18)

证 在引理 2.2中, 假定 q = βkF
(
x̃k

)− ξk, y = x, 立有式 (2.18)成立. 证毕.
最后给出算法 2.1的全局收敛性定理.
定理 2.4 如果 inf∞k=0 βk = β > 0, 那么由算法 2.1生成的序列

{
xk

}
收敛到 NCP (F )

的一个解 x∞.
利用参考文献 [5]类似的证明方法, 由定理 2.3, 推论 2.1及引理 2.4, 此定理可被证明, 不

再赘述.

2.3 数值实验
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本节将算法 2.1与文献 [4]中的算法作比较. 考虑如下 NCP (F ):

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, xT F (x) = 0,

其中 F (x) = D (x) + Mx + q. 式中的 D (x)和Mx + q 分别为 F (x)的非线性项和线性项.
特别地, 令矩阵M = AT A + B, 其中 A是元素在区间 (−5,+5)上随机生成的 n× n阶矩阵,
B 是元素在区间 (−5,+5)上随机生成的 n × n阶反对称矩阵. 向量 q ∈ Rn 的元素在区间

(−200,+300)上服从一致分布. D (x)的分量为Dj (x) = dj ∗ arctan (xj), 其中 dj ∈ (0, 1). 文
献 [4–6, 14]测试了类似的问题.
测试上述 NCP (F )的维数 n从 100到 1000. 为了与文献 [4]中的算法作对比, 选取相同

的参数: β0 = 1, η = 0.91, µ = 0.01, δ = σ = 1.99, τ = 0.01; 终止准则为

∥∥min
{
xk, F

(
xk

)}∥∥
∞ ≤ 10−7,

初始点为 x0 = (0, 0, · · · , 0)T
或 x0 = (1, 1, · · · , 1)T .

利用 MATLAB2013a编程, 对比结果见下表 2.1及 2.2所示, 其中 No.iter.表示迭代次
数; CPU(s)表示计算时间, 单位为秒.

表 2.1: 初始点为 x0 = (0, 0, · · · , 0)T
时的数值实验结果

维数 (n)
文献 [4]中算法 算法 2.1

No.iter. CPU(s) No.iter. CPU(s)
100 209 0.04 198 0.03
200 243 0.36 236 0.31
400 269 1.91 278 2.16
600 253 6.02 259 5.83
800 263 13.9 262 12.71

表 2.2: 初始点为 x0 = (1, 1, · · · , 1)T
时的数值实验结果

维数 (n)
文献 [4]中算法 算法 2.1

No.iter. CPU(s) No.iter. CPU(s)
100 229 0.06 218 0.10
200 272 0.37 271 0.32
400 283 2.01 279 2.23
600 296 6.9 303 5.97
800 311 16.63 309 16.32

从表中两种算法的迭代次数和计算时间来看, 虽然数值实验的部分结果较文献 [13]中提
出的算法表现差, 但整体上, 算法 2.1比文献 [4]中提出的算法更加有效. 例如, 从表 2.1中
可看出当维数为 400时, 算法 2.1的 No.iter.和 CPU(s)分别为 278次和 2.16秒差于文献 [4]
中所提算法的 269次的迭代次数和 1.91秒的计算时间. 但是, 从表 2.2中可以看出当维数为
800时, 本文所改进的算法的 No.iter.和 CPU(s)分别为 309次和 16.32秒, 显然要优于文献
[4]中所提算法的 311次的迭代次数和 16.63秒的计算时间.
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3 非线性互补问题的 Levenberg-Marquardt算法

3.1 Levenberg-Marquardt算法的构造及适定性分析

算法 3.1
步骤 0 给定初始点 x0 ∈ Rn. 选取参数 η ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1), α ∈ (0, 0.8), σ ∈(

0, 1
2
(1− α)

)
, δ ∈ (0, 2] . 令 µ0 = ‖Φ(x0)‖δ, κ :=

√
2n, β0 := ‖Φ(x0)‖, τ0 :=

(
α
2κ

β0

)2
,

k := 0.
步骤 1 如果 xk 满足

∥∥∇Ψ
(
xk

)∥∥ ≤ ε, 则算法终止.
步骤 2 计算如下 LM线性方程组, 得到搜索方向 dk

L ∈ Rn,
(
Φ′τk

(
xk

)T
Φ′τk

(
xk

)
+ µkI

)
dk

L = −Φ′τk

(
xk

)T
Φτk

(
xk

)
, (3.1)

其中 µk =
∥∥Φ

(
xk

)∥∥δ
.

步骤 3 计算如下方程组, 得到修正的搜索方向 dk
G ∈ Rn,

(
Φ′τk

(
xk

)T
Φ′τk

(
xk

)
+ µkI

)
dk

G = −Φ′τk

(
xk

)T
Φτk

(
xk

)
+ µkd

k
L. (3.2)

步骤 4 令 σk = min
{
σ, 1

4
µk

}
, 并计算使下式成立的最小的非负整数 sk ∈ {0, 1, · · ·}:

Ψτk

(
xk + λskdk

G

) ≤ Ψτk

(
xk

)− σkλ
sk

∥∥dk
G

∥∥2
. (3.3)

令 tk := λsk , xk+1 = xk + tkd
k
G.

步骤 5 若

∥∥Φ
(
xk+1

)∥∥ ≤ max
{

ηβk,
1
α

∥∥Φ
(
xk+1

)− Φτk

(
xk+1

)∥∥
}

, (3.4)

则令 βk+1 :=
∥∥Φ

(
xk+1

)∥∥, 并选取合适的 τk+1, 满足

0 < τk+1 ≤ min
{( α

2κ
βk+1

)2

,
1
4
τk, τ̄

(
xk+1, γβk+1

)}
, (3.5)

其中 τ̄ (.)的定义见引理 3.2. 否则, 令 βk+1 := βk, 并选取合适的 τk+1, 满足

0 < τk+1 ≤ min
{( α

2κ

∥∥Φ
(
xk+1

)∥∥
)2

,
1
4
τk

}
. (3.6)

步骤 6 令 k := k + 1, 转到步骤 1.
注 3.1 在算法 3.1中, 对搜索方向 dk

L 进行了修正, 使得新的搜索方向更接近 Moore-
Penrose步. 另外, 为使算法更加精确有效, 针对文献 [15]中的算法中所涉及到的一些参数及
不等式关系做了适当的修正.
为了讨论简便, 定义指标集

K := {0} ∪
{

k ∈ N

∣∣∣∣
∥∥Φ

(
xk

)∥∥ ≤ max
{

ηβk−1,
1
α

∥∥Φ
(
xk

)− Φτk−1

(
xk

)∥∥
}}

. (3.7)
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下面先给出连续函数的广义 Jacobian的定义.
定义 3.1 假定 G : Rn → Rn 是局部 Lipschitz连续函数. 那么, G在点 x ∈ Rn 处的

Clarke [16]意义下的广义 Jacobian定义为

∂G (x) = conv
{

H ∈ Rn×n

∣∣∣∣H = lim
xk→x

G′ (xk
)
, xk ∈ DG

}
,

其中 DG是由 G的可微点组成的集合, conv (A)是集合 A的凸包.
Qi [17] 称 ∂CG (x)T

为 G 在点 x ∈ Rn 处的 C - 次微分, 其中 ∂CG (x)T := ∂G1 (x) ×
· · · · · · × ∂Gn (x) .

下面的引理是分析算法收敛性时必要的结论.
引理 3.1
(1) [8] 对任意的 x ∈ Rn, τ1, τ2 ≥ 0, 成立 ‖Φτ1 − Φτ2‖ ≤ κ

∣∣√τ1 −√τ2

∣∣, 其中 κ =
√

2n.
特别地, 对任意的 x ∈ Rn, τ ≥ 0, 有 ‖Φτ − Φ‖ ≤ κ

√
τ .

(2) [15] 对所有的 k ∈ N , 成立
∥∥Φτk

(
xk+1

)∥∥ <
∥∥Φτk

(
xk

)∥∥

和 ∥∥Φτk

(
xk+1

)∥∥ + κ
√

τk+1 ≤
∥∥Φτk

(
xk

)∥∥ + κ
√

τk.

本章所给出算法中, 涉及到 τ̄ 的表达式, 因此给出下面一个结论.
引理 3.2 [9] 假定 x ∈ Rn是任意给定的向量, x不是 NCP (F ) 的解. 定义如下常量

γ (x) := max
i/∈β(x)

{‖xiei + Fi (x)∇Fi (x)‖} ≥ 0

和

α (x) := max
i/∈β(x)

{
x2

i + Fi (x)2
}

> 0,

其中 β (x) := {i |xi = Fi (x) = 0}. 假定 δ为一给定的常数, 定义

τ̄ (x, δ) :=





1,
nγ (x)2

δ2
− α (x) ≤ 0,

α (x)2

2
δ2

nγ (x)2 − δ2α (x)
,

nγ (x)2

δ2
− α (x) > 0,

则对任意的 τ ∈ (0, τ̄ (x, δ)] , 有 dist (Φ′τ (x) , ∂CΦ(x)) ≤ δ.
下面证明算法 3.1的适定性.
定理 3.1 算法 3.1是适定的.
证 只要证明当 λ足够小时, Armijo线性搜索准则满足即可. 由式 (3.1), (3.2), 0 < σk ≤

µk 及 ∇Ψτ (x) = (Ψ′
τ (x))T = (Φ′τ (x))T Φτ (x), 对足够小的 λ有

Ψτk

(
xk + λdk

G

)−Ψτk

(
xk

)
= λ∇Ψτk

(
xk

)T
dk

G + o (λ)

≤− λ
(
Φτk

(
xk

)T
Φ′τk

(
xk

)− µk

(
dk

L

)T
)

dk
G + o (λ)

=− λ
(
dk

G

)T (∇Φτk

(
xk

)
Φ′τk

(
xk

)
+ µkI

)
dk

G + o (λ)

≤− λµk

∥∥dk
G

∥∥2
+ o (λ) ≤ −λσk

∥∥dk
G

∥∥2
+ o (λ) .
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故算法 3.1 是适定的. 证毕.

3.2收敛性分析

这一部分分析算法 3.1的全局收敛性. 先介绍一个引理.
引理 3.3 [8] 令

{
xk

}
是由算法 3.1生成的序列. 假设该序列至少有一个聚点 x∗, 则有

(1) 如果 x∗是 NCP (F )的一个解, 则指标集K 是无限集, 且 {τk} → 0.
(2) 指标集K 是无限集, 当且仅当

{
xk

}
的每个聚点都是 NCP (F )的一个解.

下面利用奇异值分解定理简化 dk
L, dk

G. 由式 (3.1), (3.2)知

dk
L = − [∇Φτk

(
xk

)
Φ′τk

(
xk

)
+ µkI

]−1∇Φτk

(
xk

)
Φτk

(
xk

)
,

dk
G = − [∇Φτk

(
xk

)
Φ′τk

(
xk

)
+ µkI

]−1 [∇Φτk

(
xk

)
Φτk

(
xk

)− µkd
k
L

]
.

由奇异值分解定理, Φ′τk

(
xk

)
被分解为

Φ′τk

(
xk

)
= UkΣkV

T
k = Uk




σk,1

σk,2

. . .

σk,n




V T
k ,

其中 Uk, Vk ∈ Rn×n是正交矩阵, 且 σk,1 ≥ σk,2 ≥ · · · ≥ σk,n ≥ 0. 那么有

dk
L = −VkΛkV

T
k ∇Ψτk

(
xk

)
,

dk
G = −VkΛkV

T
k

[∇Ψτk

(
xk

)− µkd
k
L

]

= −VkΛkV
T

k

[
I + µkVkΛkV

T
k

]∇Ψτk

(
xk

)

= −Vk (ΛkΘk) V T
k ∇Ψτk

(
xk

)

= −VkXkV
T

k ∇Ψτk

(
xk

)
, (3.8)

其中

Λk =




1
σ2

k,1+µk

. . .
1

σ2
k,n+µk


 ,Θk =




1+ µk

σ2
k,1+µk

. . .
µk

σ2
k,n+µk


 ,

Xk =




1
σ2

k,1+µk

(
1+ µk

σ2
k,1+µk

)

. . .
1

σ2
k,n+µk

(
1+ µk

σ2
k,n+µk

)


 .

那么 ∥∥dk
G

∥∥2
= ∇Ψτk

(
xk

)T
VkX

2
kV T

k ∇Ψτk

(
xk

)
. (3.9)

最后, 采用文献 [14] 中收敛性分析相似的思想, 证明算法 3.1 的全局收敛性.
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定理 3.2 假设
{
xk

}
是由算法 3.1生成的序列,

{
xk

}
L
是其收敛于 x∗的一个子列, 则 x∗

是函数 Ψ的稳定点.
证 假设指标集K 是无限集, 由引理 3.3知, 结论成立.
假设指标集K 是有限集. 令K ∩ L = ∅, _

k 是K 中最大的数. 那么, 由算法 3.1中步骤 5
知对所有的 k >

_

k, 有

τk ≤ τ_
k
, βk = β_

k
=

∥∥∥∥Φ
(

x
_
k

)∥∥∥∥ ,
∥∥Φ

(
xk

)∥∥ > ηβk−1 = η

∥∥∥∥Φ
(

x
_
k

)∥∥∥∥ > 0.

那么对所有的 k >
_

k,

Ψ
(
xk

)
=

1
2

∥∥Φ
(
xk

)∥∥2
>

1
2
η2

∥∥∥∥Φ
(

x
_
k

)∥∥∥∥
2

= η2Ψ
(

x
_
k

)
> 0.

下面证明∇Ψ(x∗) = 0. 如若不然, 有 ∇Ψ(x∗) 6= 0.
首先证明 lim

k∈L
inf tk = 0. 假设 lim

k∈L
inf tk = t∗ > 0. 由 Armijo线搜索准则 (3.3), 对所有的

k ∈ L,
Ψτk

(
xk+1

)−Ψτk

(
xk

) ≤ −σktk

∥∥dk
G

∥∥2
. (3.10)

由于 {x}L → x∗, {τk} → 0, 则存在某个 m > 0 使得对所有的 k ∈ L, i = 1, · · · , n, 有∣∣σ2
k,i

∣∣ < m. 由假设 ∇Ψ(x∗) 6= 0, {µk}L → µ∗ = ‖Φ(x∗)‖δ
> 0, 故存在向量M > 0, 对充分

大的 k ∈ L, 有

∥∥dk
G

∥∥2 ≥
[

1
m + µk

(
1 +

µk

m + µk

)]2 ∥∥∇Φτk

(
xk

)∥∥2 ≥ M
∥∥∇Φτk

(
xk

)∥∥2
. (3.11)

由式 (3.10), (3.11), 对充分大的 k ∈ L, 有

Ψτk

(
xk+1

)−Ψτk

(
xk

) ≤ −σktkM
∥∥∇Φτk

(
xk

)∥∥2
. (3.12)

由于 K 是有限集, {σk}L → σ∗ = min
{

σ, 1
4
‖Φ(x∗)‖δ

}
> 0 及 {τk} → 0, 假设 c :=

σ∗t∗M
∥∥∇Φτk

(
xk

)∥∥2
, 那么由式 (3.12), 对充分大的 k ∈ L, 有

Ψτk

(
xk+1

)−Ψτk

(
xk

) ≤ − c

2
. (3.13)

假定 L = {l0, l1, l2 · · · .}. 由引理 3.1有
∥∥Φ

(
xlj+1

)∥∥ ≤ ∥∥Φ
(
xlj+1

)∥∥ + 2κ
√

τlj+1. 那么对充分

大的 lj , 有

Ψ
(
xlj+1

)
=

1
2

∥∥Φ
(
xlj+1

)∥∥2 ≤ (∥∥Φ
(
xlj+1

)∥∥ + 2κ
√

τlj+1

)2

= Ψ
(
xlj+1

)
+ 2κ

√
τlj+1

∥∥Φ
(
xlj+1

)∥∥ + 2κ2τlj+1 = Ψ
(
xlj+1

)
+

c

4
. (3.14)

由式 (3.13)、式 (3.14), 对充分大的 lj , 有

Ψ
(
xlj+1

)−Ψ
(
xlj

)
=

(
Ψ

(
xlj+1

)−Ψ
(
xlj+1

))
+

(
Ψ

(
xlj+1

)−Ψ
(
xlj

)) ≤ − c

4
,
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这与 Ψ(x) ≥ 0矛盾, 故 lim
k∈L

inf tk = 0. 因此可以令 lim
k∈L

tk = 0. 那么对于足够大的 k ∈ L,

λsk−1总不满足式 (3.3), 即对充分大的 k ∈ L, 有

Ψτk

(
xk + λsk−1dk

G

)−Ψτk

(
xk

)

λsk−1
> −σ

∥∥dk
G

∥∥2
. (3.15)

假定
{
dk

}
L
→ d∗, {σk}L → σ∗, 由式 (3.15)有

∇Ψ(x∗)T
d∗ ≥ −σ∗ ‖d∗‖2

. (3.16)

假定 {Vk}L → V∗, {Xk}L → X∗, µ∗ = ‖Φ(x∗)‖δ
> 0, 其中

X∗ = diag
(

1
σ2

1 + µ∗

(
1 +

µ∗

σ2
1 + µ∗

)
, · · · ,

1
σ2

n + µ∗

(
1 +

µ∗

σ2
n + µ∗

))
.

由式 (3.8), (3.9)及式 (3.16), 则有

−∇Ψ(x∗)T
V∗X∗V T

∗ ∇Ψ(x∗) ≥ −σ∗∇Ψ(x∗)T
V∗X2

∗V
T
∗ ∇Ψ(x∗) . (3.17)

又 σ∗ ≤ 1
4
µ∗, 则由式 (3.17)有 ∇Ψ(x∗) = 0. 证毕.

3.3 数值实验

将算法 3.1与文献 [15]中的算法做比较. 给出两个算例, 说明算法 3.1的优越性及有效
性.
参数设定如下: ε = 1.0e− 7, η = 0.8, λ = 0.5, α = 0.7, σ = 0.05, δ = 2, κ :=

√
2n.

例 1 假定 F (x) = Mx + q, 其中

M =




4 1 0 · · · 0
−2 4 1 · · · 0
0 −2 4 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 4




, q = (−1,−1, · · · ,−1)T
.

例 2 (Kojima-Shindo Problem) 假定 F (x) = (f1 (x) , f2 (x) , f3 (x) , f4 (x))T , 其中

f1 (x) = 3x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + x3 + 3x4 − 6,

f2 (x) = 2x2
1 + x1 + x2

2 + 10x3 + 2x4 − 2,

f3 (x) = 3x2
1 + x1x2 + 2x2

2 + 2x3 + 9x4 − 9,

f4 (x) = x2
1 + 3x2

2 + 2x3 + 3x4 − 3.

该问题有两个解: x1 =
(√

6
2

, 0, 0, 0.5
)T

和 x2 = (1, 0, 3, 0)T .

利用MATLAB2013a编程, 实验结果见下表 3.1所示, 其中 No.iter.表示迭代次数. NF.
表示计算函数 F 值的次数.
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表 3.1: 数值实验结果

问题 维数 初始点
文献 [15]中的算法 算法 3.1

No.iter. NF. ‖∇Ψ(x)‖ No.iter. NF. ‖∇Ψ(x)‖
问题 1

4 (1,1,1,1) 6 6 3.2e-08 5 5 6.14e-08
4 (1,2,3,4) 11 11 4.3e-13 4 4 4.56e-10

问题 2
4 (1,1,1,2) 7 7 2.3e-07 3 3 9.55e-12
4 (2,2,2,2) 9 9 7.2e-08 3 3 6.38e-12
4 (1,2,3,4) 11 11 4.3e-13 2 2 1.54e-08

从表中两种算法的迭代次数和函数 F 值的计算次数来看, 算法 3.1比文献 [15]中提出的
算法更加有效. 例如, 表 3.1中, 问题 1和问题 2经过两种算法的测试后, 算法 3.1的迭代次数
及函数 F 值的计算次数明显小于文献 [15]中的算法.
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TWO CLASSES OF NUMERICAL METHODS FOR THE

NONLINEAR COMPLEMENTARITY PROBLEM
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Abstract: In this paper, two numerical methods are proposed for the nonlinear complemen-

tarity problems. Based on the classical LQP algorithm and the Levenberg-Marquardt algorithm,

the new algorithms are designed; the convergence properties of our methods are obtained; the

numerical experiments show that our new methods are better than traditional ones for some

problems.

Keywords: nonlinear complementarity problem; LQP algorithm; Levenberg-Marquardt

algorithm
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