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摘要: 本文讨论了第一类、第二类以及具有奇异核的 Volterra 积分方程的数值解问题. 利用重

要抽样蒙特卡罗随机模拟方法获得积分方程解的近似计算结果. 通过对文献中算例的实现表明文中所

提方法扩展了 Volterra 型积分方程的数值求解方法,
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1 引言

积分方程是含有对未知函数积分运算的方程, 其中未知函数是以线性形式出现的, 称为
线性积分方程, 否则称为非线性积分方程. 在工程、力学、地球物理勘探等方面许多数学物理
问题都需要通过积分方程求解. 同一个问题有时既可以用微分方程的定解问题又可以用积分
方程来描述, 而常微分方程与偏微分方程的定解问题也可化为等价的积分方程. 积分方程这
一数学工具正日益受到重视, 这是因为化为积分方程可以降低维数, 减少所用节点的个数, 缩
短计算时间, 节省费用.

Volterra 积分方程常出现在许多物理力学应用中.
例如, 在弹簧振子的阻尼振动方程与初始条件为

{
ϕ′′ + 2βϕ′ + ω2

0ϕ = 0,

ϕ(0) = ϕ0, ϕ′(0) = 0,

可化为求解位移 ϕ(t) 所满足的积分方程

ϕ(t) = ϕ0 cos(ω0t) +
2βϕ0

ω0

sin(ω0t)− 2β

∫ t

0

cos(ω0(t− s))ϕ(s)ds,

这是第二类线性 Volterra 积分方程.
下面是一个与土力学有关的 Volterra 积分方程的例子. 设一个桩子受横向力 P 作用于

桩顶. 如图 1 所示, 一桩子顶部受一横向力 P 的作用, p(x) 是土的反力且未知, 在截面 x 处

的弯矩M(x) 为

M(x) = P (e + x)−
∫ x

0

p(t)(x− t)dt, (1.1)
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图 1: 桩受力图

令 F (x) = P (e + x) − M(x), 则 F (x) 是已知函数. 因为力 P 和距离 e 是已知的, 而弯矩
M(x) 可以通过预先埋设于桩表面的应变片用电测法测出应变再换成应力便可求得, 因而也
是已知函数. 因此, 式 (1.1) 可写成

F (x) =
∫ x

0

p(t)k(x, t)dt, (1.2)

其中 k(x, t) = x− t 为已知的核函数. 式 (1.2) 就是一个 Volterra 第一种积分方程. 求出未知
函数 p(x) 后, 便可以用来测定土壤的一些系数 [1].
考虑求解如下两种类型积分方程

g(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1, (1.3)

ϕ(x) = g(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1, (1.4)

其中方程 (1.3) 为 Volterra 第一类积分方程, 方程 (1.4) 为 Volterra 第二类积分方程. 假设
g(x) ∈ L2[0, 1], k(x, t) ∈ L2[0, 1]× L2[0, 1] 是已知的实值连续函数, ϕ(x) ∈ L2[0, 1] 是待求的
未知解函数, λ 是已知的常数. 这里我们假设 Volterra 第一、二类积分方程 (1.3), (1.4) 存在
解析解.
一些求解积分方程 (1.3) 和 (1.4) 的数值解法被使用, 例如 Galerkin 法, 配置法, Taylor

级数展开法, Bernstein 多项式逼近法, Adomian 分解法以及求积公式法 [2–7]. 一般情况下,
这些数值计算方法将积分方程转换成可以直接求解或通过迭代方法求解的线性代数系统, 进
而求得积分方程的数值近似解. 然而, 多数情况下, 所得线性系统的系数矩阵并非稀疏矩阵,
尤其当离散化所得的线性系统是高维情形时, 利用这些数值计算方法求解积分方程就会很困
难而且计算量也很大.
利用蒙特卡罗方法求解 Fredholm 第二类积分方程在文献 [8] 中被提出, 而且, 蒙特卡罗

方法作为一种数值计算方法, 具有受几何条件限制小, 收敛速度与问题的维数无关, 误差容易
确定, 程序结构简单、灵活、易于实现的优点. 本文结合确定性求解技术和蒙特卡罗方法的优
点, 推广蒙特卡罗方法在求解第一类、二类 Volterra 积分方程 (1.3), (1.4) 中的应用.
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文中给出的方法是简单有效的, 可以为迭代法求解积分方程提供一个在其解范围内的初
始近似解. 通过模拟文献中的数值算例证明了提出方法的效率和精度.

2 待定系数逼近法

设 {ui(x)}, (i = 0, 1, 2, · · · ) 是 L2(0, 1) 中的完备函数系, 它们可以是正交的, 也可以是
非正交的, 但它们一定是线性无关的. 将积分方程的未知函数 ϕ(x) 按 {ui(x)} 展开, 用有限
项和式作为 ϕ(x) 的近似, 即

ϕ(x) ≈
n∑

i=0

aiui(x), (2.1)

只要确定了系数 ai, 积分方程的近似解 ϕ̂(x) 就可以确定.
以下我们以 Volterra 第二类积分方程 (1.4) 为例阐明对 Volterra 积分方程的求解方法.

将式 (2.1) 代入积分方程 (1.4), 可得

n∑
i=0

aiui(x)− λ

n∑
i=0

ai

∫ x

0

k(x, t)ui(t)dt− g(x) = r(x), (2.2)

这里如果对任意的 x ∈ [0, 1], 误差 r(x) ≡ 0, 则通过式 (2.1) 就得到积分方程 (1.4) 的精确解,
然而, 这通常难以做到. 因此, 为得到积分方程 (1.4) 的近似解, 可以放宽对误差 r(x) 的要求,
根据对误差 r(x) 的不同要求可以导致确定展开系数 ai(i = 0, 1, 2, · · · ) 的不同数值计算方法.
本文采用配置法将积分方程转化成线性代数系统. 此时, 要求式 (2.2) 中的误差 r(x) 满

足

(r(x), vi(x)) = 0 (i = 0, 1, 2, · · · , n), (2.3)

其中 vi(x) = δ(x− xi).
这里我们选取多项式 pi(x) 作为 [0, 1] 上的完备函数系 {ui(x)}(i = 0, 1, 2, · · · ). 设积分

方程 (1.3) 和 (1.4) 的未知函数 ϕ(x) 是定义在区间 [0, 1] 上的连续函数.
定理 2.1 设 ϕ(x) ∈ C[0, 1], 则一定存在多项式 pn(x) ∈ Pn 使得

max
0≤x≤1

|ϕ(x)− pn(x)| < ε. (2.4)

证 参见文献 [9].
根据定理 2.1 以及矩量法, 选取函数 ϕ(x) 的逼近多项式 pn(x) 为如下形式

Pn(ϕ(x)) =
n∑

i=0

aix
i (2.5)

且满足

max
0≤x≤1

|ϕ(x)− Pn(ϕ(x))| < ε. (2.6)

将式 (2.5) 代回积分方程 (1.4) 中得

n∑
i=0

aix
i = g(x) + λ

n∑
i=0

ai

∫ x

0

k(x, t)tidt, (2.7)
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此时, 式 (2.7) 中的积分项已可以计算, 未知量是 ai (i = 0, 1, · · · , n), 为求这 n + 1 个未知的
系数 ai, 可以建立如下线性系统

n∑
i=0

aix
i
j = g(xj) + λ

n∑
i=0

ai

∫ xj

0

k(xj , t)tidt, (2.8)

针对核函数 k(x, t) 可能会存在奇异点的问题, 取节点 xj = j/n + ε, j = 0, 1, · · · , n − 1,
xn = 1− ε, 其中 ε 是任意小的正数.
线性系统 (2.8) 可以简写为

AX = b, (2.9)

其中

A = [xi
j − λ

∫ xj

0

k(xj , t)tidt], i, j = 0, 1, · · · , n,

X = [ai]t, i = 0, 1, · · · , n,

b = [g(xj)]t, j = 0, 1, · · · , n.

(2.10)

求解线性系统 (2.9), 可以得到积分方程 (1.4) 的近似解 Pn(ϕ̂(x)) =
n∑

i=0

âix
i, 其中 âi 是

由线性系统 (2.9) 求解所得. 所求近似解的误差限由以下定理给出.
引理 2.1 假设

‖A− I‖1 = c1 < 1 (2.11)

成立, 其中 I 为 n + 1 阶单位阵. 则有

‖A−1‖1 ≤ 1
1− c1

. (2.12)

证 由已知条件 (2.11) 有矩阵 A 是非奇异矩阵, 令 B = A − I, 则矩阵 I + B 可逆, 即
(I + B)(I + B)−1 = I, 进而有 (I + B)−1 = I −B(I + B)−1. 在等号两端取矩阵的 1 范数有

‖(I + B)−1‖ = ‖I −B(I + B)−1‖ ≤ ‖I‖+ ‖B‖‖(I + B)−1‖,
‖(I + B)−1‖ = ‖A−1‖ ≤ 1

1− ‖B‖ =
1

1− c1

.

定理 2.2 对于在区间 [0, 1] 上连续的函数 g(x) 以及连续核 k(x, t), 线性系统 (2.9) 中的
矩阵 A 是可逆的. 记 sup

x,t∈[0,1]

|λk(x, t)| = c, 则有

sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ̂(xi))| ≤ ε

(
1 +

1 + c

1− c1

)
(2.13)

成立, 其中 xi = i/n, i = 0, 1, · · · , n, ϕ(x) 是方程 (1.4) 的精确解. ε 是一个任意小的正数.
证

sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ̂(xi))| = sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ(xi)) + Pn(ϕ(xi))− Pn(ϕ̂(xi))|

≤ sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ(xi))|+ sup
xi∈[0,1]

|Pn(ϕ(xi))− Pn(ϕ̂(xi))|. (2.14)
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下面确定 (2.14) 式中两项的界限.
由式 (2.6) 可得

sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ(xi))| ≤ ε. (2.15)

积分方程 (1.4) 可表示为

g(x) = Pn(ϕ(x))− λ

∫ x

0

k(x, t)Pn(ϕ(t))dt, (2.16)

若在式 (2.16) 中将 Pn(ϕ(x)) 替换成 Pn(ϕ̂(x)), 则 g(x) 将被 ĝ(x) 代替, 即

ĝ(x) = Pn(ϕ̂(x))− λ

∫ x

0

k(x, t)Pn(ϕ̂(t))dt, (2.17)

因此有

sup
xi∈[0,1]

|Pn(ϕ(xi))− Pn(ϕ̂(xi))| = sup
xi∈[0,1]

∣∣∣∣∣
n∑

j=0

(aj − âj)x
j
i

∣∣∣∣∣ ≤ ‖A−1‖1 max
xi∈[0,1]

|g(xi)− ĝ(xi)|.

(2.18)

接下来求max |g(xi)− ĝ(xi)|, 为此令 ĝ(x) = Pn(ϕ(x))− λ

∫ x

0

k(x, t)Pn(ϕ(t))dt, 由表达

式 (1.4) 可得

sup
xi∈[0,1]

|g(xi)− ĝ(xi)| = sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ(xi))−
∫ xi

0

λk(xi, t)[ϕ(t)− Pn(ϕ(t))]dt|

≤ sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ(xi))|+ sup
xi∈[0,1]

∣∣∣∣
∫ xi

0

λk(xi, t)[ϕ(t)− Pn(ϕ(t))]dt

∣∣∣∣

≤ sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ(xi))|+
∫ 1

0

sup
xi∈[0,1]

|λk(xi, t)| sup
t∈[0,1]

|ϕ(t)− Pn(ϕ(t))| dt

≤ ε(1 + c).

将这个误差限代回式 (2.18) 中有

sup
xi∈[0,1]

|Pn(ϕ(xi))− Pn(ϕ̂(xi))| ≤ ‖A−1‖1ε(1 + c). (2.19)

根据引理 2.1 以及表达式 (2.14), (2.15) 和 (2.19) 有

sup
xi∈[0,1]

|ϕ(xi)− Pn(ϕ̂(xi))| ≤ ε + ε
1 + c

1− c1

,

此定理得证.
一般情况下, 线性系统 (2.9) 的系数矩阵 A 不是稀疏矩阵, 为此首先采用列选主元的三

角分解法将非奇异矩阵 A 分解为单位下三角矩阵和上三角矩阵的乘积, 即 PA = LU, 其中 L

为单位下三角阵, U 为上三角阵, P 为排列阵. 求解线性系统 (2.9) 等价于求解两个具有稀疏
系数矩阵的线性系统

LY = Pb (2.20)
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以及

UX = Y. (2.21)

通过这样处理可以提高线性系统的求解速度. 对于稀疏系统 (2.21) 利用雅阁比松弛迭代法进
行求解. 记 S = I −DU, 其中D = diag( γ

u11
, γ

u22
, · · · , γ

un+1,n+1
), γ ∈ (0, 1] 是松弛因子, I 是单

位矩阵, 则线性方程组 (2.21) 可表示为如下迭代形式

X(k+1) = SX(k) + Y1, k = 0, 1, · · · , (2.22)

其中 Y1 = DY , X(0) = Y1.
根据计算方法理论可得如下定理:
定理 2.3 如果矩阵 S 的谱半径 ρ(S) 满足条件

ρ(S) < 1, (2.23)

则迭代形式 (2.22) 是收敛的, 即 lim
k→∞

X(k) = X.

证 参见文献 [10].
利用待定系数逼近法求解积分方程 (1.4), 根据Weierstrass 第一逼近定理, 要提高近似

解的精度, 需要增加逼近多项式 pn(x) 中的项数 n, 因而会面临求解阶数较高的线性代数系统
的困难. 而且, 在利用确定性方法求解线性系统时, 求未知解向量中一个分量时常需求出解向
量的全部分量. 这在一些实际问题中无疑会导致巨大的浪费. 蒙特卡罗数值求解方法不仅可
以处理维数较高的问题 (因为蒙特卡罗方法的收敛速度与问题的维数无关), 而且可以只对未
知函数在某个点处的值或几个点处的线性组合值进行求解, 大大减少了数值求解的计算量.
下一节将利用蒙特卡罗方法求解线性方程组的迭代形式 (2.22). 蒙特卡罗方法的基本思

想是将所求问题的解视为一个随机变量的数学期望, 将随机变量多次实现的平均值作为所求
问题的近似解.

3 重要抽样蒙特卡罗方法

对于收敛的迭代格式 (2.22), 有

X = Y1 + SY1 + S2Y1 + · · ·+ SkY1 + · · · .

若令 sij ∈ S, Xi 是解向量 X 的第 i 个分量, 则有

Xi = Y1i +
n+1∑
j1=1

sij1Y1j1 +
n+1∑

j1,j2=1

sij1sj1j2Y1j2 + · · ·+
n+1∑

j1,j2,··· ,jk=1

sij1sj1j2 · · · sjk−1jk
Y1jk

+ · · · ,

(3.1)
其中 Y1i 表示向量 Y1 的第 i 个分量, i = 1, 2, · · · , n + 1.
在式 (3.1) 中, 令 sij = wijpij , 则式 (3.1) 可表示为

Xi = Y1i +
n+1∑
j1=1

wij1pij1Y1j1 + · · ·+
n+1∑

j1,j2,··· ,jk=1

wij1wj1j2 · · ·wjk−1jk
pij1pj1j2 · · · pjk−1jk

Y1jk
+ · · · .

(3.2)
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考虑如下的马尔科夫链

T = t0 → t1 → t2 → · · · → tk → · · · ,

状态空间为 {1, 2, · · · , n + 1}. 记初始概率及由 i 状态转移到 j 状态的转移概率分别为

P (t0 = i) = pi (pi ≥ 0), P (tk = j|tk−1 = i) = pij (pij ≥ 0), i, j = 1, 2, · · · , n + 1

且 pi 和 pij 满足
n+1∑
i=1

pi = 1,

n+1∑
j=1

pij = 1.

马尔科夫链的权函数Wk 由如下递推公式定义

W0 = 1, Wk = Wk−1

stk−1tk

ptk−1tk

=
st0t1st1t2 · · · stk−1tk

pt0t1pt1t2 · · · ptk−1tk

, k = 1, 2, · · · , (3.3)

因此马尔科夫链的权函数Wk 为一随机变量. 进而可以构造权函数Wk 的随机变量函数为

X̂i =
∞∑

k=0

WkY1tk
, (i = 1, 2, · · · , n + 1). (3.4)

估计量 X̂i 有如下性质:
定理 3.1 如果初始概率满足 P (t0 = i) = pi ≡ 1, 即 P (t0 = j) ≡ 0 (j 6= i, i, j =

1, 2, · · · , n + 1), 马尔科夫链的权函数Wk 如 (3.3) 式所示, 则随机变量 X̂i 的数学期望为

E(X̂i) = Xi. (3.5)

证

E(X̂i) = E(W0Y1t0) + E(W1Y1t1) + · · ·+ E(WkY1tk
) + · · ·

= Y1i +
n+1∑
j1=1

wij1Y1j1pij1 + · · ·+
n+1∑

j1,j2,··· ,jk=1

wij1wj1j2 · · ·wjk−1jk
Y1jk

pij1pj1j2 · · · pjk−1jk
+ · · · .

根据表达式 (3.2) 有
E(X̂i) = Xi.

由定理 3.1 可见, 估计量 X̂i 是线性代数系统 (2.21) 解向量 X 的第 i 个分量 Xi 的无偏

估计量, 因此蒙特卡罗方法可以只计算未知函数在某个点处的函数值.
若令 X

(k)
i 为迭代格式 (2.22) 的第 k 次迭代解 X(k) 的第 i 个分量, 则它的蒙特卡罗逼近

解为

X̂
(k)
i =

k∑
m=0

WkY1tk
, (i = 1, 2, · · · , n + 1), (3.6)

满足 E(X̂(k)
i ) = X

(k)
i .
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为了估计 E(X̂(k)
i ), 对随机变量 X̂

(k)
i 重复实现 N 次, 利用 N 次实现的算术平均估计

E(X̂(k)
i ). 根据初始概率 pi 以及状态转移概率 pij , N 次实现链长为 k 的马尔科夫链

tx
0 → tx

1 → tx
2 → · · · → tx

k, x = 1, 2, · · · , N,

得到 N 次实现的样本均值为

X̂
(k)
i =

1
N

N∑
x=1

X̂
(k)
ix ≈ E(X̂(k)

i ).

如果所得样本均值的标准差

√
Var

(
X̂

(k)
i

)
有限, 则根据中心极限定理

P

(∣∣∣X̂(k)
i − E(X̂(k)

i )
∣∣∣ ≤ r

√
Var

(
X̂

(k)
i

))
≈ 2Φ(r)− 1,

因此估计量 X̂
(k)
i 在概率意义下的精度可以由方差 Var

(
X̂

(k)
i

)
度量. 在实际计算时, 方差

Var
(
X̂

(k)
i

)
常通过 X̂

(k)
i 的样本方差进行估计.

下面根据重要抽样原理给出随机路径 T 的产生方法, 即状态转移概率 P (tk = j|tk−1 =
i) = pij 的选择依据. 由以上讨论易知, 计算 Xi 需计算

n+1∑
j=1

sijY1j = E

(
stk−1tk

ptk−1tk

Y1tk

)
=

1
N

N∑
x=1

stx
k−1tx

k

ptx
k−1tx

k

Y1tx
k
=̂θ̂,

其中路径 T = t0 → t1 → t2 → · · · → tk → · · · 根据初始概率 pi 与状态转移概率 pij 来选择.
初始概率在定理 3.1 中已经给出选择. 估计量 θ̂ 的方差为

Var(θ̂) =
1
N




n+1∑
j=1

(sijY1j)2

pij

−
(

n+1∑
j=1

sijY1j

)2

 . (3.7)

由方差表达式 (3.7), 估计量 θ̂ 的精度与转移概率 pij 的选择有关. 为降低因随机路径引起的

误差, 可选择 pij 使其接近模拟的目标 sij 且满足归一性
n+1∑
j=1

pij = 1, 为此选择状态转移概率

pij 形式如下

pij =
|sij |

n+1∑
j=1

|sij |
, i = 1, 2, · · · , n + 1,

这就是重要抽样蒙特卡罗方法. 重要抽样体现了显著特征优先发生转移的原则.

4 数值算例实现

这一节通过一些算例验证了文中所提方法对求解第一、二类 Volterra 线性积分方程的有
效性. 使用MATLAB R2008a 软件编程实现如下算例. 计算结果与文献 [5] 中的结果进行了
比较. 结果表明, 文中所提方法是有效的可选择的方法.



No. 2 洪志敏等: Volterra 积分方程的蒙特卡罗数值求解方法 433

本文使用文献 [5] 中的误差形式来度量数值近似解的精度. 误差定义如下

‖en‖ =
(∫ b

a

e2
n(x)dx

)1/2

≈
(

1
n + 1

n∑
i=0

e2
n(xi)

)1/2

, (4.1)

其中 en(xi) = ϕ(xi)− Pn(ϕ̂(xi)), xi = i/n, i = 0, 1, · · · , n.
符号说明 TMC 表示基于泰勒展式下的蒙特卡罗方法, Bernstein 表示伯恩斯坦多项式

法.
当 n 取不同值时, 例 1 至例 4 的计算误差 ‖en‖ 列于表 1.
为直观起见, 将本文提出的随机模拟方法与文献 [5] 中的伯恩斯坦多项式近似方法的对

比结果绘于图 2 至图 5.
例 1 考虑如下与热传导问题有关的具有弱奇异核的第二类 Volterra 积分方程 (见文献

[5])

ϕ(x) = g(x) +
∫ x

0

tµ−1

xµ
ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

令 µ = 1.5, 则 g(x) 是使方程的精确解为 ϕ(x) = x5 + x6.5 的连续函数.
例 2 考虑如下第二类 Volterra 积分方程 (见文献 [5])

ϕ(x) = cos(x)− ex sin(x) +
∫ x

0

exϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

此方程的精确解为 ϕ(x) = cos(x).
例 3 考虑如下 Abel 积分方程 (见文献 [5])

2
105

√
x(105− 56x2 + 48x3) =

∫ x

0

1√
x− t

ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

此方程的精确解为 φ(x) = x3 − x2 + 1.
例 4 考虑有关测试问题的第一类 Volterra 积分方程 (见文献 [5])

sin(x) =
∫ x

0

ex−tϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

此方程的精确解为 ϕ(x) = cos(x)− sin(x).
由表 1, 图 2 至图 5 可以得出如下结论:
• 由表 1 可见, n 值越大, 由蒙特卡罗随机模拟方法所求近似解愈接近积分方程精确解,

而 n 的增大并没有给本文提出算法的编程和计算带来困难.
• 由图 2 和图 3 可见, 对于 Volterra 第二类线性积分方程, 利用蒙特卡罗随机模拟方法

计算的多项式形式近似解的精度接近伯恩斯坦多项式近似解的精度.
• 由图 4 和图 5 可见, 对于 Volterra 第一类线性积分方程, 利用蒙特卡罗随机模拟方法

计算的多项式形式近似解的精度优于伯恩斯坦多项式近似解的精度.
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表 1: 例 1 至例 4 随机模拟近似解的误差 ‖en‖
n 例 1 例 2 例 3 例 4
2 1.52905E-01 1.89588E-03 1.58523E-02 1.95047E-03
3 9.02721E-02 4.64776E-04 1.37823E-09 3.93243E-05
4 1.80912E-02 8.47737E-06 1.19246E-09 6.25065E-06
5 1.98656E-03 6.63511E-07 8.46019E-10 9.86361E-08
6 9.20432E-05 1.34213E-08 7.84744E-10 7.62772E-09
7 3.88452E-06 2.12057E-09 6.64555E-10 1.05248E-09
8 4.59889E-07 2.58241E-09 1.15941E-09 1.90746E-09
9 8.77428E-08 2.58214E-09 1.78956E-09 1.75705E-09
10 1.97488E-08 2.65967E-09 4.37541E-09 1.06851E-08
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0.2
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‖e n
‖
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Bernstein

图 2: 例 1 中, 对于不同的 n 值, 本文方法与文献 [5] 方法误差 ‖en‖ 对比图
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2 x 10−3

n

‖e n
‖

 

 

TMC
Bernstein

图 3: 例 2 中, 对于不同的 n 值, 本文方法与文献 [5] 方法误差 ‖en‖ 对比图

5 结论

本文利用蒙特卡罗技术与待定系数逼近法相结合的方法求解了 Volterra 第一、二类以及
具有弱奇异核的积分方程. 该方法解决了求积公式法难于处理的具有奇异核的第一类积分方



No. 2 洪志敏等: Volterra 积分方程的蒙特卡罗数值求解方法 435

程求解问题. 算例实现表明, 蒙特卡罗方法可以求得积分方程具有一定精度的数值近似解. 最
主要的是蒙特卡罗方法可以根据实际问题需要计算未知量在某一点处的函数值, 计算耗时少.

2 4 6 8 10
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n

‖e n
‖
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图 4: 例 3 中, 对于不同的 n 值, 本文方法与文献 [5] 方法误差 ‖en‖ 对比图
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图 5: 例 4 中, 对于不同的 n 值, 本文方法与文献 [5] 方法误差 ‖en‖ 对比图
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NUMERICAL SOLUTIONS OF VOLTERRA INTEGRAL

EQUATIONS BY USING MONTE CARLO METHOD
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Abstract: In this paper, a numerical algorithm is concerned for solving approximate

solutions of Volterra linear integral equations of the first kind, second kind and even singular type

with the random sampling. By using important sampling Monte Carlo method, we obtain the

approximation solution of integral equations. The present method of this article can provide a

reliable choice for the initial solution of integral equations.

Keywords: linear Volterra integral equation; collocation method; Markov chain; Monte

Carlo algorithms; important sampling

2010 MR Subject Classification: 65R20; 65C05


