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关于一类变分不等式的 LQP 算法
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摘 要: 本文研究一类 ξ - 单调的变分不等式问题. 利用 KKT 条件将原问题转换为非线性

互补问题 (nonlinear complementarity problem, NCP) 的方法, 获得了基于 logarithmic-quadratic

proximal (LQP) 的算法及其改进形式, 推广了 LQP 算法的适用范围.
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1 引言

单调向量函数在变分不等式和互补问题 (variational inequality/complementarity prob-
lem, VI/CP) 中有着重要意义, 正如凸函数在优化问题中有着重要作用一般. 特别地, 在 ξ -
单调条件下, VI 解的唯一性和存在性能够得到保证 (参考文献, 如 [1] 中定理 2.3.3). 本文研
究一类 ξ - 单调的变分不等式问题 (I), 记为 VI(K,F ), 问题表述如下: 求解 x ∈ K ⊆ Rn, 使
得

(y − x)T F (x) ≥ 0,∀ y ∈ K, (1)

K = {x|gi(x) ≤ 0, i ∈ I}, I = {1, 2, · · · ,m}, gi(x) 是凸函数, F (x) 是 ξ - 单调的, 且
0 < ξ ≤ 2, 即存在常数 α > 0, 0 < ξ ≤ 2使得

(y − x)T (F (y)− F (x)) ≥ α ‖ x− y ‖ξ
2,∀ x, y ∈ Rn. (2)

当 ξ = 2时, 称 F (x) 是一致单调的.
对于上述类型的问题, 至今已深入研究了很多方法, 具体可参考文献 [1–3]. 本文中, 我们

首先利用 KKT 条件 (假设 g(x) 在解 x 处满足 LICQ) 将原问题转换成如下等价问题 (II): 求
解向量 x ∈ Rn, λ ∈ Rm使得

0 ≤ λ ⊥ −g(x) ≥ 0, F (x) +
m∑

i=0

λi · 5 gi(x) = 0, (3)

λ是关于问题 (I) 的 Lagrangian 乘子向量. 经分析, 问题 (II) 又可以转换为关于 λ的非线性

互补问题. 由此我们可以用那些解决 NCP 的算法解决原问题.
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非线性互补问题 (NCP) 即求解向量 x ∈ Rn , 使得

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, xT · F (x) = 0, (4)

其中 F (x) : Rn → Rn . 若 F (x) 关于 Rn
+ = {x ∈ Rn |x ≥ 0} 是连续单调的, 且当

F (x) = Mx + q (M ∈ Rn× n, q ∈ Rn× 1) 是线性映射时, 这类问题已被大量研究, 尤其当
M 是半正定矩阵时, 已有很多有效算法被提出, 如文 [4]; 而当 F (x) 非线性, 且问题 (4) 的解
集非空时, 邻近点算法 (proximal point algorithm, PPA) 是一个相当有效的工具. PPA 是由
Martinet 提出 (参看文献 [5]), 并经很多研究人员推广, 如文 [6–7], 已发展出一套成熟的理论
框架. 给定 xk ∈ Rn

+, βk ≥ β > 0, 新的迭代点 xk+1 是如下 NCP 的唯一解:

(PPA) x ≥ 0, βk · F (x) + (x− xk) ≥ 0及xT (βk · F (x) + (x− xk)) = 0. (5)

相比于问题 (4), 问题 (5) 是强单调的, 更便于操作.
本文所用的 LQP 法, 最初出现于文献 [8–9], 是上述 PPA 的一种推广. 由于 LQP 法所

产生的迭代序列严格位于 Rn
+ 的内部 (记为 Rn

++), 因此非常适合用于求解 (4) 类问题, 且每
步迭代任务等价于求解方程组.
具体地, 给定 xk ∈ Rn

++ := int Rn
+, βk ≥ β > 0, 由 LQP 法产生的新的迭代点 xk+1 是如

下非线性互补问题的唯一解: 求解向量 x ∈ Rn , 使得

x ≥ 0, βkF (x) +5xD(x, xk) ≥ 0 及 xT (βkF (x) +5xD(x, xk)) = 0,

其中5xD(x, xk) = (x− xT ) + µ(xk −X2
k · x−1), 参数

µ ∈ (0, 1), βk > 0, Xk = diag(xk
1 , x

k
2 , · · · , xk

n), x−1

的第 j 元为 1/xj(j = 1, 2, · · · , n). 由于满足 D(xk, xk) = 0 的5xD(x, xk) 的积分形式为

D(x, xk) =





1
2
‖ x− xk ‖2 +µ

n∑
j=1

((xk
j )

2log
xk

j

xj
+ xjx

k
j − (xk

j )
2), x ∈ Rn

++,

+∞, 其他,

故称为 LQP 法, 其中5xD(x, xk) 的第二项保证了新的迭代点位于 Rn
++. 而上述非线性互补

问题等价于求解以下方程组的正值向量解:

βkF (x) +5xD(x, xk) = 0,

即

βk · F (x) + x− (1− µ)xk − µ · X2
k · x−1 = 0. (6)

一般来讲, 问题 (6) 比 (4) 要更加容易处理. 因此 LQP 法提供了一种全新的算法 – 即通过求
解如 (6) 形式的方程组来解决问题 (4).
对于问题 (III), 用 LQP 法我们可得到下述迭代形式: 给定 λk ∈ Rm

++, λk+1 是以下方程

组的解 {
− βk · g(x) + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2

k · λ−1 = 0,

F (x) + (5 g(x))T · λ = 0,
(7)
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其中 Ψk = diag(λk
1 , λ

k
2 , · · · , λk

m), 向量 λ−1的第 j 元为 1/λj(j = 1, 2, · · · ,m).

2 分析

我们首先给出引理 2.1, 其证明可参见文献 [11] 中定理 2.4.3.
引理 2.1 若映射 F : D ⊂ Rn → Rn 在开凸集D0 ⊂ D 上是连续可微的, F 在D0 上单

调的当且仅当5 F (x)对所有 x ∈ D0 是半正定的. 特别地, 当 F 是 ξ - 单调的, 且 0 < ξ ≤ 2
时, 5 F (x)对所有 x ∈ D0 是正定的.
再分析 (3) 式, 并记 G(x, λ) = F (x) + (5 g(x))T · λ, 可得引理 2.2.
引理 2.2当 λ ≥ 0 时, 由 G(x, λ) = 0 唯一决定 x = x(λ).
证 gi(x) 是凸函数, 可知5 gi(x) 是单调的 (∀ x ∈ Rn) (参见文献 [11] 中定理 3.4.5). 又

F (x) 是 ξ - 单调的, ∀λ ≥ 0有

(x1 − x2)T (G(x1, λ)−G(x2, λ))

=(x1 − x2)T (F (x1)− (x2)) +
m∑

i=1

λi · (x1 − x2)T (5 gi(x1)−5 gi(x2))

≥α ‖ x1 − x2 ‖ξ
2 (∀ x1, x2 ∈ Rn, λ ≥ 0).

因此 ∀λ ≥ 0, G(x, λ)关于 x ∈ Rn 是 ξ - 单调的. 由此可得 ∀λ ≥ 0, G(x, λ) = 0有唯一解
x = x(λ).
对方程 G(x, λ) = 0用隐函数定理, 有

5xG(x, λ) · 5 x(λ) +5λ G(x, λ) = 0, (8)

F (X) 是 ξ - 单调的, 由引理 2.1, 5 F (x)对所有 x ∈ Rn 是正定的, 计算 G(x, λ)对于 x 的偏

导数

5x G(x, λ) = 5x(F (x) +
m∑

i=1

λi · 5 gi(x))

= 5 F (x) +
m∑

i=1

λi · 52 gi(x),

52 gi(x) 是 gi(x) 的 Hessian 矩阵. gi(x) 是凸函数, 可知5 2 gi(x) 是半正定的 (∀ x ∈ Rn).
因此5x G(x, λ) (∀ x ∈ Rn, λ ≥ 0) 是正定的, 5−1

x G(x, λ) (∀ x ∈ Rn, λ ≥ 0) 是正定的. 由
(8) 式得

5 x(λ) = −(5xG(x, λ))−1 · 5λ G(x, λ)

= −(5 F (x) +
m∑

i=1

λi · 52gi(x))−1 · (5 g(x))T .

由上述分析, 问题 (II) 等价于求解下述问题 (III): 求解向量 λ ∈ Rm 使得 0 ≤ λ ⊥
−g(x(λ)) ≥ 0, 其中 x(λ) 由方程组 G(x, λ) = 0 决定. 记 h(λ) = −g(x(λ)), 计算5 h(λ)

5 h(λ) = −5 g(x) · 5 x(λ)

= 5 g(x) · (5 F (x) +
m∑

i=1

λi · 52gi(x))−1 · (5 g(x))T ,
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故5 h(λ) ∀λ ≥ 0 是半正定的, 由引理 2.1, h(λ) 关于 λ ≥ 0 是单调的.
因为原问题 (I) 有唯一解, 可知问题 (III) 的解集非空, 问题 (III) 可用 LQP 法得到以下

迭代形式

−βk · g(x(λ)) + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2
k · λ−1 = 0,

于是得到一般的等价形式:
{
− βk · g(x) + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2

k · λ−1 = 0,

F (x) + (5 g(x))T · λ = 0.

算法 2.1
步骤 0 初始值: 给定 ε > 0, µ ∈ (0, 1), β > 0, βk ≥ β, λ0 > 0. 令 k = 0.
步骤 1 迭代: 已知 λk, λk+1是下列方程组的解

{
− βk · g(x) + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2

k · λ−1 = 0,

F (x) + (5 g(x))T · λ = 0,
(9)

其中 Ψk = diag(λk
1 , λ

k
2 , · · · , λk

m), λ−1的第 j 元 1/λj(j = 1, 2, · · · ,m).
步骤 2 收敛条件: 若 ‖ λk − λk+1 ‖∞< ε, 停止迭代；否则令 k := k + 1, 并返回步骤 1.
收敛性分析

类似文献 [8, 12–13] 中 LQP 法的收敛性分析, 同样可得由算法 2.1 所得序列 {λk} 的收
敛性. 又由隐函数定理可知 x(λ)(λ ≥ 0) 的连续性, 故当 λk → λ∗ 时, xk → x∗(xk+1 由方程

组 (9) 所得).
注 2.1 当 g(x) = −x, 原问题即为 NCP, 相应的迭代方程组变为

{
βk · x + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2

k · λ−1 = 0,

F (x)− λ = 0.

注 2.2 类似方法可用于下述数学规划问题:

min f(x),

x ∈ K = {x ∈ Rn|g(x) ≤ 0}, g(x) =




g1(x) ≤ 0
...

gm(x) ≤ 0




,

其中 f(x) 是一致凸函数, gi(x) 是凸函数. 显然5 f(x) 是一致单调算子, 由 KKT 条件可得
类似 (3) 式所示问题, 便得到相同的基于 LQP 的算法.

3 改进算法

受文献 [10, 12–13] 中改进的 LQP 算法的启发, 下面给出算法 2.1 的改良算法.
算法 3.1 令 µ, ν ∈ (0, 1), β > 0, 给定 λk > 0 及 βk ≥ β, 改进算法中新的迭代点 λk+1

由下述步骤产生:
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对数 - 二次邻近步 解方程组

{
− βk · g(x) + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2

k · λ−1 = 0,

F (x) + (5 g(x))T · λ = 0,
(10)

解记为 (xk+1, λ̃k).
扩展 新的迭代点 λk+1(α) 为下述方程组的正解

−α · βk · g(xk+1) + λ− (1− ν) · λk − ν ·Ψ2
k · λ−1 = 0, (11)

其中 α 是正的标量, 据文 [12] 中的讨论, 选取 0 ≤ ν ≤ µ2

2−µ2 , α = 1−ν
(1+µ)2

.

注 3.1 比较前面两种算法, 可知 λ̃k 是算法 2.1 中的新的迭代点, 算法 3.1 增加的计算量
相当小. 事实上, 方程组 (11) 的解的每个元素可以由下面的显式直接计算可得

λk+1
j =

(1− ν)λk
j + αβk · gj(xk+1) +

√
((1− ν)λk

j + αβk · gj(xk+1))2 + 4ν(λk
j )2

2
,

而且, 当 λk > 0 时, 容易验证 λk+1 > 0, 因此算法 3.1 产生的所有迭代点均为 Rm
++ 的内点,

从而新算法很好的保留的原 LQP 算法的理论性质.
算法 3.2 类似于文献 [10] 中所讨论的基于 LQP 的内点预估 - 校正算法, 可以下列步骤

产生新的迭代点 λk+1: 给定 µ ∈ (0, 1), β > 0, λk > 0, βk ≥ β.

预测 求解 λ̃k ∈ Rm
++, xk+1 ∈ Rn, 以及 ζk ∈ Rm, 使得下式成立

{
ζk := −βk · g(xk+1) + λ̃k − (1− µ) · λk − µ ·Ψ2

k · (λ̃k)−1 ≈ 0,

F (xk+1) + (5 g(xk+1))T · λ̃k = 0,

其中 ζk 满足 ‖ ζk ‖≤ η
√

1− µ2 ‖ λk − λ̃k ‖ .

校正 取下面非线性方程组的正解为算法新的迭代点 λk+1:

−τ · βk · g(xk+1) + λ− (1− µ) · λk − µ ·Ψ2
k · λ−1 = 0, (12)

τ 可看作纠正步骤 (12) 的步长. 据文 [10] 中的讨论, τ 值可由下面的方法选取:

τ := τk =
(1− µ)(‖ λk − λ̃k ‖2 +(λk − λ̃k)T ζk)

(1 + µ)2 ‖ λk − λ̃k + 1
1+µ

ζk ‖2
.

当然, τ 值也可以按文 [13] 中所讨论的策略选取.

4 结论

由 KKT 条件和隐函数定理, 得到原问题 (I) 的等价形式, 即问题 (III). 问题 (III) 是典
型的 NCP, 因此可用 LQP 法解决, 且可以保证所有迭代点均位于 Rm

+ 的内部. 最后, 受文献
[10, 12–13] 提出的改进 LQP 算法的启发, 提出了相应的算法 2.1 的两种改进算法.
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A NEW APPROACH BASED ON LQP METHOD FOR A CLASS

OF VARIATIONAL INEQUALITIES

WU Fu-ping, HUANG Chong-chao

(School of Mathematics and Statistics, WuHan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: In this paper, we study a class of ξ-monotone variational inequalities. Using the

KKT conditions and by transforming the original problem into the NCP, we obtain its parallel

algorithm based on the LQP method and improved algorithms, which extend the application range

of the LQP method.

Keywords: variational inequalities; logarithmic-quadratic proximal method; nonlinear

complementarity problem
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