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有关不能全含于半球中的一些曲面的性质讨论
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摘要: 本文主要研究了不能全含于开半球中的一些特殊曲面. 利用 Lr 算子的相关性质, 证明

了对 Sn+1 中紧致 r - 极小超曲面, 如果第二基本形式的秩 rank(hij) > r, 则其不全含在 Sn+1 的一个

开半球中.
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1 准备知识

定义第 r 阶平均曲率

Sr =
1
r!

εi1···ir

j1···jr
hi1j1 · · ·hirjr

,

Hr = (
n

r
)−1Sr,

Sr 与基底的选取无关, Sr 不变. 事实上, 对基底作正交变换

det(λI − h̄) = det(λI − T−1hT ) = det(T−1(λI − h)T ) = det(λI − h).

若 Hr+1 = 0, 则称 x : Mn → Sn+1 是 r - 极小的.

第 r 个牛顿算子 Trij =
1
r!

εi1···iri
j1···jrjhi1j1 · · ·hirjr

. 定义

Tr : TpM → TpM,

Tr(ei) = Trijej .

记 B = (hij), 易有

εi1···iri
j1···jrj =




δi1j1 · · · δi1jr
δi1j

...
...

...
...

δirj1 · · · δirjr
δirj

δij1 · · · δijr
δij




= δijε
i1···ir

j1···jr
− δi1jε

ii2···ir

j1j2···jr
− δi2jε

i1ii3···ir

j1j2j3···jr
− · · · − δirjε

i1···ir−1i
j1···jr−1jr

,
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1
r!

εi1···iri
j1···jrjhi1j1 · · ·hirjr

=δijSr − 1
r!

εii2···ir

j1j2···jr
hjj1hi2j2 · · ·hirjr

− 1
r!

εi1ii3···ir

j1j2j3···jr
hi1j1hjj2 · · ·hirjr

− · · · − 1
r!

ε
i1···ir−1i
j1···jr−1jr

hi1j1hi2j2 · · ·hjjr

=δijSr − (r − 1)!
r!

T(r−1)ij1hj1j − (r − 1)!
r!

T(r−1)ij2hj2j

− · · · − (r − 1)!
r!

T(r−1)ijr
hjrj

=δijSr − T(r−1)ikhkj ,

因此有 Tr = SrI − Tr−1B. 此外

tr(Tr−1B) = T(r−1)ijhij =
1

(r − 1)!
ε

i1···ir−1i
j1···jr−1jhi1j1 · · ·hir−1jr−1hij

=
r!

(r − 1)!
· 1
r!

εi1···ir

j1···jr
hi1j1 · · ·hirjr

= rSr.

即 rSr = tr(Tr−1B). 当 r = 1 时, 记 T1ij = Tij .

定义算子

Lr : C∞(M) → C∞(M),

Lr(f) :=
∑
i,j

Trijfi,j ,∀f ∈ C∞(M).

特别地,
L0(f) =

∑
i,j

T0ijfi,j =
∑
i,j

δijfi,j = 4f.

即 L0 = 4.
易知此算子为4 算子的推广. 当 r = 1 时, 记 L1 = L.
经计算有 Lrx = (r + 1)Sr+1en+1 − c(n − r)Srx, 当 r = 0 时, 就是 Takahashi 定理

∆x = nHen+1 − ncx.

最近, 有作者用高阶平均曲率给出了球面的一些特征 (如文献 [1, 2]), 本文研究高阶极小
超曲面及其高斯映射的进一步性质.

2 r - 极小超曲面及其 Gauss 映射

2.1 r - 极小曲面

设 x : Mn → Sn+1 为紧致的极小 (0 - 极小) 超曲面, ∆x = −nx (此时H = 0, c = 1).
若 x(Mn) 包含在 Sn+1 的闭半球中, 则有常向量 ~a, 使 〈x,~a〉 ≥ 0. 故

〈∆x,~a〉 = 〈−nx,~a〉 = −n〈x,~a〉 ≤ 0.

令

EA = (0, · · · , 1A, 0, · · · , 0), 1 ≤ A ≤ n + 2,

x = xAEA = (x1, · · · , xn+2) ∈ Rn+2,
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xA 是定义在上Mn 的函数, 且

‖x‖2 =
n+2∑
A=1

(xA)2 = 1,

∆x = (∆x1,∆x2, · · ·∆xn+2) =
n+2∑
A=1

∆xAEA, ~a =
n+2∑
A=1

aAEA,

〈∆x,~a〉 = 〈
n+2∑
A=1

∆xAEA,~a〉 =
n+2∑
A=1

∆xA〈EA,~a〉

=
n+2∑
A=1

∆xAaA =
n+2∑
A=1

∆(xAaA)

= ∆
n+2∑
A=1

(xAaA) = ∆〈x,~a〉.

故∆〈x,~a〉 = 〈∆x,~a〉 ≤ 0,即 〈x,~a〉为下调和函数. 由Hopf引理,及∆〈x,~a〉 = 0知 〈x,~a〉 = 0,

则 x(Mn) = Sn ⊂ Sn+1. 而 Sn 在 Sn+1 中是全测地的, 也就下述经典定理:
定理 A Sn+1 中紧致极小超曲面不全含在 Sn+1 中的一个开半球中.
推广上面定理有

引理 1 对 Sn+1 中紧致 r - 极小超曲面, 若 Tr 有定, 则其不全含在 Sn+1 的一个开半球

中.
证 假设若能全含在 Sn+1 的一个开半球中, 则存在常向量 ~a , 使

〈x,~a〉 > 0,

Lrx = (r + 1)Sr+1en+1 − c(n− r)Srx = −(n− r)Srx,

此时 Sr+1 = (
n

r + 1
)Hr+1 = 0, c = 1. 令 ϕ(x) = 〈x,~a〉, 类似 ∆ 算子的证明有

Lr(ϕ) = 〈Lrx,~a〉 = −(n− r)Sr〈x,~a〉 = −(n− r)Srϕ.

由于 Tr = SrI − Tr−1B, rSr = tr(Tr−1B), 则

tr(Tr) = tr(SrI − Tr−1B) = nSr − rSr = (n− r)Sr.

若 (Trij) 正定的, 则 Sr = 1
n−r

tr(Tr) > 0. 由于易有 Lr 关于 L2 - 内积是自伴的, 则有∫

M

Lr(ϕ)dM = 0. 故

∫

M

−(n− r)SrϕdM = 0 ⇒
∫

M

SrϕdM = 0(Sr > 0) ⇒ ϕ = 0,

即 〈x,~a〉 = 0, 与假设矛盾.
引理 2 [2] 对于球中 r - 极小超曲面, Lr 是椭圆算子的充要条件为 rank(hij) > r.
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从此引理及引理 1 就有

定理 1 对于 Sn+1 中紧致 r - 极小超曲面, 如果 rank(hij) > r, 则其不全含在 Sn+1 的一

个开半球中.

2.2 紧致超曲面 x : Mn → Sn+1(c) 的 Gauss 像

有类似 Hopf 引理如下

定理 * 若 (Tij) 有定, L(f) = 0(或 L(f) ≥ 0 或 L(f) ≤ 0), 则 f =const.

证

L(
1
2
f2) =

1
2
Tij(f2)i,j =

1
2
(2Tij(ffi)j)

= Tijfifj + fTijfi,j = Tijfifj + fL(f).

由于

∫

M

gL(f)dM =
∫

M

fL(g)dM , 则有
∫

M

L(f)dM = 0. 若 L(f) = 0, (Tij) 正定, 则

0 =
∫

M

L(
1
2
f2)dM =

∫

M

TijfifjdM ≥ 0.

故

∫

M

TijfifjdM = 0. 又因 Tijfifj ≥ 0 ((Tij) 正定), 则 Tijfifj = 0. 故 fi = 0 即 f =const.

若 L(f) ≥ 0, 且
∫

M

L(f)dM = 0, 则 L(f) = 0. 故 f =const, 对于 L(f) ≤ 0, 亦成立.

同理, 当 (Tij) 负定时, 类似证明.

定义 f := 〈x,A〉, A 为常向量, 则

df = 〈dx,A〉 = 〈wiei, A〉 = 〈ei, A〉wi, df = fiwi,

故有 fi = 〈ei, A〉. 由于

dei = wijej + hijwjen+1 − cwix = wijej + hijwjen+1 − cδijxwj ,

则

fi,jwj = dfi + fjwji

= d〈ei, A〉+ 〈ej , A〉wji = 〈dei + ejwji, A〉
= hij〈en+1, A〉wj + 〈−cδijxwj , A〉
= hij〈en+1, A〉wj − c〈x,A〉δijwj .

故有

fi,j = hij〈en+1, A〉 − c〈x,A〉δij , x
A = 〈x,EA〉 ∈ C∞(Mn),
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则有

xA
,ij = hij〈en+1, EA〉 − c〈x,EA〉δij ,

L(xA) = Tijx
A
,ij = Tijhij〈en+1, EA〉 − cTij〈x,EA〉δij

= Tijhij〈en+1, EA〉 − cTii〈x,EA〉,
L(x) = L(xA)EA = Tijhij〈en+1, EA〉EA − cTii〈x,EA〉EA

= 〈Tijhijen+1, EA〉EA − cTii〈x,EA〉EA

= Tijhijen+1 − cTiix,

即

L(x) = (
∑
i,j

hijTij)en+1 − c
∑

i

Tiix,

L〈x,~a〉 = 〈L(x),~a〉 = (
∑
i,j

hijTij)〈en+1,~a〉 − c
∑

i

Tii〈x,~a〉.

由于 Tij = nHδij − hij ⇒ Tii = nH − hii, 则有

∑
i

Tii =
∑

i

(nH − hii) = n2H − nH = n(n− 1)H,

∑
i,j

hijTij =
∑
i,j

hij(nHδij − hij) = n2H2 − S,

在 Sn+1(c) 中, 纯量曲率 R = n2H2 − S + n(n− 1)c, 其中 S =
∑

i,j(hij)2, 则

L〈x,~a〉 = (R− n(n− 1)c)〈en+1,~a〉 − cn(n− 1)H〈x,~a〉. (∗∗)

若H = 0 即极小时, R 6= n(n− 1)c ⇔ n2H2 6= S ⇔ S2 6= 0, 〈en+1,~a〉 ≥ 0 即 x 的 Gauss
映射像包含在一个闭半球中, 则当 (Tij) 有定时, 利用定理 * 有 〈en+1,~a〉 = 0.

故得到

定理 2 对 Sn+1(c) 中的紧致极小超曲面, 若 (Tij) 有定且 S2 6= 0, 则其 Gauss 映射像不
全含在 Sn+1(c) 的一个开半球中.

3 常平均曲率子流形的法化平均曲率的 Gauss 映射像

设 x : Mn → Rn+p (p ≥ 2) 为紧致常平均曲率 (H=const) 子流形, en+1 为法化平均曲

率, 则 ∆x = nHen+1 − ncx = nHen+1 (此时c = 0). 若 〈en+1,~a〉 ≥ 0, 即 x 的法化平均曲率

的 Gauss 映射 (en+1 : Mn → Sn+p−1) 像包含在的一个闭半球中. 因为

∆〈x,~a〉 = 〈∆x,~a〉 = nH〈en+1,~a〉 ≥ 0,

所以 〈x,~a〉 为上调和函数. 故 〈en+1,~a〉 = 0. x 的法化平均曲率的 Gauss 映射像落在
Sn+p−2(⊂ Sn+p−1) 中, 进而 〈x,~a〉 = 0, x(Mn) ⊂ Rn+p−1.

当 p = 1 时, en+1 : Mn → Sn. 易证 en+1 为一满射, 即此时覆盖了球至少一次.
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事实上, 设 n0 ∈ Sn 是一个固定点, 考虑函数 f = 〈x, n0〉 : Mn → R. 由于Mn 是紧致的,
则 f 在Mn 上有最大值, 即存在 x0 ∈ Mn, 使得

df |x0 = 0, d2f |x0 ≤ 0,

即

〈dx|x0 , n0〉 = 0, 〈d2x|x0 , n0〉 ≤ 0,

亦即 n0 是Mn 在 x0 的法向量, 则存在 x0, 使 en+1(x0) = n0 , 即 en+1 是满射. 故对于 p = 1
时相关的假设不成立.
故得到

定理 3 Rn+p 中常平均曲率子流形 Mn 的法化平均曲率的 Gauss 映射像若含在
Sn+p−1 (p ≥ 2) 的一个开半球中, 则Mn 必为 Rn+p−1 中子流形.
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THE DISCUSSION OF SOME SURFACES WHICH ARE NOT ALL

CONTAINED IN A HEMISPHERE

ZHANG Wen-juan

(School of Mathematics, Yunnan Normal University, Kunming 650500, China)

Abstract: In this paper, we mainly study some special surfaces which are not all contained

in an open hemisphere. By using properties of Lr operator, we prove that for a compact r-minimal

hypersurface in Sn+1, if the rank of the second fundamental form rank(hij) > r then the

hypersurface can not be contained in an open hemisphere of Sn+1.

Keywords: higher order minimal hypersurface; constant mean curvature; Gauss map;

hemisphere
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