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摘 要: 本文研究了一类次线性算子及其交换子在齐型空间上的弱有界性的问题. 利用齐型空

间的基本性质以及给出的一类次线性算子及其分别与 BMO 函数, Lipschitz 函数生成的交换子在

Lp(X) 上的弱有界性, 证明了其在齐型空间上 Morrey-Herz空间中的弱有界性. 推广了该类算子在

Morrey-Herz空间中的强有界性这一结果.

关键词: 齐型空间; 弱Morrey-Herz空间; 次线性算子; 交换子; BMO 空间; Lipschitz 空间

MR(2010) 主题分类号: 42B25 中图分类号: O174.2

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2016)02-0353-12

1 引言

自交换子的概念被引进以来, 学者们对各种交换子的有界性研究产生了浓厚的兴趣, 尤
其是 1971 年 Conifman 和Weiss 在文献 [1] 中提出在更一般的空间上研究算子的有界性, 也
就是后来的 Conifman-weiss 意义下的齐型空间之后. 在文献 [2] 中, Bramanti 和 Cerctti 介
绍了奇异积分算子交换子及分数次积分算子交换子在齐型空间上的有界性. 在文献 [3] 中,
Gao Wenhua和Gao Yonghui研究了次线性算子在齐型空间中的Morrey-Herz空间上的弱有
界性. Jorge 在文献 [4] 中讨论了分数次积分算子交换子在齐型空间上的有界性. 2010 年, 胡
国恩等在文献 [5] 中给出了齐型空间上奇异积分算子极大交换子的加权估计. 陶双平, 曹薇在
文献 [6] 中给出了一类次线性算子和 BMO 函数生成的交换子在齐型空间中的Morrey-Herz
空间上的弱有界性. 我们知道, 抛物空间, 双曲空间, 球, Heisenberg 群以及欧式空间都是齐
型空间的特例. 因此, 齐型空间上交换子的研究在抛物和双曲偏微分方程的研究中有着广泛
的应用.
受上述有研究结果的启发, 本文主要研究了满足如下两个尺寸条件:
(i) |Tlf(x)| ≤ Cµ(B(x0, d(x0, x)))l−1‖f‖L1(X), suppf ⊆ Cj , d(x0, x) ≥ kda

j+1, j ∈ Z;
(ii) |Tlf(x)| ≤ Cµ(Bj)l−1‖f‖L1(X), suppf ⊆ Cj , d(x0, x) ≤ aj−2/kd, j ∈ Z 的次线性算

子及其交换子在弱Morrey-Herz 空间上的有界性.
在本文中, C 表示大于 0 的常数, 且在不同的地方可能不同.
令 x0 ∈ X, a ≥ 2, Bj = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ aj}, Cj = Bj\Bj−1, j ∈ Z, χj = χCj

. 首

先, 我们介绍本文的相关定义.
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定义 1.1 [7] 设 X 是一个集合, 在这个集合上赋予一个正则的 Borel 测度 µ 和一个拟距

离 d. 所谓 d 是一个拟距离, 意味着存在一个常数 kd > 1, 使得 ∀x, y, z ∈ X 有下式成立:

d(x, y) 6 kd(d(x, z) + d(z, y)).

假如 µ 还满足双倍条件, 即存在常数 C > 1, 使得对于任意的 x ∈X 和 r > 0 有

µ(B(x, 2r)) 6 Cµ(B(x, r)) < ∞,

其中 B(x, r) 表示以 x 为中心, r 为半径的球, 则称 (X, d, µ) 是一个 Coifman-Weiss 意义下的
齐型空间.
齐型空间上的测度 µ 还存在下面的性质 (见参考文献 [8]).
对于 a ∈ R, a ≥ 2,存在常数 A > 1,使得对 x ∈ X, 0 < r < ∞, 有

µ(B(x, ar)) ≥ Aµ(B(x, r)).

定义 1.2 [9] 称齐型空间 (X, µ, d) 是正规的, 如果存在常数 C1, C2 > 0, 使得对任一
x ∈ X, r : µ(x) < r < µ(X)有

C1r ≤ µ(B(x, r)) ≤ C2r.

定义 1.3 [3] 设 (X, d, µ) 为齐型空间, α ∈ R, 0 6 λ < ∞, 0 < p < ∞, 1 6 q < ∞,

(1) Morrey-Herz空间定义为

MK̇α,λ
p,q (X) = {f ∈ Lq

loc(X\{x0}) : ‖f‖MK̇α,λ
p,q (X) < ∞},

其中

‖f‖MK̇α,λ
p,q (X) = sup

k0∈Z
µ(Bk0)

−λ(
k0∑

k=−∞
µ(Bk)αp‖fχk‖p

Lq(X))
1
p .

(2) 弱Morrey-Herz空间定义为

WMK̇α,λ
p,q (X) = {f : f 是 X 上的可测函数,且 ‖f‖WMK̇α,λ

p,q (X) < ∞},

其中

‖f‖WMK̇α,λ
p,q (X) = sup

γ>0
γ sup

k0∈Z
µ(Bk0)

−λ

{
k0∑

k=−∞
µ(Bk)αpµ{x ∈ Ck : |f(x)| > γ}p/q

} 1
p

.

当 p = ∞ 时, 作通常的修改.
定义 1.4 [10] 设 (X, d, µ) 是齐型空间, 0 < l < 1, 齐型空间上的分数次积分算子定义为

Il(f)(x) =
∫

X

Kl(x, y)f(y)dµ(y),

其中

Kl(x, y) =

{
µ(B(x, d(x, y)))l−1, x ∈ X\{y};
µ({x})l−1, x = y, µ({x}) > 0.
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定义 1.5 [11] 设 (X, d, µ) 为齐型空间,

Mf(x) = sup
x∈B

µ(B)−1

∫

B

|f(y)|dµ(y),

f ](x) = sup
x∈B

µ(B)−1

∫

B

|f(y)− fB|dµ(y),

齐型空间上的 BMO 空间定义为

BMO(X) = {f ∈ L1

loc(X) : ‖f‖∗ < ∞},

其中 fB = µ(B)−1

∫

B

|f(x)|dµ(x), ‖f‖∗ = sup
x

f ](x).

定义 1.6 [12] 设 (X, d, µ) 是齐型空间, 0 < β < 1, 齐型空间上的 Lipschitz 空间定义为

Lipβ(X) = {f : ‖f‖Lip
β

= sup
x,y∈X,x 6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)β

< ∞}.

定义 1.7 [13] 设 T 是次线性算子, b ∈ Lloc(X),定义由 b 和 T 生成的交换子为

[b, T ](f)(x) = T [(b(x)− b)f ](x).

2 主要结果及其证明

为证我们的结果, 需要以下一些结论.
引理 2.1 [11] (1) 对每个 p : 1 ≤ p < ∞,存在常数 C使得对每个 f ∈ BMO(X)及球B有

(
µ(B)−1

∫

B

|f(y)− fB|pdµ(y)
)1/p

≤ C‖f‖∗.

(2) 令 b ∈ BMO(X), k, j ∈ Z, k > j,则存在常数 C 使得

|bk − bj | ≤ C(k − j)‖b‖∗,

其中 bk, bj 分别是 b 在球 Bk, Bj 上的平均值.
引理 2.2 [14] 设 (X, d, µ) 是齐型空间, 0 < β < 1, 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lipβ(X), 则

‖f‖Lip
β
(X)

≈ sup
B

1
µ(B)1+β

∫

B

|f(x)− fB|dµ(x)

≈ sup
B

1
µ(B)β

(
1

µ(B)

∫

B

|f(x)− fB|pdµ(x)
)1/p

,

其中 fB = 1
µ(B)

∫

B

f(x)dµ(x).

引理 2.3 [15] 设 (X, d, µ) 是齐型空间, B1 ⊂ B2, f ∈ Lipβ(X), 则

|fB1 − fB2 | ≤ C‖f‖Lip
β
(X)

µ(B2)β,
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其中 fB = 1
µ(B)

∫

B

f(x)dµ(x).

引理 2.4 [4] 设 (X, d, µ) 是正规齐型空间, 0 < l < 1, 1 < q < ∞, 1− 1/q = l,
(1) 存在常数 C > 0, 使得对每个 f ∈ L1(X), γ > 0, 有

µ{x ∈ X : |Il(f)(x)| > γ} ≤ C(
‖f‖L1(X)

γ
)q.

(2) 若 1 < p < 1/l, f ∈ Lp(X), b ∈ Lp′(X),则存在常数 C > 0, 使得对 γ > 0, 有

µ{x ∈ X : |[b, Il](f)(x)| > γ} ≤ C(
‖b‖Lp′ (X)‖f‖Lp(X)

γ
)q.

引理 2.5 设 (X, d, µ)是正规齐型空间, b ∈ Lipβ(X), 0 < β, l < 1, 1 < q < ∞, 1−1/q =
l + β < 1, 则交换子 [b, Il]从 L1(X)到 Lq,∞(X)有界.
证 注意到 µ(B(x, d(x, y))) ∼ d(x, y), y ∈ B(x, d(x, y)), 于是

|[b, Il]f(x)| ≤
∫

X

|b(x)− b(y)|µ(B(x, d(x, y)))l−1|f(y)|dµ(y)

≤
∫

X

|b(x)− b(y)|
d(x, y)β

d(x, y)β

µ(B(x, d(x, y)))1−l
|f(y)|dµ(y)

≤ C‖b‖Lip
β
(X)

∫

X

µ(B(x, r))1−l−β|f(y)|dµ(y)

≤ C‖b‖Lip
β
(X)

Il+β(|f |)(x).

由引理 2.4 知 Il+β 从 L1(X)到 Lq,∞(X)有界, 从而有

‖[b, Il](f)‖Lq,∞(X) ≤ C‖b‖Lip
β
(X)
‖f‖L1(X).

即引理 2.5 成立.
主要结果如下:
定理 2.1 设 (X, d, µ) 为齐型空间, 令 0 ≤ λ < ∞, 0 ≤ l < 1, 1 < q1 < 1/l, 1/q2 =

1/q1 − l, λ − 1/q2 < α < λ + 1 − 1/q1 且 0 < p1 ≤ p2 < ∞, 若次线性算子 Tl 满足尺寸条件

(ı̇), (ı̇ı̇)且 Tl 从 Lq1(X)到 Lq2,∞(X) 有界, 则 Tl 从MK̇α,λ
p1,q1

(X)到WMK̇α,λ
p2,q2

(X) 有界.
证 若 p1 ≤ p2, 则 WMK̇α,λ

p1,q2
(X) ⊆ WMK̇α,λ

p2,q2
(X). 故对于本定理, 我们只需证明

p1 = p2 的情形. 令

f = fχBk−K
+ fχBk+K−1\Bk−K

+ fχX\Bk+K−1 , F1 + F2 + F3,

其中K = 2 + [loga kd], kd是 (1.1) 式中的常数, [ ] 是取整函数, 则

|Tl(f)| ≤ C(|Tl(F1)|+ |Tl(F2)|+ |Tl(F3)|),
故有

‖Tl(f)‖p1

WMK̇α,λ
p1,q2 (X)

≤
3∑

i=1

sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1µ{x ∈ Ck : |Tl(Fi)(x)| > γ/3}p1/q2

, I1 + I2 + I3.
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对于 I2, 由 Tl 从 Lq1(X)到 Lq2,∞(X) 有界, 可知

I2 ≤ C sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1 [
k+K−1∑

j=k−K+1

‖fj‖Lq1 (X)

γ
]p1

≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1‖fk‖p1
Lq1 (X) ≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

对于 Ii, i = 1, 3, 由 1/q2 = 1/q1 − l, 可知 q2 ≥ q1 > 1, 于是

Ii ≤ sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

(∫

Ck

|Tl(Fi)(x)|
γ

dµ(x)
)p1/q2

≤ sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

(∫

Ck

|Tl(Fi)(x)|q2

γq2
dµ(x)

)p1/q2

≤ sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1‖Tl(Fi)χk‖p1
Lq2 (X).

对于 I1,注意到 j ≤ k −K, x ∈ Ck, 1/q2 = 1/q1 − l,由条件 (ı̇) 可得

|Tl(F1)(x)| ≤
k−K∑

j=−∞
|Tl(fj)(x)| ≤ C

k−K∑
j=−∞

µ(B(x0, d(x0, x)))l−1‖fj‖L1(X)

≤ C

k−K∑
j=−∞

µ(Bk)l−1‖fj‖L1(X).

故

‖Tl(F1)χk‖Lq2 (X) ≤ C

k−K∑
j=−∞

µ(Bk)l−1+1/q2‖fj‖L1(X) = C

k−K∑
j=−∞

µ(Bk)1/q1−1‖fj‖L1(X).

又注意到 α < λ + 1− 1/q1, ‖fj‖p
Lq(X) ≤ µ(Bj)−αp

j∑
l=−∞

µ(Bl)αp‖fl‖p
Lq(X), 从而有

I1 ≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)(α+1/q1−1)p1

(
k−K∑

j=−∞
‖fj‖L1(X)

)p1

≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)(α+1/q1−1)p1

(
k−K∑

j=−∞
‖fj‖Lq1 (X)µ(Bj)(1−1/q1)

)p1

≤ C sup
k0∈Z

k0∑
k=−∞

(
µ(Bk)
µ(Bk0)

)λp1
{

k−K∑
j=−∞

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)λ−1/q1+1−α

µ(Bj)−λ

×
{

j∑
l=−∞

µ(Bl)αp1‖fl‖p1
Lq1 (X)

}1/p1




p1

≤ C sup
k0∈Z

k0∑
k=−∞

A(k−k0)λp1{
k−K∑

j=−∞
A(j−k)(λ−1/q1+1−α)}p1‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.
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对于 I3, 注意到 j ≥ k + K, x ∈ Ck, 1/q2 = 1/q1 − l, 由条件 (ı̇ı̇) 可得

|Tl(F3)(x)| ≤
∞∑

j=k+K

|Tl(fj)(x)| ≤ C

∞∑
j=k+K

µ(Bj)l−1‖fj‖L1(X).

故

‖Tl(F3)χk‖Lq2 (X) ≤ Cµ(Bj)l−1µ(Bk)1/q2

∞∑
j=k+K

‖fj‖L1(X).

又注意到 α > λ− 1/q2,由对 I1的讨论, 有

I3 ≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

(
µ(Bj)l−1µ(Bk)1/q2

∞∑
j=k+K

‖fj‖L1(X)

)p1

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

综上所述,定理 2.1 得证.
定理 2.2 设 (X, d, µ)为齐型空间, 令 b ∈ Lipβ(X), 0 ≤ λ < ∞, 0 ≤ l < 1, 0 < β <

1, l + β < 1, 1 < q1 < 1/(β + l), 1/q2 = 1/q1 − l − β, λ − 1/q2 < α < λ + 1 − 1/q1

且 0 < p1 ≤ p2 < ∞, 若次线性算子 Tl 满足尺寸条件 (ı̇), (ı̇ı̇) 且交换子 [b, Tl] 从 Lq1(X)
到 Lq2,∞(X) 有界, 即 ‖[b, Tl]f‖Lq2,∞(X) ≤ C‖b‖Lip

β
‖f‖Lq1 (X), 则 [b, Tl] 从 MK̇α,λ

p1,q1
(X) 到

WMK̇α,λ
p2,q2

(X) 有界.
证 类似定理 2.1, 只需证明 p1 = p2 的情形. 令

f = fχBk−K
+ fχBk+K−1\Bk−K

+ fχX\Bk+K−1 , F1 + F2 + F3,

其中K = 2 + [loga kd], kd是 (1.1) 式中的常数, [ ] 是取整函数, 则

|[b, Tl](f)| ≤ C(|[b, Tl](F1)|+ |[b, Tl](F2)|+ |[b, Tl](F3)|),

故有

‖[b, Tl](f)‖p1

WMK̇α,λ
p1,q2 (X)

≤
3∑

i=1

sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1µ{x ∈ Ck : |[b, Tl](Fi)(x)| > γ/3}p1/q2

, J1 + J2 + J3.

对于 J2, 由 Tl 从 Lq1(X)到 Lq2,∞(X) 有界,可知

J2 ≤ C‖b‖Lipβ
sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1 [
k+K−1∑

j=k−K+1

‖fj‖Lq1 (X)

γ
]p1

≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1‖fk‖p1
Lq1 (X)

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.
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对于 Ji, i = 1, 3,由 1/q2 = 1/q1 − l− β, 可知 q2 ≥ q1 > 1, 于是由定理 2.1 的证明过程
可知

Ji ≤ sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1‖[b, Tl](Fi)χk‖p1
Lq2 (X).

对于 J1,注意到 j ≤ k −K, x ∈ Ck, 1/q2 = 1/q1 − l − β,由条件 (ı̇) 可得

|[b, Tl](fj)(x)| ≤ Cµ(B(x0, d(x0, x)))l−1‖(b(·)− b)fj‖L1(X) ≤ Cµ(Bk)l−1‖(b(·)− b)fj‖L1(X),

从而有

‖[b, Tl](fj)χk‖q2
Lq2 (X)

≤ Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(x)− b(y)||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

≤ Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(x)− bk||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

+Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|bk − bj ||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

+Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(y)− bj ||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x).

故由引理 2.2, 引理 2.3 及 Hölder 不等式, 可知

‖[b, Tl](fj)χk‖q2
Lq2 (X)

≤ Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

|b(x)− bk|q2dµ(x)[
∫

Cj

|fj(y)|q1dµ(y)]q2/q1µ(Bj)q2/q′1

+Cµ(Bk)(l−1+β)q2+1‖b‖q2
Lipβ

[
∫

Cj

|fj(y)|q1dµ(y)]q2/q1µ(Bj)q2/q′1

+Cµ(Bk)(l−1)q2+1[
∫

Cj

|fj(y)|q1dµ(y)]q2/q1 [
∫

Cj

|b(y)− bj |q′1dµ(y)]q2/q′1

≤ Cµ(Bk)(l−1+β)q2+1µ(Bj)q2/q′1‖b‖q2
Lipβ

‖fj‖q2
Lq1 (X)

+Cµ(Bk)(l−1+β)q2+1µ(Bj)q2/q′1‖b‖q2
Lipβ

‖fj‖q2
Lq1 (X)

+Cµ(Bk)(l−1)q2+1µ(Bj)q2/q′1+βq2‖b‖q2
Lipβ

‖fj‖q2
Lq1 (X)

≤ C

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)q2(1−1/q1) (
2 +

µ(Bj)βq2

µ(Bk)βq2

)
‖b‖q2

Lipβ
‖fj‖q2

Lq1 (X)

≤ C

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)q2(1−1/q1)

‖fj‖q2
Lq1 (X).

又注意到 α < λ + 1− 1/q1,类似于对 I1 的讨论, 有

J1 ≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

{
k−K∑

j=−∞

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)1−1/q1

‖fj‖Lq1 (X)

}p1
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≤ C sup
k0∈Z

k0∑
k=−∞

(
µ(Bk)
µ(Bk0)

)λp1
{

k−K∑
j=−∞

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)λ−1/q1+1−α

µ(Bj)−λ

×
{

j∑
l=−∞

µ(Bl)αp1‖fl‖p1
Lq1 (X)

}1/p1




p1

≤ C sup
k0∈Z

k0∑
k=−∞

A(k−k0)λp1{
k−K∑

j=−∞
A(j−k)(λ−1/q1+1−α)}p1‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

对于 J3,注意到 j ≥ k + K, x ∈ Ck, 1/q2 = 1/q1 − l − β,由条件 (ı̇ı̇) 可得

|[b, Tl](fj)(x)| ≤ Cµ(Bj)l−1‖(b(·)− b)fj‖L1(X).

于是类似于 J1的证明, 有

‖[b, Tl](fj)χk‖q2
Lq2 (X)

≤ Cµ(Bj)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(x)− b(y)||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

≤ C
µ(Bj)
µ(Bk)

(
2 +

µ(Bk)
µ(Bk)

)
‖b‖q2

Lipβ
‖fj‖q2

Lq1 (X)

≤ C
µ(Bk)
µ(Bj)

‖fj‖q2
Lq1 (X).

又注意到 α > λ− 1/q2,类似于 J1的讨论, 有

J3 ≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

{ ∞∑
j=k+K

µ(Bk)
µ(Bj)

‖fj‖q2
Lq1 (X)

}p1

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

综上所述, 定理 2.2 得证.
定理 2.3 设 (X, d, µ)为齐型空间,令 b ∈ BMO(X), 0 ≤ λ < ∞, 0 ≤ l < 1, 1 < q1 <

1/l, 1/q2 = 1/q1 − l, λ − 1/q2 < α < λ + 1 − 1/q1 且 0 < p1 ≤ p2 < ∞,若次线性算子 Tl

满足尺寸条件 (ı̇), (ı̇ı̇) 且交换子 [b, Tl] 从 Lq1(X) 到 Lq2,∞(X) 有界, 即 ‖[b, Tl]f‖Lq2,∞(X) ≤
C‖b‖∗‖f‖Lq1 (X),则 [b, Tl]从MK̇α,λ

p1,q1
(X)到WMK̇α,λ

p2,q2
(X) 有界.

证 类似定理 2.1,只需证明 p1 = p2 的情形. 令

f = fχBk−K
+ fχBk+K−1\Bk−K

+ fχX\Bk+K−1 , F1 + F2 + F3,

其中K = 2 + [loga kd], kd是 (1.1) 式中的常数, [ ] 是取整函数. 则

|[b, Tl](f)| ≤ C(|[b, Tl](F1)|+ |[b, Tl](F2)|+ |[b, Tl](F3)|),
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故有

‖[b, Tl](f)‖p1

WMK̇α,λ
p1,q2 (X)

≤
3∑

i=1

sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1µ{x ∈ Ck : |[b, Tl](Fi)(x)| > γ/3}p1/q2

, M1 + M2 + M3.

对于M2, 由 Tl 从 Lq1(X)到 Lq2,∞(X) 有界, 可知

M2 ≤ C‖b‖∗ sup
γ>0

γp1 sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1 [
k+K−1∑

j=k−K+1

‖fj‖Lq1 (X)

γ
]p1

≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1‖fk‖p1
Lq1 (X)

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

对于Mi, i = 1, 3,由 1/q2 = 1/q1 − l, 可知 q2/q1 ≥ 1, 于是由定理 2.1 的证明过程可知

Mi ≤ sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1‖[b, Tl](Fi)χk‖p1
Lq2 (X).

对于M1,注意到 j ≤ k −K, x ∈ Ck, 1/q2 = 1/q1 − l,由条件 (ı̇) 可得

|[b, Tl](fj)(x)| ≤ Cµ(B(x0, d(x0, x)))l−1‖(b(·)− b)fj‖L1(X) ≤ Cµ(Bk)l−1‖(b(·)− b)fj‖L1(X),

从而有

‖[b, Tl](fj)χk‖q2
Lq2 (X)

≤ Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(x)− b(y)||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

≤ Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(x)− bk||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

+Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|bk − bj ||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

+Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(y)− bj ||fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x),

又由 1/q2 = 1/q1 − l, 引理 2.1 及 Hölder 不等式, 可得

‖[b, Tl](fj)χk‖q2
Lq2 (X)

≤ Cµ(Bk)(l−1)q2

∫

Ck

|b(x)− bk|q2dµ(x)[
∫

Cj

|fj(y)|q1dµ(y)]q2/q1µ(Bj)q2/q′1

+Cµ(Bk)(l−1)q2+1(k − j)q2‖b‖q2
∗ [

∫

Cj

|fj(y)|q1dµ(y)]q2/q1µ(Bj)q2/q′1

+Cµ(Bk)(l−1)q2 [
∫

Cj

|fj(y)|q1dµ(y)]q2/q1 [
∫

Cj

|b(y)− bj |q′1dµ(y)]q2/q′1
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≤ Cµ(Bk)(l−1)q2+1µ(Bj)q2/q′1‖b‖q2
∗ ‖fj‖q2

Lq1 (X)

+Cµ(Bk)(l−1)q2+1µ(Bj)q2/q′1(k − j)q2‖b‖q2
∗ ‖fj‖q2

Lq1 (X)

+Cµ(Bk)(l−1)q2+1µ(Bj)q2/q′1‖b‖q2
∗ ‖fj‖q2

Lq1 (X)

≤ C

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)q2(1−1/q1)

[2 + (k − j)q2 ]‖b‖q2
∗ ‖fj‖q2

Lq1 (X)

≤ C

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)q2(1−1/q1)

(k − j)q2‖fj‖q2
Lq1 (X).

注意到 α < λ + 1− 1/q1, ‖fj‖p
Lq(X) ≤ µ(Bj)−αp

j∑
l=−∞

µ(Bl)αp‖fl‖p
Lq(X)及 (1.2) 式, 有

M1 ≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

{
k−K∑

j=−∞
(k − j)

(
µ(Bj)
µ(Bk)

)1−1/q1

‖fj‖Lq1 (X)

}p1

≤ C sup
k0∈Z

k0∑
k=−∞

(
µ(Bk)
µ(Bk0)

)λp1
{

k−K∑
j=−∞

(k − j)
(

µ(Bj)
µ(Bk)

)λ−1/q1+1−α

µ(Bj)−λ

×
{

j∑
l=−∞

µ(Bl)αp1‖fl‖p1
Lq1 (X)

}1/p1




p1

≤ C sup
k0∈Z

k0∑
k=−∞

A(k−k0)λp1{
k−K∑

j=−∞
(k − j)A(k−j)(α−λ+1/q−1)}p1‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

对于M3,注意到 j ≥ k + K, x ∈ Ck, 1/q2 = 1/q1 − l,由条件 (ı̇ı̇) 可得

|[b, Tl](fj)(x)| ≤ Cµ(Bj)l−1‖(b(·)− b)fj‖L1(X).

于是, 类似于M1的证明, 有

‖[b, Tl](fj)χk‖q2
Lq2 (X)

≤ Cµ(Bj)(l−1)q2

∫

Ck

[
∫

Cj

|b(x)− b(y)| · |fj(y)|dµ(y)]q2dµ(x)

≤ C
µ(Bk)
µ(Bj)

(j − k)q2‖fj‖q2
Lq1 (X).

注意到 α > λ− 1/q2,由对M1 的讨论过程, 有

M3 ≤ C sup
k0∈Z

µ(Bk0)
−λp1

k0∑
k=−∞

µ(Bk)αp1

{
k−K∑

j=−∞
(j − k)

(
µ(Bk)
µ(Bj)

)1/q2

‖fj‖Lq1 (X)

}p1

≤ C‖f‖p1

MK̇α,λ
p1,q1 (X)

.

综上所述, 定理 2.3 得证.
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因为分数次积分算子 Il 满足尺寸条件 (ı̇), (ı̇ı̇), 故由本文定理及引理 2.4, 引理 2.5, 可得
下述推论.
推论 2.1 设 (X, d, µ)为正规齐型空间, 0 ≤ l < 1, Il 是分数次积分算子.
(1) 若 0 ≤ λ < ∞, 0 ≤ l < 1, 1/q = 1− l, λ− 1/q < α < λ且 0 < p1 ≤ p2 < ∞, 则 Il

从MK̇α,λ
p1,1(X)到WMK̇α,λ

p2,q(X) 有界.
(2) 若 b ∈ Lipβ(X), 0 ≤ λ < ∞, 0 < β < 1, l + β < 1, 1/q = l− β, λ− 1/q < α < λ且

0 < p1 ≤ p2 < ∞,则 [b, Il]从MK̇α,λ
p1,1(X)到WMK̇α,λ

p2,q(X) 有界.
(3) 若 b ∈ Lp′(X), 0 ≤ λ < ∞, 1 < q1 < 1/l, 1/q2 = 1− l, λ− 1/q2 < α < λ + 1− 1/q1

且 0 < p1 ≤ p2 < ∞,则 [b, Il]从MK̇α,λ
p1,q1

(X)到WMK̇α,λ
p2,q2

(X) 有界.
注 设 (X, d, µ)为齐型空间, 0 ≤ l < 1, 若用下式

|Tlf(x)| ≤ C

∫

X

|f(y)|
µ(B(x0, d(x, y)))1−l

dµ(y), x 6∈ supp f.

代替本文中次线性算子 Tl 所满足的尺寸条件 (i) 和 (ii), 则定理 2.1-2.3 依然成立. 具体证明
可参阅文献 [16].
致谢 此文感谢导师安徽师范大学数学计算机科学学院束立生教授的悉心指导！
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BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL SUB-LINEAR OPERATORS

AND ITS COMMUTATORS ON WEAK MORREY-HERZ SPACES

ON HOMOGENEOUS SPACE
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Abstract: In this paper, we study the weak Boundedness of the sub-linear operators and

its commutators on homogeneous spaces. Based on the properties of homogeneous spaces and

the boundedness of sub-linear operators with the commutators generated by BMO and Lipschitz

functions on weak Lp(X), the boundedness of the sub-linear operators and its commutators on

weak Morrey-Herz spaces on homogeneous spaces are proved, which extend of the boundedness of

the operators on Morrey-Herz spaces on homogeneous spaces.

Keywords: homogeneous spaces; weak Morrey-Herz spaces; sub-linear operator; commu-

tator; BMO spaces; Lipschitz spaces
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