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磁场微极流方程组弱解的正则性准则
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摘要: 本文研究了三维空间中磁场微极流方程组弱解的正则性准则问题. 利用能量估计的方法

证明了如果速度场以及磁场满足一定的条件, 则弱解在 (0, T ] 是唯一的强解.
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1 引言

在 R3 中考虑磁场微极流方程组弱解的正则性准则, 方程组描述如下:





∂tu + (u · ∇)u−∆u− (b · ∇)b +∇(p + |b|2)− 1
2
∇× w = 0,

∂tw −4w −∇∇ · w + w + u · ∇w − 1
2
∇× u = 0,

∂tb−4b + (u · ∇)b− (b · ∇)u = 0,

∇ · u = ∇ · b = 0,

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x), w(x, 0) = w0(x).

(1.1)

在无穷远处假设

lim
|x|→∞

|u(x, t)| = lim
|x|→∞

|w(x, t)| = lim
|x|→∞

|b(x, t)| = 0, (1.2)

这里 u(t, x) ∈ R3 表示未知的速度场, b(t, x) ∈ R3;w(t, x) ∈ R3 分别表示未知的磁场与微旋

转速度场; p(t, x) ∈ R 表示未知的压力. (u0, w0, b0) 是给定的初始值, 且在分布意义下满足
∇ · u0 = ∇ · b0 = 0.
磁场微极方程组已经被广泛研究. Rojas-Medar[1] 利用谱 Galkerin 方法建立了强解的局

部存在性与唯一性. Ortega-Torres 和 Rojas-Medar[2] 证明了当初值足够小时, 方程组 (1.1)
强解的整体存在性. Rojas-Medar 和 Boldrini[3] 利用 Galkerin 方法证明了方程组弱解的整体
存在性, 并且证明了在二维情形下弱解的唯一性. 然而在三维情形, 弱解的唯一性和强解能否
会在有限时间内发生爆破仍然是一个极具挑战性的问题; 最近有一些文献 [4–8] 研究了磁场
微极流方程组弱解的正则性准则和强解的爆破性准则.
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在三维 Navier-Stokes 方程的正则性研究中, 一个突出的成果便是由 Constantin 和
Fefferman[9] 提出的关于旋度场方向的正则性准则. 在文献 [9] 中, 作者证明了如果

| sin θ(x, x + y, t)| ≤ Cy, (1.3)

则弱解是存在区间 (0, T ] 上唯一的强解. 此处 θ(x, x + y, t) 表示在 t 时刻旋度在 x 与 x + y

两点的夹角. 文献 [9] 的结果后来被许多数学家进行了改进与发展. 在文献 [10, 11] 中, 周勇
以及 Beirão da Veiga 和 Berselli 分别独立地得到如下正则性准则

| sin θ(x, x + y, t)| ≤ Cy
1
2 . (1.4)

在文献 [12] 中周勇还得到一个旋度场及其方向之间的一个组合形式的正则性准则.
条件 (1.4) 在文献 [13, 14] 中被进一步推到了MHD 方程以及广义MHD 方程中. 同时有

部分结论延拓到了有界区域 [15, 16].
类似于文献 [9] 的思想, 2008 年, Vasseur[17] 基于如下的等式

|u|div(
u

|u|) = − u

|u| · ∇|u|

给出了一个关于速度场方向的正则性准则:

div(
u

|u|) ∈ Lp(0, T ;Lq(R3));
2
p

+
3
q
≤ 1

2
, q ≥ 6, p ≥ 4. (1.5)

最近, 文献 [18, 19] 将条件 (1.5) 推广到了广义 NS 方程组以及MHD 方程组, 获得了如
下的正则性准则:

div(
u

|u|) ∈ Lp(0, T ;Lq(R3));
2α

p
+

3
q
≤ 2α− 3

2
,

6
4α− 3

< q ≤ ∞, (1.6)

div(
u

|u|) ∈ Lp(0, T ;Lq(R3));
2
p

+
3
q
≤ 1

2
, q ≥ 6, q ≥ 4, (1.7)

以及

b ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3));
2
β

+
3
α
≤ 1, α > 3. (1.8)

受到上述文献的启发, 本文对磁场微极流方程组也考虑了速度场方向的正则性准则. 利
用类似于文献 [17] 的讨论方法, 获得了如下的结论:
定理 1 假设初值 (u0, w0, b0) ∈ H1(R3), 且在分布意义下有 divu0 = divb0 = 0; 三元函

数 (u,w, b) 是方程组 (1.1)–(1.2) 式的弱解, 如果满足

div(
u

|u|) ∈ Lp(0, T ;Lq(R3));
2
p

+
3
q
≤ 1

2
, q ≥ 6, q ≥ 4 (1.9)

以及

b ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3));
2
β

+
3
α
≤ 1, α > 3, (1.10)

在 (u,w, b) 在存在区间 (0, T ] 上是唯一的强解.
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注 1 当 (χ = 0, w = b = 0) 时, 磁场微极流方程退化成了 Navier-Stokes 方程组;
(χ = 0, w = 0) 时方程退化成果MHD 方程组; 因此定理 1 的结论是文献 [17, 19] 结果的推
广.
注 2 由于正则性准则与微旋度场无关, 所以对应微极流方程组





∂tu + (u · ∇)u−∆u +∇p− 1
2
∇× w = 0,

∂tw −4w −∇divw + w + u · ∇w − 1
2
∇× u = 0,

∇ · u = 0,

u(x, 0) = u0(x), w(x, 0) = w0(x),

(1.11)

在无穷远处假设

lim
|x|→∞

|u(x, t)| = lim
|x|→∞

|w(x, t)| = 0. (1.12)

定理 1 蕴含着如下的正则性准则.
定理 2 假设 (u0, w0) ∈ H1(R3), 二元函数 (u,w) 是方程 (1.11-1.12) 的弱解, 且满足:

div(
u

|u|) ∈ Lp(0, T ;Lq(R3));
2
p

+
3
q
≤ 1

2
, p ≥ 4, q ≥ 6,

则 (u,w) 实际是存在区间 (0, T ] 上的强解.
在定理的证明过程中, 需要用到如下的引理 [20]

引理 1 假设 f ∈ L∞(0, T ;Ls(R3)) ∩ Ls(0, T ;L3s(R3)), s > 1, 则 f ∈ La(0, T ;Lb(R3)),
其中 a ≥ s, s ≤ b ≤ 3s 并且 2

a
+ 3

b
≥ 3

2
.

一个直接的应用便是如果 (u,w, b) 是方程的弱解, 则

(u,w, b) ∈ La(0, T ;Lb(R3)),
2
a

+
3
b
≥ 3

2
, 2 ≤ b ≤ 6.

注 为了简便, 在本文中函数的 Lp - 范数用 ‖ · ‖p 表示; Hs - 范数用 ‖ · ‖Hs 表示, C 表

示常数, 它可能涉及到某些已经假定的量, 如初值等.

2 定理的证明

用 |u|2u 乘上方程 (1.1) 的第一个方程组, 并在 R3 上积分, 通过分部积分则有

1
4

d

dt
‖u‖4

4 +
1
2
‖∇|u|2‖2

2 +
∫

R3

|u|2|∇u|2dx

=
1
2

∫

R3

(∇× w)|u|2udx +
∫

R3

pu∇|u|2dx +
∫

R3

b · ∇b · |u|2udx

= I1 + I2 + I3. (2.1)

此处用到如下的计算:

−
∫

R3

∆u · u|u|2dx = −
3∑

i=1

∫

R3

∇ · (∇uiui|u|2)dx +
3∑

i=1

∫

R3

∇ui · ∇(ui|u|2)dx

=
3∑

i=1

∫

R3

∇ui · ∇ui|u|2dx +
3∑

i=1

∫

R3

∇uiui∇|u|2dx

=
1
2
‖∇|u|2‖2

2 +
∫

R3

|u|2|∇u|2dx. (2.2)
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∫

R3

(u · ∇)u · u|u|2dx =
1
4

3∑
i=1

∫

R3

ui∂i|u|4dx

=
1
4

3∑
i=1

∫

R3

∂i(ui|u|4)− 1
4

3∑
i=1

∫

R3

∂iui|u|4dx

= 0. (2.3)

用 |w|2w 乘上第二个方程, 并在 R3 上积分, 通过分部积分则有

1
4

d

dt
‖w‖4

4 +
1
2
‖∇|w|2‖2

2 +
∫

R3

|w|2|∇w|2dx + ‖|w|divw‖2
2 + ‖w‖4

4

≤ 1
2

∫

R3

∇× u · (|w|2w)dx +
∫

R3

divww∇|w|2dx = I4 + I5. (2.4)

用 |b|2b 乘上第三个方程, 并在 R3 上积分, 有

1
4

d

dt
‖b‖4

4 +
1
2
‖∇|b|2‖2

2 +
∫

R3

|b|2|∇b|2dx =
∫

R3

b · ∇u · |b|2bdx = I6. (2.5)

由于∇ · u = ∇ · b = 0, 类似于式 (2.3) 有
∫

R3

(u · ∇)w · w|w|2dx = 0;
∫

R3

(b · ∇)b · b|b|2dx = 0;
∫

R3

(u · ∇)b · b|b|2dx = 0.

下面逐项估计 Ii(i = 1, · · · , 6), 利用如下的向量计算

∇ · (A×B) = B · ∇ ×A−A · ∇ ×B.

通过计算

I1 =
∫

R3

w∇× (|u|2u)dx

≤
∫

R3

|w||u|2(|∇u|+ 2|∇|u||)dx

≤ 3
∫

R3

|w||u|2|∇u|dx, (2.6)

此处用到了事实 |∇|u|| ≤ |∇u|. 利用 Holder 不等式和 Young 不等式有

|I1| ≤ C(‖w‖4
4 + ‖u‖4

4) +
3
4
‖|u||∇u|‖2

2. (2.7)

类似地, 对于 I4 有

|I4| ≤ C(‖w‖4
4 + ‖u‖4

4) +
3
4
‖|w||∇w|‖2

2. (2.8)

对于 I5 有

|I5| ≤
∫

R3

|divw||w||∇|w|2|dx

≤ ‖divw|w|‖2
2 +

1
4
‖∇|w|2‖2

2. (2.9)
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为了估计 I2, 我们首先要建立一些压力项与速度场的估计. 因为

−∆p =
3∑

i,j=1

∂i∂j(uiuj − bibj),

所以由 Calderon-Zygmund 不等式可知, 存在一个常数 C 使得

‖p‖q ≤ C(‖u‖2
2q + ‖b‖2

2q), 1 < q < ∞,

|I2| ≤ 2
∫

R3

|p||u|2| u

|u| · ∇|u||dx

≤ 2‖p‖α‖|u|2‖α‖|u|div(
u

|u|)‖q̃

≤ C(‖|u|2‖α + ‖|b|2‖α)‖|u|2‖α‖|u|div(
u

|u|)‖q̃

≤ C(‖|u|2‖2
α + ‖|b|2‖2

α)‖|u|div(
u

|u|)‖q̃

≤ C(‖u‖4
4 + ‖b‖4

4)‖|u|div(
u

|u|)‖
1
θ

q̃ +
1
8
(‖∇|u|2‖2

2 + ‖∇|b|2‖2
2). (2.10)

此处用到了如下的事实

|u|div(
u

|u|) = − u

|u| · ∇|u|,

利用插值不等式和嵌入定理有

|I2| ≤ C‖|u|div(
u

|u|)‖
1
θ

q̃ (‖u‖4
4 + ‖b‖4

4) +
1
8
(‖∇|u|2‖2

2 + ‖∇|b|2‖2
2). (2.11)

最后估计 I3 + I6 有

|I3 + I6| = |
∫

R3

b · ∇b · |u|2udx +
∫

R3

b · ∇u · |b|2bdx|

= |
∫

R3

b · ∇(|u|2u) · bdx +
∫

R3

b · ∇(|b|2b) · udx|

≤
∫

R3

|b|2|u|(|∇|u|2|+ |∇|b|2|)dx

≤ C

∫

R3

|b|4|u|2dx +
1
8
(‖∇|u|2‖2

2 + ‖∇|b|2‖2
2). (2.12)

利用 Holder 不等式与 Young 不等式, 可得
∫

R3

|b|4|u|2dx ≤ ‖b‖2
α‖b‖2

2k‖u‖2
2k

≤ ‖b‖2
α‖|b|2‖k‖|u|2‖k

≤ ‖b‖2
α(‖|b|2‖2h

2 ‖∇|b|2‖2(1−h)
2 + ‖|u|2‖2h

2 ‖∇|u|2‖2(1−h)
2 )

≤ ‖b‖ 2
h
α (‖u‖4

4 + ‖b‖4
4) +

1
8
(‖∇|u|2‖2

2 + ‖∇|b|2‖2
2). (2.13)

上面的指标满足如下的关系
1
α

+
1
k

=
1
2
,

1
k

=
1 + 2h

6
.
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若假设 b ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)), 要使得计算过程有意义, 则需要 β ≤ 2
h
, 从上的关系有

2
β

+
3
α
≤ 1, 3 < α ≤ ∞. (2.14)

综合上面的估计有

d

dt
(‖w‖4

4 + ‖u‖4
4 + ‖b‖4

4) ≤ C‖|u|div(
u

|u|)‖
1
θ

q̃ (‖w‖4
4 + ‖u‖4

4 + ‖b‖4
4). (2.15)

假设 div( u
|u|) ∈ Lp(0, T ;Lq(R3)) 并且假设 |u|div( u

|u|) ∈ Lp̃(0, T ;Lq̃(R3)), 如果 p̃ ≥ 1
θ
, 则

可以得到

sup
t∈[0,T )

(‖w‖4
4 + ‖u‖4

4 + ‖b‖4
4) < ∞.

由如下的指标关系
2
α

+
1
q̃

= 1,
1
α

=
1 + 2θ

6
, (2.16)

可知如果 p̃ ≥ 1
θ
, 则有

3
q̃

+
2
p̃
≤ 2. (2.17)

又因为
1
p̃

=
1
a

+
1
p
,
1
q̃

=
1
b

+
1
q
. (2.18)

利用如下的事实

u ∈ La(0, T ;Lb(R3)),
2
a

+
3
b
≥ 3

2
, 2 ≤ b ≤ 6, (2.19)

则有
2
p

+
3
q
≤ 1

2
, q ≥ 6, p ≥ 4.
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REGULARITY CRITERION FOR WEAK SOLUTIONS TO THE 3D

MAGNETO-MICROPOLAR FLUID EQUATIONS

ZHANG Hui

(School of Mathematical and Computation Science, Anqing Normal University, Anqing 246011, China)

Abstract: In this paper, we study the regularity criterion to magneto-micropolar equations

in R3. By energy estimate, we obtain a regularity criterion in terms of direction of the velocity.

It is proved that if the velocity field and magnetic field satisfy some conditions, then the weak

solution is actually the unique strong solution on (0, T ].

Keywords: magneto-micropolar fluid equations; weak solutions; regularity criterion
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