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摘要: 本文研究了正相协严平稳样本下, 风险度量 VaR样本分位数估计的问题. 利用其指数

不等式和协方差不等式, 获得了风险度量 VaR 的样本分位数估计的相合性和渐近正态性, 并给出

Bahadur表示.
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1 引言

风险度量 VaR (Value at risk)是指在正常的市场环境下, 金融资产或证劵组合在一定的
持有期内和一定的置信水平下, 预期的最大损失称为风险价值或在险价值, 其定义一般表述
为设 {Yt}n

t=0 是 n个时间段资产价格序列, Xt = − log(Yt/Yt−1) 是第 t个时间段对数收益.
假设 {Xt}n

t=1 是相依严平稳序列, 其边缘分布函数为 F (x) = P (Xt ≤ x), x ∈ R. 对任意给

定 p ∈ (0, 1), F (x)的 p - 分位数定义为 ξp = F−1(p) = inf{u : F (u) ≥ p}, 其中函数 F−1(t),
0 < t < 1是 F (·)的广义逆函数. 易知 ξp 满足 F (ξp−) ≤ p ≤ F (ξp). 置信水平为 1 − p的风

险度量 VaR值定义为 vp = −ξp = − inf{u : F (u) ≥ p}.
在许多金融模型中, 风险度量 VaR方法能够较准确地度量由不同风险来源及其相互作用

而产生的潜在损失, 而且与其它风险度量方法相比, VaR 方法的计算也相对简便. 自 1990 年
以来, 国内外学者对风险度量 VaR方法进行了一定程度的研究. 如: Dowd [1] 给出的风险度

量 VaR样本分位数估计为 Qn,p = −X([np]+1), 其中 X(r) 为样本 X1, · · · , Xn, 的第 r 个次序

统计量. Koji et al [2] 提出了用样本分位数 −X([np]) 估计 VaR. 谢佳利和杨善朝等 [3] 采用加

权样本分位数估计量估计 VaR, 该方法的估计精度相对文献 [1, 2] 有较好的改进.

记 Fn(x) = 1
n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x) 为总体 X 的经验分布函数, 其样本分位数记为 Zn,p. 显然

Zn,p = −Qn,p. 由于风险度量 VaR与分位数只相差一个负号, 所以分位数的各种非参数估计
自然也是 VaR的非参数估计.而对于样本分位数估计的研究,自 Bahadur [4] 给出了独立样本

下分位数估计的 Bahadur表示之后, 许多学者对混合和负相协 (NA) 以及负象限相依 (NOD)
样本下研究了分位数估计的 Bahadur表示及渐近性质对此进行了研究, 也取得了不少成果,
这里就不一一列出.
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定义 1.1 称随机变量 {X1, · · · , Xn, n ≥ 2}是正相协 ( PA )的,设A1与A2为 {1, · · · , n}
任何两个不相交的非空子集, 如果 Cov(f1(Xi, i ∈ A1), f2(Xj , j ∈ A2)) ≥ 0 成立, 其中 f1 和

f2 是任何两个使得协方差存在且对每个变元均非降 (或对每个变元均非升) 的函数. 称随机
变量序列 {Xi, i ≥ 1}是 PA 序列, 如果对任何 n ≥ 2, X1, · · · , Xn是 PA的.

PA 序列的一个基本性质: PA 序列经过单调函数变换得到的序列仍为 PA 序列.

对于 NA 序列的 Rosenthal 型矩不等式和 Bernstein 型概率不等式的研究已经有很好的
成果, 这为研究负相协下统计大样本性质提供了很好的研究工具. 然而, PA 序列受到其协方
差系数影响, 比较理想的 Rosenthal 型矩不等式和 Bernstein 型概率不等式目前比较少见, 这
给研究 PA 下估计量的统计大样本性质带来一定程度的不便.

由于 PA 序列包括正相关的正态随机变量族, 而且 PA 序列在与实际应用有关的模型中
(如可靠性理论, 渗透理论及多元统计分析等) 有广泛的应用, 所以受到了学者们的广泛关注,
具体文献在此就不一一列举．但是 PA 样本下风险度量 VaR 分位数估计的大样本性质及其
Bahadur表示的研究尚未见文献涉及. 因此本文将采用文献 [5] 中 PA 序列指数不等式以及
PA 序列协方差性质, 讨论 PA 序列下风险度量 VaR 分位数估计的强相合性和渐近正态性及
其 Bahadur表示. 所得结果推广了相关文献的结果.

2 辅助引理

下面我们给出 PA 序列指数不等式以及一些辅助结论. 文中 C, C1, C2, · · · 表示不依赖于
n的正常数,且在不同的地方取值可能相同也可能不同.

引理 2.1 [5] (i) 设 X1, X2, · · · 是零均值正相协序列, max
1≤i≤n

|Xi| ≤ cn < ∞ a.s. (n =

1, 2, · · · );
(ii) 设 u(n) = sup

i≥1

∑
j:j−i≥n

cov(Xi, Xj), 满足
∞∑

i=1

u1/2(2i) < ∞;

(iii) 设 {pn : n ≥ 1} 是一串正整数序列, 满足 pn ≤ n
2
成立. 又设 θ > 0, 满足

0 < θpncn ≤ 1. 则存在一个不依赖于 n的正常数 C1, 使得对任意的 ε > 0,有

P (|
n∑

i=1

Xi| > nε) ≤ 4{θ2nu(pn)eθncn + eC1θ2nc2
n}e−nθε/2.

引理 2.2 [6] 设 F (x)是右连续分布函数, 则广义逆函数 F−1(t), 在 0 < t < 1非降且左
连续, 并且满足

(i) F−1(F (x)) ≤ x,−∞ < x < +∞;

(ii) F (F−1(t)) ≥ t, 0 < t < 1;

(iii) F (x) ≥ t ⇐⇒ x ≥ F−1(t).

引理 2.3 [7] 令 p ∈ (0, 1), Zp,n = F−1
n (p) = inf{x : Fn(x) ≥ p}. 假设 P (Xi = Xj) =

0, i 6= j, 那么 p < Fn(Zp,n) < p + 1/n a.s..

引理 2.4 (i) 如果 {Xn, n ≥ 1} 具有相同分布函数 F (x)和有界密度函数 f(x) 的严平稳
PA序列, F (x)在 ξp的邻域Np内连续可导 (p ∈ (0, 1)), 且 0 < d = sup{f(x) : x ∈ Np} < ∞;

(ii) 设 v(n) = sup
i≥1

∑
j:j−i≥n

cov1/3(Xi, Xj) 满足 v(n) = O(e−2
√

n);
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(iii) 对任意满足 dn → 0, n
1
4 dn/ log n → ∞, n → ∞ 的正实数序列 {dn}n≥1, 记 Dn =

[ξp − dn, ξp + dn]. 则

sup
x∈Dn

|(Fn(x)− F (x))− (Fn(ξp)− p)| ≤ (1 + d)n−
1
4 dn a.s..

注 2.1 如果 v(n) = O(e−2
√

n), 则必有

∞∑
n=1

v1/2(2n) < ∞.

事实上, 由于
∞∑

n=1

v1/2(2n) ≤ C
∞∑

i=1

e−2n/2
, 易知当 n > N 有 2n/2 > n. 故

∞∑
n=N

e−2n/2
< ∞, 从

而
∞∑

n=1

v1/2(2n) < ∞.

引理 2.4 的证明 设 tn = dnn−
1
4 , Sr,n = ξp + rtn,

∆r,n = Fn(Sr,n)− F (Sr,n)− Fn(ξp) + p, r = 0,±1,±2, · · · ,±mn, mn = [n
1
4 ] + 1,

Dn ⊂ [ξp −mntn, ξp + mntn] =
mn−1⋃

r=−mn

[ξp + rtn, ξp + (r + 1)tn].

由于

sup
x∈Dn

|Fn(x)− F (x)− Fn(ξp) + p|

≤ sup
ξp−mntn≤x≤ξp+mntn

|Fn(x)− F (x)− Fn(ξp) + p|

= max
−mn≤r≤mn−1

sup
ξp+rtn≤x≤ξp+(r+1)tn

|Fn(x)− F (x)− Fn(ξp) + p|.

当 x ∈ [ξp + rtn, ξp + (r + 1)tn] 时, 由 Fn(x)是非降函数以及微分中值定理得

Fn(x)− F (x)− Fn(ξp) + p ≤ Fn(Sr+1,n)− F (Sr,n)− Fn(ξp) + p

=∆r+1,n + F (Sr+1,n)− F (Sr,n) ≤ ∆r+1,n + dtn

(2.1)

和
Fn(x)− F (x)− Fn(ξp) + p ≥ Fn(Sr,n)− F (Sr+1,n)− Fn(ξp) + p

=∆r,n + F (Sr,n)− F (Sr+1,n) ≥ ∆r,n − dtn.
(2.2)

根据 (2.1) 和 (2.2)式得

sup
x∈Dn

|Fn(x)− F (x)− Fn(ξp) + p| ≤ max
−mn≤r≤mn

|∆r,n|+ dtn. (2.3)

而

P (|∆r,n| > tn) = P (|Fn(Sr,n)− F (Sr,n)− Fn(ξp) + p| > tn)

≤ P (|Fn(Sr,n)− F (Sr,n)| > tn

2
) + P (|Fn(ξp)− p| > tn

2
)

= I1 + I2. (2.4)
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令

ηni = I(Xi ≤ ξp + rtn)− EI(Xi ≤ ξp + rtn), (i = 1, 2, · · · , n). (2.5)

由 PA序列性质知 ηn1, · · · , ηnn仍是平稳 PA随机变量, 且 Eηni = 0, |ηni| ≤ 2 ∆= cn, i =
1, · · · , n, 故引理 2.1中的条件 (i) 满足. 又令 w(n) = sup

i≥1

∑
j:j−i≥n

Cov(ηni, ηnj), 根据引理 2.4

条件 (i) 及 Roussas [8] 中的引理 2.6 (也可见文献 [9] 的 (4) 式)知, 存在某正常数M 有

Cov(ηni, ηnj) ≤ MCov1/3(Xi, Xj). (2.6)

再根据引理 2.4的条件 (ii) 以及注 2.1 得 w(n) ≤ v(n) < ∞, 且
∞∑

i=1

w1/2(2i) < ∞, 从而引理

2.1条件 (ii) 满足. 又令 θ = 1√
n

> 0, pn ≤
√

n
2
≤ n/2, 则 0 < θpncn ≤ 1, 故引理 2.1条件 (iii)

满足. 由此, 根据引理 2.1可得

I1 = P (|
n∑

i=1

ηni| > tn)

≤ 8{θ2nu(pn)e2nθ + e4C1nθ2}e−ntnθ/2

= 8{u(pn)e2
√

n + e4C2}e−
√

ntn/2

≤ C3 exp{−n
1
4 dn/2} = C4 exp{−2 log n} ≤ C5

n2
(当 n 足够大时). (2.7)

类似于 I1 的计算方法, 得

I2 ≤ C6

n2
. (2.8)

故由 (2.4), (2.7) 和 (2.8) 式得

P ( max
−mn≤r≤mn

|∆r,n| > tn) ≤
mn∑

r=−mn

P (|∆r,n| > tn) ≤ C7

n7/4
.

从而
∞∑

n=1

P ( max
−mn≤r≤mn

|∆r,n| > tn) < ∞. 故由 Borel-Cantelli引理及 (2.3)式得

sup
x∈Dn

|(Fn(x)− F (x))− (Fn(ξp)− p)| ≤ (1 + d)n−
1
4 dn a.s..

引理 2.4得证.

3 主要结论

下面给出本文的主要结果.
定理 3.1 (1) 设 {Xn, n ≥ 1} 是具有相同分布函数 F (x)和有界密度函数 f(x) 的严平稳

PA序列, F (x)在 ξp处可导且 F ′(ξp) = f(ξp) > 0;
(2) 设 v(n) = sup

i≥1

∑
j:j−i≥n

Cov1/3(Xi, Xj) 满足 v(n) = O(e−2
√

n);
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(3) 设 {dn}n≥1 为满足 dn → 0, n
1
4 dn/ log n →∞, n →∞的任意正实数序列. 则

vp −Qn,p = o(n−
1
4 dn) a.s..

定理 3.2 设 {Xn, n ≥ 1} 是具有相同分布函数 F (x)和有界密度函数 f(x) 的严平稳 PA
序列, F (x)在 ξp的邻域 Np内连续可导 (p ∈ (0, 1)), 且 0 < d = sup{f(x) : x ∈ Np} < ∞. 如
果定理 3.1 的条件 (2)–(3)满足, 则

vp −Qn,p =
p− Fn(ξp)

f(ξp)
+ O(dnn−

1
4 ) a.s..

定理 3.3 在定理 3.2 的条件下, 如果 ∀x, y ∈ R, j ≥ 1, 有

∞∑
j=n

sup
(x,y)∈R

|F1,j+1(x, y)− F (x)F (y)| < ∞,

其中 F1,j+1(x, y) 为 (X1, Xj) 的联合分布函数. 令 σ2
0 = F (x)[1 − F (x)] +

∞∑
j=1

E(Zn1Znj+1),

记
d→ 为依分布收敛. 则 √

n(vp −Qn,p)
d→ N(0, σ2

0f
−2(ξp)).

4 定理证明

定理 3.1 的证明 对于任意的 ε > 0 有

P (|vp −Qn,p| > εn−
1
4 dn)

= P (vp −Qn,p > εn−
1
4 dn) + P (vp −Qn,p < −εn−

1
4 dn) ∆= I1 + I2. (4.1)

由引理 2.2可得

I1 = P (Zp,n > ξp + εn−
1
4 dn) = P{p > Fn(ξp + εn−

1
4 dn)}

= P{1− Fn(ξp + εn−
1
4 dn)− (1− F (ξp + εn−

1
4 dn)) > F (ξp + εn−

1
4 dn)− p}

= P{ 1
n

n∑
i=1

(wi − Ewi) > δ1}, (4.2)

其中 wi = I(Xi > ξp + εn−
1
4 dn), δ1 = F (ξp + εn−

1
4 dn)− p. 同理可得

I2 = P (Zp,n < ξp − εn−
1
4 dn) = P{p < Fn(ξp − εn−

1
4 dn)}

= P{Fn(ξp − εn−
1
4 dn)− F (ξp − εn−

1
4 dn) > p− F (ξp − εn−

1
4 dn)}

= P{ 1
n

n∑
i=1

(vi − Evi) > δ2}, (4.3)

其中 vi = I(Xi ≤ ξp − εn−
1
4 dn), δ2 = p− F (ξp − εn−

1
4 dn).
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类似于 (2.5)式关于 {ηni, i ≥ 1}的性质讨论, 知 {wi −Ewi}1≤i≤n和 {vi −Evi}1≤i≤n都

为 0均值平稳 PA序列, 且满足 |wi − Ewi| ≤ 2 ∆= cn, |vi − Evi| ≤ 2 ∆= cn. 令 θ = 1/
√

n > 0,
pn ≤

√
n/2, 有 θpncn ≤ 1. 从而由引理 2.1 及 (4.1)–(4.3)式可得

P (|vp −Qn,p| > εn−
1
4 dn) = P{ 1

n

n∑
i=1

(wi − Ewi) > δ1}+ P{ 1
n

n∑
i=1

(vi − Evi) > δ2}

≤ 8{θ2nu(pn)eθncn + eC1θ2nc2
n}e−nθ min(δ1,δ2)/2

= 8{u(pn)e2
√

n + e4C2}e−
√

n min(δ1,δ2)/2 ≤ C3e
−√n min(δ1,δ2)/2, (4.4)

其中 c, c1 为常数. 又因为 F (x)在 ξp 点处连续, F ′(ξp) > 0, 此处 ξp 是不等式 F (x−) ≤ p ≤
F (x)的唯一解且 F (ξp) = p, 由 Taylor展开得

F (ξp + εn−
1
4 dn)− p = f(ξp) · εn− 1

4 dn + o(εn−
1
4 dn),

p− F (ξp − εn−
1
4 dn) = f(ξp) · εn− 1

4 dn + o(εn−
1
4 dn).

从而min(δ1, δ2) = f(ξp) · εn− 1
4 dn, (n →∞), 代入 (4.4)式得

P (|vp −Qn,p| > εn−
1
4 dn) ≤ C1 exp{−f(ξp)εn

1
4 dn

2 log n
· log n} ≤ C2

n2
.

于是
∞∑

n=1

P (|vp −Qn,p| > εn−
1
4 dn) < ∞.

故由 Borel-cantelli引理得 vp −Qn,p = o(n−
1
4 dn) a.s.. 定理得证.

定理 3.2 的证明 由定理 3.1 知

vp −Qn,p = o(n−
1
4 dn) a.s., (4.5)

由引理 2.4得
Fn(ξp)− p = Fn(Zp,n)− F (Zp,n) + O(n−

1
4 dn) a.s., (4.6)

又由引理 2.3得
Fn(Zp,n)− p = O(n−1) a.s.. (4.7)

令 θn是介于 Qp,n与 vp之间的随机变量, 结合 (4.5)–(4.7) 式, 利用 Taylor展开得

Fn(ξp)− p

= F (ξp)− F (Zp,n) + Fn(Zp,n)− F (ξp) + O(n−
1
4 dn)

= F (ξp)− F (Zp,n) + O(n−1) + O(n−
1
4 dn)

= F (ξp)− [F (ξp) + f(ξp)(Zp,n − ξp) +
1
2
f ′(θn)(Zp,n − ξp)2] + O(n−1) + O(n−

1
4 dn)

= F (ξp)− [F (ξp) + f(ξp)(vp −Qn,p) +
1
2
f ′(θn)(vp −Qn,p)2] + O(n−1) + O(n−

1
4 dn)

= −f(ξp)(vp −Qn,p)− 1
2
f ′(θn)(vp −Qn,p)2 + O(n−1) + O(n−

1
4 dn)

= −f(ξp)(vp −Qn,p) + O(n−
1
4 dn),
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由此可得

vp −Qn,p =
p− Fn(ξp)

f(ξp)
+ O(dnn−

1
4 ) a.s..

定理 3.2 证明完毕.
定理 3.3 的证明 由定理 3.2得 vp − Qn,p = (p − Fn(ξp))/f(ξp) + O(dnn−

1
4 ) a.s.. 故要

证明定理 3.3成立, 只需证明 Fn(ξp)− p具有渐近正态性. 记 Zni = I(Xi≤ξp) − EI(Xi≤ξp), 则

√
n(Fn(ξp)− p) = n−1/2

n∑
i=1

(I(Xi≤ξp) − EI(Xi≤ξp)) = n−1/2

n∑
i=1

Zni
∆= n−1/2Sn. (4.8)

令 rn2 < rn1 为正整数, rn2/rn1 → 0, 且当 n → ∞ 时, rn1/n → 0 成立. 又取 k =
[n/(rn1 + rn2], 满足 k(rn1 + rn2)/n → 1, krn2/n → 0, 且 r2

n1/n → 0. 利用 Bernstein分块方
法, Sn 可分解为

Sn = S′n + S′′n + S′′′n , (4.9)

其中

S′n =
k∑

m=1

ynm, S′′n =
k∑

m=1

y′nm, S′′′n = y′nk+1,

ynm =
km+rn1−1∑

i=km

Zni, y′nm =
lm+rn2−1∑

i=lm

Zni, y′nk+1 =
n∑

i=k(rn1+rn2)+1

Zni,

km = (m− 1)(rn1 + rn2) + 1, lm = (m− 1)(rn1 + rn2) + rn1 + 1, m = 1, · · · , k.则在定理的

条件下, 由文献 Li and Yang [10] 的引理 3.4, 得到

1
n

S′′n → 0,
1
n

S′′′n → 0,
k

n
Eym1 → σ2

0 . (4.10)

再由文献 Li et al. [11]的引理 A.3及文献 Li and Yang [10] 的引理 4.2 和 4.3 得

n−1/2S′n
d→ N(0, σ2

0). (4.11)

结合 (4.9)–(4.11) 式可得
n−1/2Sn

d→ N(0, σ2
0).

由此知 Fn(ξp)− p
d→ N(0, σ2

0). 这样定理 3.3证明完毕.
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THE ASYMPOTIC PROPERTIES OF THE SAMPLE QUANTILE

ESTIMATOR OF VAR UNDER POSITIVE ASSOCIATED
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Abstract: In this paper, we consider the sample quantile estimator of VaR based on a

stationary and positively associated sequence. For this setting, applying the exponential inequality

of positively associated random variables, we prove the consistency and asympotic normality of

the sample quantile estimator of VaR, and also give its Bahadur representation.
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