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一类齐次Moran 集的 Hausdorff 测度
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摘 要: 本文研究了一类新的齐次 Moran 集. 利用 xs(0 < s < 1) 的凸性方法, 获得了它的

Hausdorff 测度, 推广了齐次 cantor 集的结果.
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1 引言

计算与估计分形集的 Hausdorff 维数与测度是分形几何研究的重要内容之一. 一般地说,
计算分形集合的 Hausdorff 维数, 特别是计算 Hausdorff 测度是非常困难的. 在满足开集条
件下, 自相似集的 Hausdorff 维数已被完全确定 (参见文 [1]). 但就在这种情形, Hausdorff 测
度的计算与估计, 除直线上 Cantor 集及其种种变形之外, 也几乎无任何结果 (参见文 [1–3]).
Moran 集最先由文 [4] 引入. 关于Moran 集的详细论述参见文 [5]. 文 [6] 利用网测度的方法
得到了齐次 Cantor 集和偏齐次 Cantor 集的 Hausdorff 维数, 并估计了一般齐次Moran 集的
Hausdorff 维数. 文 [7] 在齐次 Cantor 集和偏齐次 Cantor 集的基础上, 通过将相邻的 k 阶基
本区间的间隔 εk 缩小到 t 倍 (0 ≤ t ≤ 1) 变为 εkt, 而保持基本区间的长度和个数不变, 得到
了位于齐次 Cantor 集和偏齐次 Cantor 集之间的一类齐次Moran 集, 且得到了这类集合的
Hausdorff 维数. 文 [8] 运用 Mauldin 和Williams 引入的方法确定了一类齐次 Cantor 集的
Hausdorff 测度. 本文将在齐次 Cantor 集结构和文 [6, 8] 相关结果的基础上, 在一定条件下改
变齐次 Cantor 集基本区间的位置得到一类新的齐次Moran 集, 并确定它的 Hausdorff 测度.

2 定义和记号

设 {nk}k≥1 为一列正整数序列, {ck}k≥1 为一列正实数序列, 满足 nk ≥ 2, 0 < ck < 1,
n1c1 ≤ δ 及 nkck ≤ 1(k ≥ 2), 其中 δ 为一正实数. 对任意 k ≥ 1, 记

Dk = {i1i2 · · · ik : 1 ≤ ij ≤ nj , 1 ≤ j ≤ k}.

令 D =
⋃

k≥0

Dk, 其中 D0 约定为 {∅}.
若 σ = σ1 · · ·σk ∈ Dk, τ = τ1 · · · τm ∈ Dm, 则记 σ ∗ τ = σ1 · · ·σkτ1 · · · τm.
定义 2.1 [5] 设 J 为长度为 δ 的闭区间, J 的闭子集簇 F = {Jσ : σ ∈ D} 称为具有齐次

Moran 结构, 如果它满足
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1. J∅ = J ;
2. 对任意 k ≥ 0 及任意 σ ∈ Dk,Jσ∗1, · · · , Jσ∗nk+1 为 Jσ 的闭子区间, 并且对任意 i 6= j,

int(Jσ∗i) ∩ int(Jσ∗j) = ∅;
3. 对任意 k ≥ 1, σ ∈ Dk−1 及 1 ≤ j ≤ nk 有

| Jσ∗j |
| Jσ | = ck,

其中 | A | 表示集 A 的直径.
设 F 为具有齐次Moran 结构的 J 的闭子区间族, 称 E(F) :=

⋂
k≥1

⋃
σ∈Dk

Jσ 为由 F 确定
的齐次Moran 集, 称 Fk = {Jσ : σ ∈ Dk} 为 E(F) 的 k 阶基本区间, J 称为 E(F) 的母区间．
由上面的定义看到, 对于给定的区间 J, 序列 {nk}k≥1,{ck}k≥1 随着 k(k ≥ 1) 阶基本区间的位
置不同而产生不同的齐次 Moran 集．用M(J, {nk}, {ck}) 表示由 J, {nk}, {ck} 生成的所有
齐次Moran 集的集合.
定义 2.2 [5] 对任意 k ≥ 1, σ ∈ Dk−1 及 1 ≤ j ≤ nk, 它的 k 阶基本区间 Jσ∗j(我们假定

Jσ∗1, · · · , Jσ∗nk
在 Jσ 中从左到右排列) 满足

1. Jσ∗1 的左端点与 Jσ 的左端点重合; Jσ∗nk
的右端点与 Jσ 的右端点重合;

2. 相邻的 k 阶基本区间的间隔相同.
由此得到的Moran 集称为齐次康托集, 记为

C = C(J, {nk}, {ck}).

如果将上述定义中的条件 1 用以下条件代替: Jσ∗1 的左端点与 Jσ 的左端点重合, Jσ∗j+1

的左端点与 Jσ∗j 的右端点重合, 1 ≤ j ≤ nk − 1, 则得到的Moran 集称为偏齐次康托集, 记为

C∗ = C∗(J, {nk}, {ck}).

定义 2.3 [9] 定义预维数序列 {sk}k≥1, 其中 sk 满足下列等式

k∏
i=1

ni∑
j=1

csk

ij = 1.

令 s∗ = lim inf
k→∞

sk.

下面总假设 J = [0, 1], s∗ 如上所定义, 则

s∗ = lim inf
k→∞

log n1 · · ·nk

− log c1 · · · ck

.

定义

t∗ = lim inf
k→∞

log n1 · · ·nk

− log c1 · · · ck+1nk+1

.

令 δk, εk 分别为 C 的第 k 级基本区间的长度和相邻基本区间之间的间隔, 则

δk = c1 · · · ck, εk =
c1 · · · ck−1(1− nkck)

nk − 1
. (2.1)
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在本文中, 我们考虑一种新的齐次Moran 集, 定义如下:
定义 2.4 在上述齐次 Cantor 集的基础上, 对任意 k ≥ 1, σ ∈ Dk−1 及 1 ≤ j ≤ nk, 新

的 k 阶基本区间满足

1. 相邻的 k 阶基本区间的间隔为 ε
′
k = nk−1

nk+1
εk;

2. k 阶基本区间的长度 δk, 母区间 J 及序列 {nk}, {ck} 均不变;
3. 从齐次 Cantor 集的 k 阶基本区间出发, 将 Jσ∗1 的左端点和 Jσ∗nk

的右端点分别向相

应的 k − 1 级基本区间的中心移动 ε
′
k.

由上面定义得到的所有齐次Moran 集的全体记为

C
′
= C

′
(J, {nk}, {ck}).

在不混淆的情况下记为 C′ .

3 相关定理和结论

对于任意 E ∈ C′(J, {nk}, {ck}), 设 dimH E = s. 由文 [5, 6] 我们知道
定理 3.1 [5,6] 若 E ∈M(J, {nk}, {ck}), 则有

t∗ ≤ dimH E ≤ s∗.

特别地,
(1) 若 E 还满足 inf

k≥1
ck > 0, 则 dimH E = s∗;

(2) 若 E 还满足 sup
k≥1

nk < ∞, 则 dimH E = s∗ = t∗.

由于

C
′
(J, {nk}, {ck}) ⊆M(J, {nk}, {ck}),

所以 E ∈M(J, {nk}, {ck}).
故由定理 1, 有 t∗ ≤ s ≤ s∗; 当 inf

k≥1
ck > 0 时, s = s∗; 当 sup

k≥1
nk < ∞ 时, s = s∗ = t∗.

设 Rs(E) = lim inf
k→∞

k∏
j=1

njc
s
j , 在本文中设 0 ≤ Rs(E) < ∞.

定理 3.2 若 E ∈ C′(J, {nk}, {ck}), 0 ≤ Rs(E) < ∞, 则

1
6
Rs(E) ≤ Hs(E) ≤ Rs(E).

由于 ∀k ≥ 1, Fk 为 E 的覆盖, 故

Hs(E) ≤ lim inf
k→∞

‖ Fk ‖= lim inf
k→∞

k∏
j=1

njc
s
j = Rs(E).

若 Rs(E) = 0, 则Hs(E) = 0, 即Hs(E) = Rs(E) = 0. 此时, 定理 3.2 成立.
下面只需考虑 0 < Rs(E) < ∞ 的情形.

4 几个引理
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对任意 σ ∈ Dk−1, 记 Gk,σ 为 Jσ ∩ Fk 中元素所有可能并集的集合, 令

Gk =
⋃

σ∈Dk−1

Gk,σ, G =
∞⋃

k=1

Gk,

Hs
G(E) = lim inf

δ→0
{
∞∑

i=1

| Ui |s : E ⊂
∞⋃

i=1

Ui, | Ui | < δ,Ui ∈ G}.

引理 4.1 设Hs(E) 是 E 的 s 维 Hausdorff 测度, 则

1
2
Hs

G(E) ≤ Hs(E) ≤ Hs
G(E). (4.1)

证 由 Hs
G(E) 和 Hs(E) 的定义可知, 第二个不等式 Hs(E) ≤ Hs

G(E) 显然成立. 现证

第一个不等式. 设 U 为 [0, 1] 上的开区间, U ∩ E 6= ∅. 由于 lim
k→∞

k∏
i=1

ci = 0, 因此存在一个正

整数 k0, 使得 | U |≥ 2
k0∏

i=1

ci. 此时, 可分为两种情形 (A1, A2):

A1) 存在一个正整数 k ≥ k0, 使得 U 至少含有一个 k 阶基本区间, 但不含任何 (k − 1)
阶基本区间, 因此 U 至多与两个 (k − 1) 阶基本区间相交．

a) U 与两个 (k − 1) 阶基本区间相交, 设 I1,I2 是那样的两个基本区间, 记 U1 = I1 ∩ U ,
U2 = I2 ∩ U , 那么利用 xs 的凸性, 有

| U |s ≥ (| U1 | + | U2 |)s ≥ 2s

2
(| U1 |s + | U2 |s). (4.2)

由于 U1 和 U2 中至少有一个含 k 阶基本区间. 不失一般性, 设 U1 含有一个含 k 阶基本区间,

记 G(U1) =
⋃

σ∈Dk,Jσ∩U1 6=∅
Jσ, 则 | G(U1) |s ≤ (| U1 | +

k∏
i=1

ci)s ≤ 2s| U1 |s.
如果 U2 也至少含有一个 k 阶基本区间, 记 G(U2) =

⋃
σ∈Dk,Jσ∩U2 6=∅

Jσ, 因此 | G(U2) |s ≤
2s| U2 |s. 从而 G(Ui) ∈ Gk, i = 1, 2 且

| U |s ≥ 2s

2
(| U1 |s + | U2 |s) ≥ 1

2
(| G(U1) |s + | G(U2) |s). (4.3)

如果 U2 不含任何 k 阶基本区间, 则 U 仅与 I2 相交. 通过分析知道, 在这种情况下, 又可以
分为两种情形:

a1) 存在正整数 l(> k), 使得 U2 至少含一个 l 阶基本区间, 但它不含任何 (l− 1) 阶基本
区间, 记

G(U2) =
⋃

σ∈Dl,Jσ∩U2 6=∅
Jσ,

则 G(U2) ∈ Gl. 此时可类似上面的论述, 得到 | G(U2) |s ≤ 2s| U2 |s. 于是式 (4.3) 成立.
a2) 不存在正整数 l(> k), 使得 U2 含有 l 阶基本区间, 此时, U2 至多与一个 k 阶基

本区间相交, 记 G(U2) =
⋃

σ∈Dk,Jσ∩U2 6=∅
Jσ, 则仍有 G(U2) ∈ Gk, 那么 | G(U2) |s ≤ (| U2 |

+
k∏

i=1

ci)s ≤ 2s| U2 |s. 于是, 式 (4.3) 也成立.
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b) U 仅与一个 (k − 1) 阶基本区间相交．
如果U 的左端点不落在任何 k阶基本区间上,记G(U) =

⋃
σ∈Dk,Jσ∩U 6=∅

Jσ,则G(U) ∈ Gk,

且

| U |s ≥ 1
2s
| G(U) |s ≥ 1

2
| G(U) |s. (4.4)

如果 U 的左端点落在某个 k 阶基本区间上, 设 J1 是那样的基本区间, 记 U1 = U ∩ J1,U2 =
U − U1, 且 G(U2) =

⋃
σ∈Dk,Jσ∩U2 6=∅

Jσ, 则 G(U2) ∈ Gk, 且 | G(U2) |s ≤ 2s| U2 |s. 对于 U1, 我

们又可以分为两种情形.
b1) 存在正整数 l(> k), 使得 U1 至少含一个 l 阶基本区间, 但它不含任何 (l− 1) 阶基本

区间, 记

G(U1) =
⋃

σ∈Dl,Jσ∩U1 6=∅
Jσ,

类似上面的论述, 得到 | G(U1) |s ≤ 2s| U1 |s. 于是式 (4.3) 成立.
b2) 不存在正整数 l(> k), 使得 U1 含有 l 阶基本区间, 此时, U1 至多与一个 k 阶基本区

间相交, 记

G(U1) =
⋃

σ∈Dk,Jσ∩U1 6=∅
Jσ,

则仍有 G(U1) ∈ Gk, 那么 | G(U1) |s ≤ (| U1 | +
k∏

i=1

ci)s ≤ 2s| U1 |s. 于是式 (4.3) 也成立.

A2) 不存在一个正整数 k ≥ k0, 使得 U 含有 k 阶基本区间. 此时, 对于某个正整
数 k, U 至多与两个 k 阶基本区间相交, 记 G(U) =

⋃
σ∈Dk,Jσ∩U 6=∅

Jσ, 则 G(U) ∈ Gk, 且

| G(U) |s ≤ (| U | +2
k∏

i=1

ci)s ≤ 2s| U |s, 那么也有式 (4.3) 成立.

现设 {U i} 是 E 的 δ 覆盖, 则 {G(U i
1), G(U i

2)} ⊂ G 是 E 的 2δ 覆盖, 因此 Hs(E) ≥
1
2
Hs

G(E), 引理 4.1 得证.
对任意 σ = (σ1, · · · , σm) ∈ Dm, 若 0 < k ≤ m, 记 σ | k = (σ1, · · · , σk). 对任意两个

σ, τ ∈ Dk, 记 a(σ) 是 Iσ 的左端点, b(τ) 是 Iτ 的右端点. 设 µ 是支撑在 E 上的概率测度, 使
得对任意 A ∈ Fk, 有 µ(A) = (n1 · · ·nk)−1.
引理 4.2 设 E ∈ C′(J, {nk}, {ck}), 且 0 < Rs(E) < ∞. 那么存在 k0 ∈ N, 使得对任意的

σ, τ ∈ Dk(k ≥ k0), 若 a(σ) < b(τ) 且 σ | (k − 1) = τ | (k − 1), 则

µ([a(σ), b(τ)]) ≤ 31−s(Rs(E)− ε)−1(b(τ)− a(σ))s.

证 由于 lim inf
k→∞

k∏
j=1

njc
s
j = Rs(E), 则对任意 ε > 0, 存在 k0 > 0, 使得当 k ≥ k0 时,

k∏
j=1

njc
s
j ≥ Rs(E)− ε, 因此

(n1 · · ·nk)−1 ≤ (Rs(E)− ε)−1(c1 · · · ck)s. (4.5)
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若 σ = τ ∈ Dk(k > k0), 则 b(τ)− a(σ) = c1 · · · ck, 从而由 (4.5) 式知

µ([a(σ), b(τ)]) = (n1 · · ·nk)−1

≤ (Rs(E)− ε)−1(c1 · · · ck)s = (Rs(E)− ε)−1(b(τ)− a(σ))s

≤ 31−s(Rs(E)− ε)−1(b(τ)− a(σ))s.

若 σ 6= τ ,σ, τ ∈ Dk(k > k0), 假设 [a(σ), b(τ)] 中含 i 个 k 阶基本区间, 由于 σ | (k − 1) = τ |
(k − 1) 且 σ 6= τ , 所以 2 ≤ i ≤ nk, 且

(b(τ)− a(σ))s = (iδk + (i− 1)εk)s

= (ick + (i− 1)
1− nkck

1 + nk

)s(c1 · · · ck−1)s

= (
nk + i

nk + 1
ck +

i− 1
1 + nk

)s(c1 · · · ck−1)s.

利用 xs 的凸性有

(b(τ)− a(σ))s ≥ (
nk + 2i− 1

nk + 1
)s−1[

nk + i

nk + 1
(c1 · · · ck−1ck)s +

i− 1
1 + nk

(c1 · · · ck−1)s]. (4.6)

由 (4.5) 和 (4.6) 式有

(b(τ)− a(σ))s ≥ (Rs(E)− ε)(n1 · · ·nk)−1(
nk + 2i− 1

nk + 1
)s−1(

nk + i

nk + 1
+

nk(i− 1)
1 + nk

)

= (Rs(E)− ε)(n1 · · ·nk)−1(
nk + 2i− 1

nk + 1
)s−1i

= (Rs(E)− ε)(
nk + 2i− 1

nk + 1
)s−1µ([a(σ), b(τ)])

≥ (
1
3
)1−s(Rs(E)− ε)µ([a(σ), b(τ)]).

因此 µ([a(σ), b(τ)]) ≤ 31−s(Rs(E)− ε)−1(b(τ)− a(σ))s, 引理 4.2 得证.
引理 4.3 设 E ∈ C′(J, {nk}, {ck}), 且 0 < Rs(E) < ∞, 则 ( 1

3
)1−sRs(E) ≤ Hs

G(E) ≤
Rs(E).
证 Hs

G(E) ≤ Rs(E) 显然成立. 现设 {Ui} ⊂ G 是 E 的 δ 覆盖, δ ≤ xk0 . 对每个 Ui, 必
存在一个正整数 k(i) > k0, 使得 Ui 含在某个 (k(i) − 1) 阶基本区间内. 假设 Ui 是某些 k(i)
阶基本区间的并, 即 Ui = Iσ(i) ∪ · · · Iτ(i) , 这里 Iσ(i) 和 Ui 有相同的左端点, Iτ(i) 和 Ui 有相同

的右端点. 则 | Ui |= b(τ (i))− a(σ(i)). 由引理 4.2 有

1 = µ(E) ≤
∞∑

i=1

µ(Ui) ≤
∞∑

i=1

µ([a(σ(i)), b(τ (i))])

≤ 31−s(Rs(E)− ε)−1

∞∑
i=1

(b(τ (i))− a(σ(i)))s = 31−s(Rs(E)− ε)−1

∞∑
i=1

| Ui |s.

因此Hs
G(E) ≥ ( 1

3
)1−s(Rs(E)− ε). 由 ε 的任意性, 有Hs

G(E) ≥ ( 1
3
)1−sRs(E), 引理 4.3 得证.
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5 定理的证明及例

证 [定理 3.2 的证明] 由引理 4.1 和引理 4.3 可知

1
6
Rs(E) ≤ 1

2
(
1
3
)1−sRs(E) ≤ 1

2
Hs

G(E) ≤ Hs(E) ≤ Rs(E),

即 1
6
Rs(E) ≤ Hs(E) ≤ Rs(E), 定理得证.
例 对于经典三分 Cantor 集 C([0, 1], {2}, { 1

3
}), 如本文中的做法处理, 可得到新的齐次

Moran 集 C′([0, 1], {2}, { 1
3
}). 任意的 E ∈ C′([0, 1], {2}, { 1

3
}), 由于 sup

k
nk = 2 < ∞, 所以

dimH(E) = s∗ = log 2
log 3

. 然而 R log 2
log 3

(E) = 1, 因此 1
6
≤ Hs(E) ≤ 1.
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Abstract: In this paper, we consider a new kind of homogeneous Moran sets. By using

the convexity of xs(0 < s < 1), we get its Hausdorff measure, which generalizes the results of

homogeneous Cantor sets.
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