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摘要: 在“平方损失”下, 研究了基于 NA 样本情形下非指数分布族参数 θ 的经验 Bayes 估

计. 利用概率密度函数的核估计, 构造了参数的经验 Bayes(EB) 估计量, 在适当的条件下证明了获得

的 (EB) 估计是渐近最优的且收敛速度的阶为 O(n−(rs−2)/2(s+2)), 其中 s > 2, s ∈ N, 2/s < r < 1.

最后给出一个满足定理条件的例子.
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1 引言

自 Robbins[1] 引入经验 Bayes(EB) 方法以来, 文献中对指数族及单边截断分布族中, 未
知参数的 EB 估计及 EB 检验问题已有许多研究, 如基于独立同分布 (iid) 样本, Singh [2] 及

Singh 和Wei[3] 讨论了单参数指数族 EB 估计问题, 在近期文献中, Li 和 Gupta[4] 基于独立

同分布 (iid) 样本下研究了一类单边截断分布族参数的 EB 检验问题, Lee-shen Chen[5] 和黄

金超等 [6] 分别在独立同分布 (iid) 样本下研究了非指数分布族参数的 EB 检验和估计问题,
然而在可靠性理论, 渗透理论和某些多元分析等实际问题中, 遇到的样本多非独立而具有相
关性, 正相关 (PA), 负相关 (NA) 就为常见的两种. 因而, 在样本相关的情形下研究 EB 估计
问题是有意义的. 本文在“平方损失”下, 基于同分布弱平稳 NA 样本进一步研究了文献 [5]
给出非指数分布族参数的经验 Bayes(EB) 估计问题, 构造一渐近最优 EB 估计函数, 在一定
条件下, 获得 EB 估计渐近最优性且收敛速度的阶为 O(n−(rs−2)/2(s+2)), 其中 s > 2 为任意
确定的自然数, 2/s < r < 1, 推广现有文献中的相应结果.
首先给出 NA样本随机变量 (r.v.) 序列的定义.
定义 1.1 随机变量 X1, X2, · · · , Xn, 称为负相关的 (NA), 如果对于集合 1, 2, · · · , n 的

任何两个不交的非空子集 A1 与 A2 都有

Cov(f1(Xi, i ∈ A1), f2(Xj , j ∈ A2)) ≤ 0, (1.1)

其中是 f1 和 f2 任何两个使得协方差存在且对每个变元均非降 (或同时对每个变元均非
升) 的函数, 称随机变量序列 {Xj , j ∈ N} 是负相关的 (NA) , 如果对任意自然数 n > 1,

X1, X2, · · · , Xn, 都是负相关的 (NA) .
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考虑如下非指数分布族, 设随机变量 X 条件概率密度函数为

f(x | θ) = e−x k(θ)
1 + θx

, (1.2)

此处 x ∈ χ = (0, +∞), θ ∈ Ω = (0, +∞), k(θ) > 0, Ω 为参数空间. 显然概率密度函
数 f(x | θ) 不是指数分布族, 然而它是联合密度函数 f(x, y | θ) = k(θ)exp(−x − y − θxy),
(x > 0, y > 0, θ > 0, k(θ) > 0) 的边缘密度函数, 联合密度函数 (pdf) f(x, y | θ) 是二元指
数分布族, 它常被用来作为两个相依分量的寿命的模型见文献 [5] 及其所引参考文献 [7]. 另
外, 研究该分布族参数的 EB 估计特别是基于相关样本的 EB 估计, 文献中报道很少. 因此基
于 NA样本下研究该非指数分布族参数的经验 Bayes 估计是非常有意义的.
设 G(θ) 为参数 θ 的未知先验分布, 随机变量 X 的边缘分布密度函数为

f(x) =
∫

Ω

f(x | θ)dG(θ) = e−x

∫ +∞

0

k(θ)
1 + θx

dG(θ) < ∞, (1.3)

约定

f(0) =
∫ +∞

0

k(θ)dG(θ) < ∞,

f ′(x) = −e−x

∫ +∞

0

k(θ)
1 + θx

dG(θ)− e−x

∫ +∞

0

θk(θ)
(1 + θx)2

dG(θ) < 0.

所以 f(x) 为单调递减函数, 从而 f(x) < f(0) < ∞.

取 h(x) = exf(x) =
∫ +∞

0

k(θ)
1 + θx

dG(θ), 则

h(s)(x) =
∂sh(x)

∂xs
=

∫ +∞

0

(−1)ss!k(θ)θs

(1 + θx)s+1
dG(θ),

| h(s)(x) |= s!
∫ +∞

0

k(θ)θs

(1 + θx)s+1
dG(θ) , s!q(x) < ∞ (s ≥ 2, s ∈ N). (1.4)

取通常的损失函数为

L(θ, d) = (θ − d)2. (1.5)

在平方损失 (1.5) 下, θ 的 Bayes 估计为其后验均值, 即

θ̂BE = E(θ | x) =

∫ +∞

0

θf(x | θ)dG(θ)

f(x)

=

1
x

∫ ∞

0

e−xk(θ)dG(θ)− 1
x

∫ ∞

0

k(θ)e−x

1 + θx
dG(θ)

f(x)

=
e−x

x
f(0)− 1

x
f(x)

f(x)
, φB(x). (1.6)
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故 θ̂BE 的 Bayes 风险为

R(G) = RG = R(θ̂BE , G) = E(X,θ)(θ̂BE − θ)2. (1.7)

由于先验分布 G(θ) 的未知, 故 θ̂BE 不能确定, 因此无使用价值, 从而导致考虑该参数的经验
Bayes(EB) 估计.

2 经验 Bayes 估计

设 X1, X2, · · · , Xn 和 X 是同分布弱平稳 NA 样本, 它们具有共同的边缘密度函数如
(1.3)式所示, 通常称X1, X2, · · · , Xn 为历史样本, 称X 为当前样本. 令 f(x) 为X1 的概率

密度函数.
为了估计 f(x), 引入核函数. 令K(x) (r = 0, 1, · · · , s− 1) 在 Borel 可测的有界函数区

间 (0, 1) 之外为零, 且满足下列的条件 (C):

(C1) 1
t!

∫ 1

0

ytKr(y)dy =

{
1, t = r,

0, t 6= r, t = 1, 2, · · · , s− 1.

(C2) 对 x ∈ χ = (0, ∞), | K(x) |≤ C.
(C3) Kr(x) 在 R1 上除有限点集 E0 外是可微的, 且

sup
x∈R1−E0

|K ′
r(x)| |≤ C < ∞.

本文对 NA 序列的协方差结构作如下假定:

(D)
∞∑

j=1

| Cov(Xi, Xj) |≤ C < ∞. (2.1)

类似文献 [5], 密度函数 f(x) 的核估计定义为

fn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

K(
Xi − x

hn

)eXi−x, (2.2)

其中 {hn} 为正数序列, 且 lim
n→∞

hn = 0, K(x) 是满足条件 (C) 的核函数. 利用文献 [8] 的思

想, 则可定义 θ 的经验 Bayes 估计

θ̂EB = φ∗n(x) , [0 ∨ (
e−x

x
fn(0)− 1

x
fn(x)

fn(x)
)] ∧An, (2.3)

其中 ϕ(x) = x−1e−xfn(0) 为 ϕ(x) = x−1e−xf(0) 的估计, 令 φ∗n(x) 为 φB(x) 的估计, 这里
{An} 为正数序列, 且

lim
n→∞

An = ∞, a ∨ b = max(a, b), a ∧ b = min(a, b).

记 E∗ 表示对 (X1, · · · , Xn, (X, θ))的联合分布求均值 , En 表示对 X1, · · · , Xn 之联

合分布求均值, 在平方损失下, θ̂EB 的全面 Bayes 风险为

Rn = Rn(θ̂EB, G) = E∗(θ̂EB − θ)2. (2.4)
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按定义, 若 lim
n→∞

Rn = R(G),则称 θ̂EB 为渐近最优 (a.o.) 的 EB 估计, 若 Rn − R(G) =

O(n−q), q > 0, 则称 θ 的 EB 估计 θ̂EB 的收敛速度阶为 O(n−q). 本文中令 c, c0, c1, · · · 表
示与 n 无关的正常数, 即使在同一表达式中它们也可取不同的值.

3 若干引理及主要结果

引理 3.1 令 X, Y 是 NA变量, 皆有有限方差, 则对任何两个可微函数 g1, g2有

| Cov(g1(X), g2(Y )) |≤ sup
X
| g′1(X) | sup

Y
| g′2(Y ) | [−Cov(X, Y )], (3.1)

当分别在有限或可列点集 E1
0 和 E2

0 上不可微时有

| Cov(g1(X), g2(Y )) |≤ sup
X∈R1−E1

0

| g′1(X) | sup
Y ∈R1−E2

0

| g′2(Y ) | [−Cov(X, Y )]. (3.2)

证 见文献 [9]引理 1.
引理 3.2 设 fn(x)由 (2.2) 式定义, 其中 X1, X2, · · · , Xn 为同分布弱平稳 NA样本序

列, s > 2 为任意确定的自然数, 若条件 (C) 和 (D) 成立, 当取 hn = n−
1

4+2s 时, 对 0 < r ≤ 2
有

(1) En| fn(x)− f(x) |r ≤ c · n− rs
2(s+2) ;

(2) En| fn(0)− f(0) |r ≤ c1 · n−
rs

2(s+2) .

证 由 Cr 不等式可知, 对 0 < r ≤ 2,

En | fn(x)− f(x) |r≤ c1 | Enfn(x)− f(x) |r +c2[Var(fn(x))]r/2 , c1I
r
1 + c2I

r/2
2 , (3.3)

由 (2.2)式和条件 (C1)可知

En[fn(x)] = En[
1
hn

K(
X1 − x

hn

)eX1−x]

=
∫ x+hn

t=x

1
hn

K(
t− x

hn

)et−xf(t)dt =
∫ 1

0

K(v)e−xh(x + hnv)dv

=
∫ 1

0

K(v)e−x[h(x) +
s−1∑
l=1

h(l)(x)
(hnv)l

l!
+ h(s)(x∗)

(hnv)s

s!
]dv

= f(x) +
hs

ne−x

s!

∫ 1

0

h(s)(x∗)K(v)vsdv, (3.4)

这里 x ≤ x∗ ≤ x + hn, 从而由 (3.4)和 (1.4)式及 (C2),对任何固定的 x ∈ χ有

| Enfn(x)− f(x) |≤ hs
ne−x

s!

∫ 1

0

| h(s)(x∗) ‖ K(v) ‖ vs | dv

≤ chs
ne−x

s!

∫ 1

0

s!
∫ ∞

0

k(θ)θs

(1 + θx)s+1
dG(θ)vsdv

=
chs

ne−x

s + 1

∫ ∞

0

k(θ)θs

(1 + θx)s+1
dG(θ) ≡ chs

ne−x

s + 1
q(x) = O(hs

n), (3.5)
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所以当取 hn = n−1/(2s+4)时有

Ir
1 =| Enfn(x)− f(x) |r≤ cn−rs/2(s+2), (3.6)

I2 = Var[
1

nhn

n∑
j=1

K(
Xj − x

hn

)eXj−x]

=
1

nh2
n

Var[K(
X1 − x

hn

)eX1−x] +
2

n2hn
2

∑
1≤j<

∑
l≤n

Cov(K(
Xj − x

hn

)eXj−x,

K(
Xl − x

hn

)eXl−x) , I
(1)
2 + I

(2)
2 . (3.7)

由 | K2(v) |≤ c, 0 ≤ Xj − x ≤ hn, 1 ≤ eXj−x ≤ ehn ≤ c, 及 h(x)为单调递减函数可知

I
(1)
2 ≤ 1

nh2
n

En[K(
X1 − x

hn

)eX1−x]2

=
1

nh2
n

∫ x+hn

t=x

K2(
t− x

hn

)e2(t−x)e−th(t)dt

≤ 1
nhn

e−xh(x)ehn

∫ 1

0

K2(v)dv ≤ cf(x)
nhn

c = O((nhn)−1). (3.8)

记 ψn(x, y) = K(y−x
hn

)ey−x, 由条件 (C3)及引理 3.1, 有

∣∣∣∣Cov(K(
Xj − x

hn

)eXj−x, K(
Xl − x

hn

)eXl−x)
∣∣∣∣ ≤ 1

hn
2

{
sup

y

∣∣∣∣
∂

∂y
ψn(x, y)

∣∣∣∣
}2

[−Cov(Xj , Xl)]

<
c1

hn
2 |Cov(Xj , Xl)| .

故由条件 (D) 和 {Xn, n ≥ 1}的弱平稳性可知

I2
(2) ≤ 2

n2hn
2

∑
1≤j<

∑
l≤n

c1

hn
2 |Cov(Xj , Xl)| ≤ c2

nhn
4

∞∑
i=1

|Cov(X1, Xl)| ≤ c(nhn
4)−1, (3.9)

所以当时 hn = n−1/2(s+2),由 (3.8) 和 (3.9) 式代入 (3.7) 式可得

I2 ≤ c1(nhn)−1 + c2(nhn
4)−1 ≤ cn−

s
(s+2) , (3.10)

故有

I
r/2
2 ≤ cn−

rs
2(s+2) , (3.11)

将 (3.6)和 (3.11)式代入 (3.3)式可得引理 3.1 (1)的结论.
在上述证明过程中令 x = 0, 类似可以证明引理 3.2 (2)的结论也成立.
引理 3.3 若 RG < ∞,则对任何 EB 估计 θ̂EB 的风险有

Rn −RG = E∗(θ̂EB − θ̂BE)2. (3.12)

证 见文献 [2] 引理 2.1.
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引理 3.4 对随机变量 (r.v.)(Y, Z)和实数 y, z 6= 0, 0 < L < ∞,且 0 < λ ≤ 2,则有

E[| Y

Z
− y

z
| ∧L]λ ≤ 2

| z |λ {E[| Y − y |]λ + (| y

z
| +L)λE[| Z − z |]λ}.

证 见文献 [3].
引理 3.5 如果对 t ≥ 1, E | θ |t< ∞,则对 (1.6)式定义的 θ̂BE(X),有E∗ | θ̂BE(X) |t< ∞.
证 由凸函数 Jensen不等式可知

E∗ | θ̂BE(X) |t =
∫ +∞

0

| θ̂BE(X) |t f(x)dx =
∫ +∞

0

| E( θ|x)(θ) |t f(x)dx

≤
∫ +∞

0

(E( θ|x)|θ|t)f(x)dx =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

|θ|tf(x |θ )dG(θ)dx

=
∫ +∞

0

|θ|tdG(θ) = E|θ|t < ∞.

定理 3.1 设 RG, Rn分别由 (1.7) 和 (2.4) 式定义, θ̂EB 由 (2.3) 式定义, X1, X2, · · · , Xn

为同分布弱平稳 NA样本序列, s > 2 为任意确定的自然数, 2/s < r < 1且条件 (C)和 (D)
成立, 且满足

(1)
∫ +∞

0

θrsdG(θ) < ∞;

(2)
∫ +∞

1

(f(x))1−rdx < ∞,

则当 hn = n−1/2(s+2)时, 有
Rn −RG = O(n−

rs−2
2s+4 ).

证 由引理 3.5和条件 (1) 可知

RG = E(X,θ)(θ̂BE − θ)2 ≤ 2(E∗(θ̂2
BE) + E∗(θ2)) < ∞,

故引理 3.3 的条件成立, 因此有

Rn −RG = E∗(θ̂EB − θ̂BE)2 =
∫ +∞

0

En[φ∗n(x)− φB(x)]2f(x)dx

, A(n) + B(n) + C(n), (3.13)

其中

A(n) =
∫ 1

0

In(x)f(x)dx, B(n) =
∫ +∞

1

In(x)f(x)dx, C(n) =
∫ +∞

0

IIn(x)f(x)dx,

In(x) = En[φ∗n(x)− φB(x)]2I(An − φB(x)), IIn(x) = En[φ∗n(x)− φB(x)]2I(φB(x)−An),

这里 I(x)为示性函数: I(x) = 1, 若 x > 0; 否则 I(x) = 0. 由 (1.6), (2.3) 式和引理 3.4 及引
理 3.2 可得

In(x) ≤ En(|
e−x

x
fn(0)− 1

x
fn(x)

fn(x)
−

e−x

x
f(0)− 1

x
f(x)

f(x)
| ∧An)2I(An − φB(x))

≤ A2−r
n En{(|

e−x

x
fn(0)− 1

x
fn(x)

fn(x)
−

e−x

x
f(0)− 1

x
f(x)

f(x)
| ∧An)r}I(An − φB(x))
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≤ 2A2−r
n

f r(x)
{En | e−x

x
(fn(0)− f(0))− 1

x
(fn(x)− f(x)) |r}

+
21+rA2

n

f r(x)
{En | fn(x)− f(x) |r}

≤ 2A2−r
n

f r(x)
{(e−x

x
)rEn | fn(0)− f(0) |r +(

1
x

)rEn | fn(x)− f(x) |r}

+
21+rA2

n

f r(x)
{En | fn(x)− f(x) |r}

≤ cA2−r
n

f r(x)
{(e−x

x
)rn−rs/2(s+2) +

c1A
2−r
n

f r(x)
(x−1)rn−rs/2(s+2)}

+
c2A

2
n

f r(x)
n−rs/2(s+2), (3.14)

将 (3.14)式代入 A(n)可得

A(n) ≤ c1A
2−r
n n−rs/2(s+2)a1 + c2A

2−r
n n−rs/2(s+2)a2 + c3A

2
nn−rs/2(s+2)a3, (3.15)

由 Jensen不等式和
∫ 1

0

(x−1e−x)rdx <

∫ 1

0

(x−1)rdx < ∞ (0 < r < 1),

可知 (3.15)式中

a1 =
∫ 1

0

(e−xx−1)r(f(x))1−rdx ≤ (f(0))1−r

∫ 1

0

(e−xx−1)rdx

≤ (f(0))1−rc1 < ∞, (3.16)

a2 =
∫ 1

0

(x−1)r(f(x))1−rdx ≤ (f(0))1−r

∫ 1

0

(x−1)rdx ≤ (f(0))1−rc2 < ∞, (3.17)

a3 =
∫ 1

0

(f(x))1−rdx ≤ (
∫ 1

0

f(x)dx)1−r ≤ 1 (0 < 1− r < 1). (3.18)

将 (3.16) , (3.17)和 (3.18)式代入 (3.15)式可得

A(n) ≤ c1A
2−r
n n−rs/2(s+2) + c2A

2−r
n n−rs/2(s+2) + c3A

2
nn−rs/2(s+2) ≤ cA2

nn−rs/2(s+2), (3.19)

将 (3.14)式代入 B(n)和条件 (2)及
∫ ∞

1

(e−xx−1)rdx < ∞可得

B(n) ≤ c1A
2−r
n n−rs/2(s+2)b1 + c2A

2−r
n n−rs/2(s+2)b2 + c3A

2
nn−rs/2(s+2)b3,

其中

b1 =
∫ ∞

1

(e−xx−1)r(f(x))1−rdx ≤ (f(0))1−r

∫ ∞

1

(e−xx−1)rdx ≤ (f(0))1−rc1 < ∞,

b2 =
∫ ∞

1

(x−1)r(f(x))1−rdx < b3 =
∫ ∞

1

(f(x))1−rdx < ∞.
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将以上 b1, b2, b3代入 B(n)可得

B(n) ≤ c1A
2−r
n n−rs/2(s+2) + c2A

2−r
n n−rs/2(s+2) + c3A

2
nn−rs/2(s+2) ≤ cA2

nn−rs/2(s+2). (3.20)

由于 0 ≤ φ∗n(x) ≤ An, 当 rs > 2时, 有

C(n) ≤
∫ +∞

0

φ2
B(x)I(φB(x)−An)f(x)dx ≤ 1

Ars−2
n

∫ +∞

0

φrs
B (x)f(x)dx

=
1

Ars−2
n

E[φrs
B (x)] =

1
Ars−2

n

E[E(θ | x)]rs ≤ 1
Ars−2

n

E(θrs) ≤ c
1

Ars−2
n

, (3.21)

将 (3.19), (3.20)和 (3.21)式代入 (3.13)式可得

Rn −RG = O(A2
nn−rs/2(s+2)) + O(

1
Ars−2

n

).

取 An = n1/2(s+2)时, 可得

Rn −RG = O(n−(rs−2)/2(s+2)).

注注注 当 r → 1, s → +∞时, 可以得到本文的收敛速度阶近似为 O(n−1/2).

4 例子

下面举例说明适合文中定理条件的非指数分布族和先验分布是存在的, 在模型 (1.2)式
中, 其中 x ∈ χ = (0, ∞), θ ∈ Ω = (0, +∞), 0 < k(θ) < ∞,设参数 θ服从区间 (0, 1)上的均
匀分布, 即 θ ∼ U(0, 1),则有

f(x) =
∫ 1

0

f(x|θ)g(θ)dθ = e−x

∫ 1

0

k(θ)
1 + θx

dθ.

(1)
∫

Ω

θrsdG(θ) =
∫ 1

0

θrsdθ =
1

rs + 1
< ∞;

(2) 由于 s > 2, 2/s < r < 1, 0 < k(θ) < ∞,从而 0 < 1− r < 1,所以

∫ +∞

1

(f(x))1−r
dx =

∫ +∞

1

[e−x

∫ 1

0

k(θ)
1 + θx

dθ]
1−r

dx =
∫ +∞

1

e−x(1−r)[
∫ 1

0

k(θ)
1 + θx

dθ]
1−r

dx

≤
∫ +∞

1

e−x(1−r)[
∫ 1

0

k(θ)dθ]
1−r

dx ≤ c

∫ +∞

1

e−x(1−r)dx < ∞.

由 (1), (2)可知,定理 3.1的条件均满足.
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EMPIRICAL BAYES ESTIMATOR FOR NONEXPONENTIAL

DISTRIBUTION FAMLIIES UNDER NA SAMPLES
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Abstract: The empirical Bayes (EB) estimator of parametric θ in nonexponential distribution

families for NA samples is investigated under square loss functions. By using kernel-type density

estimation, the empirical Bayes estimation rules are constructed. Under suitable conditions, it

is shown that the proposed EB estimators are asymptotically optimal with convergence rates

O(n−(rs−2)/2(s+2)), where s > 2, s ∈ N, 2/s < r < 1. Finally an example about the main results

of this paper is given.

Keywords: nonexponential distribution; the kernel estimation of density function; empiri-

cal Bayes estimation; convergence rates; NA samples
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