
Vol. 36 ( 2016 )
No. 1

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

F2 + vF2 上的循环码

张光辉, 李良辰
(洛阳师范学院数学科学学院, 河南洛阳 471022)

摘要: 本文研究了环 F2 + vF2 上的循环码. 利用标准形生成元集刻画了环 F2 + vF2 上的循环

码的代数结构, 证明了环 F2 + vF2 上的每一个非零的循环码均有唯一的标准形生成元集, 进而得到了

每一个循环码均是由一个多项式生成的.
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1 引言

有限环上的线性码的研究始于二十世纪七十年代 [2,3]. 在文献 [7]中, Hammons 等证明
了某些高效的二元非线性码, 如 Kerdock 码、Delsarte-Goethals码都可以看做是 Z4 - 线性码
的 Gray像, 这使得有限交换环上的码受到广泛关注, 从而环上的码的研究成为编码理论研究
的一个新的方向. 我们知道, 除了四元域 F4 和模 4的剩余类环 Z4 之外, 还有两个四元素环:
F2 + uF2 = {0, 1, u, 1 + u}, 这里 u2 = 0; F2 + vF2 = {0, 1, v, 1 + v}, 这里 v2 = v. 研究这四个
四元素环上的线性码的结构是一个有趣的课题. 对 F4 上的线性码结构的研究, 已有很多相关
文献, 并得出了很多结果; 对 Z4 上的线性码 (即四元码) 也有很多相关研究工作 (如文献 [10]
等); 环 F2 + uF2 上线性码的研究见文献 [1, 4, 8]. 与前三个不一样的是, 环 F2 + vF2 不是链

环. 但是, 文献 [9] 中的结果表明有限 Frobenius 环也适合于编码, 这使得非链环上的线性码
也开始受到关注.
近年来, 一些学者开始研究非链环 Fp + vFp 上的线性码, 这里 v2 = v, p 是一个素数. 在

文献 [11] 里, 朱士信等研究了 F2 + vF2 上的线性码和循环码; 在文献 [5], Cengellenmis 等研
究了环 Ak = F2[v1, v2, · · · , vk]/〈v2

i = vi, vivj = vjvi〉, 1 ≤ i, j ≤ k 上的线性码, 而这一类环是
环 F2 + vF2 的推广; 在文献 [12] 里, 朱士信等研究了 Fp + vFp 上的 (1− 2v) - 常循环码, 这
里 p 是一个奇素数, 确定了 Fp + vFp 上的 (1− 2v) - 常循环码的 Gray 像和它们的代数结构.
本文主要利用标准形生成元集来刻画 F2 + vF2上的循环码及其对偶码的代数结构. 我们

先根据环 F2 + vF2上的线性码的生成矩阵来探讨其对偶码的生成矩阵; 再根据标准形生成元
集来刻画 F2 + vF2上的循环码及其对偶码的代数结构.
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设R是一个有单位元的有限交换环.环R上长为 n的线性码C就是Rn的一个R -子模,
这里 Rn = {(x1, x2, · · · , xn)|xi ∈ R}. 对任意的 x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) ∈
Rn, 我们定义 x, y 的内积: 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn. 如果 C 是环 R上长为 n的线

性码, 那么定义 C⊥ = {x ∈ Rn|〈x, c〉 = 0,∀c ∈ C}, 则 C⊥是环 R上长为 n的线性码, 称之为
C 的对偶码. 如果 C ⊆ C⊥, 称线性码 C 是自正交的; 如果 C = C⊥, 称线性码 C 是自对偶的.
文献 [9]证明了对有限 Frobenius环 R上的任一线性码 C, 均有 |C||C⊥| = |R|n.
环 F2 + vF2 = {0, 1, v, 1 + v}, 这里 v2 = v. 易知环 F2 + vF2等同于商环 F2[v]/〈v2 + v〉;

其中的每一个元素均可以表示成 c = a + vb 的形式, 这里 a, b ∈ F2. 以后总假设 R =
F2 + vF2, 则环 R 是一个半局部环, 仅有的两个极大理想是 〈v〉 和 〈1 + v〉, 相应的剩余类
域为 R/〈v〉 = R/〈1 + v〉 = F2. 这样环 R到 R/〈1 + v〉 = F2 有一个自然同态, 记做“α”:
R −→ R/〈1 + v〉 = F2 : x + vy 7−→ x + y; 同样地, 环 R 到 R/〈v〉 = F2 也有一个自然同

态, 记做“β”: R −→ R/〈v〉 = F2 : x + vy 7−→ x. 自然地, 可以将这两个同态分别扩充为
Rn −→ F n

2 的环同态, 仍分别记做“α”和“β”. 为方便起见, 我们以后用 rα 和 rβ 分别表

示 Rn 中的元素 r在 α和 β 之下的像. 设 A ⊆ Rn, 用 Aα 和 Aβ 分别表示集合 A中的所有元

素在 α和 β 之下的像构成的集合.
环 R到环 F2⊕F2有一个Gray映射 φ如下: φ(c) = (a, a + b), 这里 c = a + vb, a, b ∈ F2,

这样 φ是一个环同构. 此环同构表明环 R是一个有限交换的主理想环, 见文献 [6, 命题 2.7],
也表明环 R是一个有限 Frobenius环.
设 C 是环 R上长为 n的线性码. 类似于文献 [10]中命题 1.1的证明, 线性码 C 有一个如

下的生成矩阵 G: 


Ik0 A B D1 + vD2

0 vIk1 0 vC1

0 0 (1 + v)Ik2 (1 + v)E


 ,

其中 k0, k1, k2 为非负整数; Ik0 , Ik1 , Ik2 分别是阶为 k0, k1, k2 的单位矩阵; A,B, C1, D1, D2 和

E 均是 (0, 1)矩阵. 这样线性码 C 的码字个数 |C| = 4k02k12k2 .
设 C 是环 R上长为 n的线性码. 定义集合 C1, C2如下:

C1 = {x ∈ F n
2 |x + vy ∈ C,存在某个 y ∈ F n

2 };
C2 = {x + y ∈ F n

2 |x + vy ∈ C},

则 C1, C2是二元线性码, 并且 C1, C2的生成矩阵分别为

G1 =

(
Ik0 A B D1

0 0 Ik2 E

)
; G2 =

(
Ik0 A B D1 + D2

0 Ik1 0 C1

)
.

由此可知 k0 + k2 = dimC1, k0 + k1 = dimC2. 因此 k0 + k2, k0 + k1 与环 R上的线性码 C 的

生成矩阵的选取无关. 由于线性码 C 的码字个数 |C| = 4k02k12k2 = 2(k0+k1)+(k0+k2), 所以码
字个数 |C|也与线性码 C 的生成矩阵的选取无关.
设 C 是环 R上长为 n的线性码, a ∈ R. 记 (C : a) = {x ∈ Rn|ax ∈ C}, 则 (C : a)也是

环 R上长为 n的线性码. 注意到环 Rn 中的每一个元素 c均可以表示成 c = a + vb的形式,
这里 a, b ∈ F n

2 . 这样有
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引理 2.1 符号如上, 则 (1) (C : v)α = C2; (2) (C : (1 + v))β = C1.
证 (1)首先证明 (C : v)α ⊆ C2. 任取 y ∈ (C : v)α, 则存在 x ∈ (C : v), 使得 y = xα. 设

x = r + vq, 这里 r, q ∈ F n
2 , 则 xα = r + q. 由 vx ∈ C, 得 v(r + q) ∈ C, 故 r + q ∈ C2. 因此

y = xα = r + q ∈ C2. 由此可得 (C : v)α ⊆ C2.
再证明 (C : v)α ⊇ C2. 任取 z ∈ C2,则存在 x+vy ∈ C,使得 z = x+y. 既然 x+vy ∈ C,

则 v(x + y) = v(x + vy) ∈ C, 即得 x + y ∈ (C : v). 故有 z = x + y = (x + y)α ∈ (C : v)α, 即
得 (C : v)α ⊇ C2. 因此 (C : v)α = C2.

(2)先证明 (C : (1 + v))β ⊆ C1. 任取 y ∈ (C : (1 + v))β, 则存在 z ∈ (C : (1 + v)), 使得
y = zβ. 设 z = r + vq, 这里 r, q ∈ F n

2 , 则 zβ = r. 由 (1 + v)z ∈ C, 得

r + vr = (1 + v)r = (1 + v)(r + vq) = (1 + v)z ∈ C,

故 r ∈ C1. 因此 y = zβ = r ∈ C1. 由此可得 (C : (1 + v))β ⊆ C1.
再证明 (C : (1 + v))β ⊇ C1. 任取 r ∈ C1, 则存在 q ∈ F n

2 , 使得 r + vq ∈ C. 因为
(1 + v)r = (1 + v)(r + vq) ∈ C, 所以 r ∈ (C : (1 + v)). 因此 r = rβ ∈ (C : (1 + v))β.
综上所述, (C : (1 + v))β = C1.

3 环 F2 + vF2 上的循环码

环 R 上的线性码 C 称为一个循环码, 如果对任意的 (c0, c1, · · · , cn−1) ∈ C, 均有
(cn−1, c0, · · · , cn−2) ∈ C. 记 Rn = R[x]/〈xn − 1〉. 这样把线性码 C 中的元素 c = (c0, c1, · · · ,

cn−1) ∈ C 与 Rn中的元素 c(x) = c0 + c1x + · · ·+ cn−1x
n−1等同. 因此线性码 C 是一个长为

n的循环码当且仅当 C 是环 Rn 的一个理想. 我们再回顾一下二元域 F2 上的循环码. 每一个
二元域上长为 n的循环码 C 就是 F2[x]/〈xn − 1〉的一个主理想. 每一个循环码 C 中均有一个

首一的次数最低的多项式 g(x), 使得 C = 〈g(x)〉, 并且 g(x)|(xn − 1), 称 g(x)为循环码 C 的

生成多项式. 设 g(x)是环 Rn 中的一个首一多项式, g(x)生成循环码 C, 则 g(x)是循环码 C

的生成多项式当且仅当 g(x)|(xn − 1).
设 f1(x), f2(x), · · · , fn(x) ∈ Rn, 记由 f1(x), f2(x), · · · , fn(x)所生成的理想为

〈f1(x), f2(x), · · · , fn(x)〉.

设 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1, ai ∈ R, i = 0, 1, · · · , n− 1, 记

f(x)α = aα
0 + aα

1 x + · · ·+ aα
n−1x

n−1; f(x)β = aβ
0 + aβ

1x + · · ·+ aβ
n−1x

n−1.

我们用MT 表示矩阵M 的转置矩阵.
定理 3.1 设 C 是环 R上长为 n的线性码, 其生成矩阵 G如下:

G =




Ik0 A B D1 + vD2

0 vIk1 0 vC1

0 0 (1 + v)Ik2 (1 + v)E


 ,

其中 k0, k1, k2 都为非负整数; Ik0 , Ik1 , Ik2 分别是阶为 k0, k1, k2 的单位矩阵; A,B, C1, D1, D2

和 E 均是 (0, 1)矩阵, 则
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(1) 矩阵

H =




ET BT + CT
1 AT + (D1 + vD2)T CT

1 ET In−k

vBT 0 vIk2 0
(1 + v)AT (1 + v)Ik1 0 0




是线性码 C 的对偶码 C⊥的生成矩阵, 即为线性码 C 的校验矩阵, 这里 k = k0 + k1 + k2.
(2) (C⊥ : v)α = ((C : v)α)⊥; ((C⊥ : (1 + v))β = ((C : (1 + v))β)⊥.
证 (1) 设 D是由矩阵 H 所生成的线性码. 可以直接验证 HGT =0, 所以 D ⊆ C⊥. 由

于环 R是一个有限 Frobenius环, 那么 |C||C⊥| = |R|n, 即得

|C⊥| = |R|n
|C| =

4n

4k02k12k2
= 4n−k02−k12−k2 .

再注意到 |D| = 4n−k2k12k2 = 4n−k02−k12−k2 , 所以 |D| = |C⊥|, 因此 D = C⊥.
(2) 首先证明 (C⊥ : v)α ⊆ ((C : v)α)⊥. 任取 x ∈ (C⊥ : v), y ∈ (C : v), 则有

vx ∈ C⊥, vy ∈ C, 故 (vx)(vy)T = 0, 即 v(xyT ) = 0, 因此 xyT ∈ (1 + v)R, 即得 xα(yα)T = 0,
此式表明 (C⊥ : v)α ⊆ ((C : v)α)⊥. 又根据定理 3.1(1)和引理 2.1, 有

dim(C⊥ : v)α = n− k + k2 = n− (k0 + k1),

dim((C : v)α)⊥ = n− dim((C : v)α) = n− (k0 + k1),

即得 dim(C⊥ : v)α = dim((C : v)α)⊥. 因此 (C⊥ : v)α = ((C : v)α)⊥.
另一个等式同理可证.
推论 3.2 符号如上. 设 C 是环 R上长为 n的线性码, 其生成矩阵为矩阵G, 则 C 是自对

偶的当且仅当下面两个条件成立:
(i) C 是自正交的;
(ii) n = 2(k0 + k1), k1 = k2.
证 (=⇒) 若 C 是自对偶的, 则 (i)显然成立. 既然 C = C⊥, 则

k0 + k1 = n− k + k2, k0 + k2 = n− k + k1.

因此 n = 2(k0 + k1) = 2(k0 + k2), 即得 k1 = k2, 故 (ii)成立.
(⇐=)由于 n = 2(k0 + k1), k1 = k2, 则

|C| = 4k02k12k2 = 4k0+k1 , |C⊥| = 4n−k2k12k2 = 4k0+k1 .

又 C ⊆ C⊥, 故 C = C⊥, 即 C 是自对偶的.
定义 3.3 设 gi(x) ∈ F2[x], i = 1, 2. 称集合 S = {vg1(x), (1 + v)g2(x)}是 C 的一个标准

形生成元集,如果C = 〈vg1(x), (1+v)g2(x)〉,并且 g1(x), g2(x)满足条件:对任一个 i ∈ {1, 2},
若 gi(x)不为零, 则 gi(x)是 F2[x]中的首一多项式, 并且 gi(x)|(xn − 1).
引理 3.4 如果集合 S = {vg1(x), (1 + v)g2(x)}是循环码 C = 〈vg1(x), (1 + v)g2(x)〉的一

个标准形的生成元集, 则

(C : v)α = 〈g1(x)〉; (C : (1 + v))β = 〈g2(x)〉,
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即 g1(x), g2(x)分别是循环码 (C : v)α和 (C : (1 + v))β 的生成多项式.
证 (1) 因为 vg1(x) ∈ C, 所以 g1(x) ∈ (C : v), 故 g1(x) = g1(x)α ∈ (C : v)α, 即得

〈g1(x)〉 ⊆ (C : v)α. 再任取 f(x) ∈ (C : v). 注意到 vf(x) ∈ C, 可设

vf(x) = h1(x)vg1(x) + h2(x)(1 + v)g2(x),

这里 h1(x), h2(x) ∈ Rn. 令

f(x) = f1(x) + (1 + v)f2(x), h1(x) = h11(x) + (1 + v)h12(x), h2(x) = h21(x) + vh22(x),

这里 f1(x), f2(x), h11(x), h12(x), h21(x), h22(x) ∈ F2[x]. 因此

vf(x) = vf1(x)

= [h11(x) + (1 + v)h12(x)]vg1(x) + [h21(x) + vh22(x)](1 + v)g2(x)

= vh11(x)g1(x) + (1 + v)h21(x)g2(x)

= v(h11(x)g1(x) + h21(x)g2(x)) + h21(x)g2(x).

即得 v[f1(x) + h11(x)g1(x) + h21(x)g2(x)] = h21(x)g2(x), 故有 h21(x)g2(x) = 0 且 f1(x) =
h11(x)g1(x) + h21(x)g2(x) = h11(x)g1(x). 因此 f(x)α = f1(x) = h11(x)g1(x) ∈ 〈g1(x)〉, 此式
表明 〈g1(x)〉 ⊇ (C : v)α. 由此得到 (C : v)α = 〈g1(x)〉.

(2) 因为 (1+v)g2(x) ∈ C,所以 g2(x) ∈ (C : (1+v)),故 g2(x) = g2(x)β ∈ (C : (1+v))β,
即得 〈g2(x)〉 ⊆ (C : (1 + v))β. 再任取 f(x) ∈ (C : (1 + v)). 注意到 (1 + v)f(x) ∈ C, 可设
(1 + v)f(x) = u1(x)vg1(x) + u2(x)(1 + v)g2(x), 这里 u1(x), u2(x) ∈ Rn. 令

f(x) = f1(x) + vf2(x), u1(x) = u11(x) + (1 + v)u12(x), u2(x) = u21(x) + vu22(x),

这里 f1(x), f2(x), u11(x), u12(x), u21(x), u22(x) ∈ F2[x]. 因此

(1 + v)f(x) = (1 + v)f1(x)

= [u11(x) + (1 + v)u12(x)]vg1(x)

+[u21(x) + vu22(x)](1 + v)g2(x)

= vu11(x)g1(x) + (1 + v)u21(x)g2(x)

= v[u11(x)g1(x) + u21(x)g2(x)] + u21(x)g2(x),

即得

v[f1(x) + u11(x)g1(x) + u21(x)g2(x)] = f1(x) + u21(x)g2(x),

故有 f1(x) + u21(x)g2(x) = 0, 即得 f1(x) = u21(x)g2(x). 因此

f(x)β = f1(x) = u21(x)g2(x) ∈ 〈g2(x)〉,

此式表明 〈g2(x)〉 ⊇ (C : (1 + v))β. 由此得到 (C : (1 + v))β = 〈g2(x)〉.
定理 3.5 设 C 是环 R上一个非零的循环码, 则 C 有唯一的标准形生成元集.
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证 既然 C 是环 R 上的循环码, 则 (C : v)α 和 (C : (1 + v))β 都是二元循环码. 已
知 C 6= 0, 由引理 2.1 可知 (C : v)α 和 (C : (1 + v))β 不全为零. 不妨假设 (C : v)α 和

(C : (1 + v))β 全不为零. 令 (C : v)α = 〈g1(x)〉; (C : (1 + v))β = 〈g2(x)〉, 这里 g1(x), g2(x)分
别是 (C : v)α和 (C : (1 + v))β 的生成多项式. 我们断言 C = 〈vg1(x), (1 + v)g2(x)〉.
取 f(x) ∈ (C : v), 使得 f(x)α = g1(x). 令 f(x) = g1(x) + (1 + v)f1(x), f1(x) ∈ F2[x]. 由

vf(x) ∈ C 得 vg1(x) ∈ C; 同理可证 (1 + v)g2(x) ∈ C, 故 C ⊇ 〈vg1(x), (1 + v)g2(x)〉. 再任取
f(x) ∈ C, 则 vf(x) ∈ C, (1 + v)f(x) ∈ C. 设

f(x) = f1(x) + (1 + v)f2(x) = (f1(x) + f2(x)) + vf2(x),

这里 f1(x), f2(x) ∈ F2[x]. 既然 vf(x) ∈ C, 那么 f(x) ∈ (C : v), 进而得

f(x)α ∈ (C : v)α = 〈g1(x)〉,

即 f1(x) ∈ 〈g1(x)〉. 令 f1(x) = u1(x)g1(x), u1(x) ∈ F2[x]. 同样地, 由于 (1 + v)f(x) ∈ C, 则
f(x) ∈ (C : (1 + v)), 进而得 f(x)β ∈ (C : (1 + v))β = 〈g2(x)〉, 即 f1(x) + f2(x) ∈ 〈g2(x)〉. 令

f1(x) + f2(x) = u2(x)g2(x), u2(x) ∈ F2[x],

则 f2(x) = u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x). 因此

f(x) = f1(x) + (1 + v)f2(x)

= (f1(x) + f2(x)) + vf2(x)

= u2(x)g2(x) + v[u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x)]

= u1(x)(vg1(x)) + u2(x)((1 + v)g2(x)).

此式表明 C ⊆ 〈vg1(x), (1 + v)g2(x)〉. 因此 C = 〈vg1(x), (1 + v)g2(x)〉.
如果 (C : v)α = 0, 那么取 g1(x) = 0; 如果 (C : (1 + v))β = 0, 那么取 g2(x) = 0.
根据二元域上的循环码的生成多项式的唯一性, 由引理 3.4可得环 R上的非零循环码 C

的标准形生成元集是唯一的.
推论 3.6 Rn = R[x]/〈xn − 1〉是主理想环.
证 设 C 是 Rn 的任一个理想. 由定理 3.5 可令 C = 〈vg1(x), (1 + v)g2(x)〉, 这里

{vg1(x), (1 + v)g2(x)}是 C 的标准形生成元集. 再注意到

vg1(x) = v[vg1(x) + (1 + v)g2(x)]; (1 + v)g2(x) = (1 + v)[vg1(x) + (1 + v)g2(x)].

即得 C = 〈vg1(x) + (1 + v)g2(x)〉, 故 Rn = R[x]/〈xn − 1〉是主理想环.
下面是一个大家熟知的结果:
命题 3.7 设 C 是环 R上的一个循环码, 则 C 的对偶码 C⊥也是循环码. 设

g1(x)h1(x) = xn − 1, g2(x)h2(x) = xn − 1;

h̄1(x) = xdeg(h1(x))h1(
1
x

), h̄2(x) = xdeg(h2(x))h2(
1
x

).
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即 h̄1(x)和 h̄2(x)分别是 h1(x)和 h2(x)的互反多项式. 记

h∗1(x) =
1

h1(0)
h̄1(x), h∗2(x) =

1
h2(0)

h̄2(x).

定理 3.8 设环 R上的循环码 C 的标准形生成元集为 {vg1(x), (1 + v)g2(x)}, 则 C 的对

偶码 C⊥的标准形生成元集为 {vh∗1(x), (1 + v)h∗2(x)}.
证 由定理 3.1 (2)可得.
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Preparata, Goethals and related codes[J]. IEEE Trans. Inform. Theory, 1994, 40(2): 301–319.

[8] Udaya P, Bonnecaze A. Decoding of cyclic codes over F2 + uF2[J]. IEEE Trans. Inform. Theory,

1999, 45: 2148–2157.

[9] Wood J. Duality for modules over finite rings and applications to coding theory[J]. Amer. J. Math.,

1999, 121: 555–575.

[10] Wan Z X. Quaternary codes[M]. Singapore: World Scientific, 1997.

[11] Zhu S, Wang Y. Shi M. Some results on cyclic codes over F2 + vF2[J]. IEEE Trans. Inform. Theory,

2010, 56: 1680–1684.

[12] Zhu S, Wang L. A class of constacyclic codes over Fp + vFp and its Gray image[J]. Discrete Math.,

2011, 311: 2677–2682.

CYCLIC CODES OVER F2 + vF2

ZHANG Guang-hui, LI Liang-chen

(School of Mathematical Sciences, Luoyang Normal University, Luoyang 471022, China)

Abstract: In this paper, cyclic codes over F2 + vF2 are studied. By virtue of the generating

set in standard form for the cyclic codes over F2 +vF2, we characterize the structure of cyclic codes

over the ring. Then we prove that any nonzero cyclic code over the ring has a unique generating

set in standard form and they are principally generated.
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