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图的强符号圈控制数
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摘要: 本文研究了图的强符号圈控制数 γ′ssc(G). 利用最大独立集最大匹配等方法, 刻画了满

足 γ′ssc(G) = |E| − 2 的所有连通图, 给出了 γ′ssc(G) 的一个下界, 求出了两类特殊图的强符号圈控制

数.
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1 引言

设 G = (V, E) 是一个简单图, 文中未加说明的记号和术语同文 [1]. 对于顶点 v ∈ V (G),
E(v) 表示 G 中与 v 点相关联的边集, N(v) 表示 G 中与 v 相邻的点集. 设 G1, G2 是两个不

相交的图, G1 和 G2 的联图 G + H [2] 定义为

V (G + H) = V (G)
⋃

V (H),

E(G + H) = E(G)
⋃

E(H)
⋃
{uv|u ∈ V (G), v ∈ V (H)}.

引入以下概念:
定义 1.1 设 G = (V, E) 是一个有限简单图, 一个函数 f : E → {−1, 1}, 若满足对图 G

的任意无弦圈 C 都有
∑
e∈C

f(e) ≥ 1, 则称 f 为图 G 的一个符号圈控制函数. f 的权 ω(f) 定

义为图 G 的所有边函数值的和, 图 G 的所有符号圈控制函数中最小的权定义为 G 的符号圈

控制数, 记作 γ′sc(G). 下面我们引入
定义 1.2 设 G = (V, E) 是一个有限简单图, 一个函数 f : E → {−1, 1}, 若满足对图 G

的任意圈 C 都有
∑
e∈C

f(e) ≥ 1, 则称 f 为图 G 的一个强符号圈控制函数. 图 G 的强符号圈

控制数定义为 γ′ssc(G) = min{∑
e∈E

f(e)|f是G的强符号圈控制函数}. 显然, γ′ssc(G) ≥ γ′sc(G).

受徐保根教授提出的定义 1.1 的启发, 参考国内外专家学者在图的控制理论方面引入的
一系列新概念 [3−6], 本人觉得在实际问题中图的强符号圈控制数比符号圈控制数应用更广泛.
因此, 笔者提出以上概念并着手研究.
为简单起见, 若 f 是图 G 的一个强符号圈控制函数, 那么对任意 S ⊆ E(G), 记

f(S) =
∑
e∈S

f(e), E+ = {e|f(e) = 1}, E− = {e|f(e) = −1}. 若 f(e) = 1, 则称 e 为正边, 若
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f(e) = −1, 则称 e 为负边. 若 f(E) = γ′ssc(G), 则称函数 f 为图 G 的一个最小的强符号圈控

制函数. 显然 −|E(G)| ≤ γ′ssc(G) ≤ |E(G)|, 并且有下列事实:
1) γ′ssc(G) = −|E(G)| ⇐⇒ G 无圈.
2) γ′ssc(G) = |E(G)| ⇐⇒ G 是空图.
3) γ′ssc(G) ≡ |E(G)|( mod 2).

2 主要结果

定理 2.1 设 G 是连通图, 则 γ′ssc(G) = |E| − 2 ⇐⇒ G ∈ {K2,Km,n,Km1,m2,··· ,mt
}, 其

中m ≥ n ≥ 2, t ≥ 3.
证 先证充分性. 显然 γ′ssc(K2) = −1 = 1− 2 = |E| − 2. 注意到 Km,n, Km1,m2,··· ,mt

都

不是空图, 再根据引言中的事实可知

γ′ssc(Km,n) ≤ |E| − 2, (1)

γ′ssc(Km1,m2,··· ,mt
) ≤ |E| − 2. (2)

下面证明以上两个不等式都取等号.
设 f 是Km,n 的任意一个强符号圈控制函数, 则在 f 下Km,n 中至多有一条边取 −1. 因

为若有两条边取 −1, 则这两条边必在一个长度为 4 的圈 C4 中, 所以 f(C4) ≤ 0, 这与 f 是

Km,n 的一个强符号圈控制函数相矛盾. 所以 f(E) = |E+| − |E−| = |E| − 2|E−| ≥ |E| − 2.
再结合 (1) 式可知 γ′ssc(Km,n) = |E| − 2.
设 f 是 Km1,m2,··· ,mt

的任意一个强符号圈控制函数, 若在 f 下有两条边 e1 = u1v1,
e2 = u2v2 取 -1, 则 u1, v1 两顶点分别在完全 t 部图 Km1,m2,··· ,mt

的两部分 Xu1、Xv1

之中, u2, v2 两顶点也分别在完全 t 部图 Km1,m2,··· ,mt
的两部分 Xu2、Xv2 之中, 显然

Xu1 6= Xv1 ,Xu2 6= Xv2 . 若Xu1 = Xu2 , 当 u1, u2 重合时, 若 v1, v2 在完全 t 部图Km1,m2,··· ,mt

的同一部分中, 则 e1, e2 必在同一个四边形中, 这不可能, 若 v1, v2 在完全 t 部图Km1,m2,··· ,mt

的不同部分中, 则 e1, e2 必在同一个三角形中, 这也不可能. 当 u1, u2 不重合时, 显然
Xu1 6= Xv2 ,Xv1 6= Xu2 , 所以 u1v1u2v2u1 是 Km1,m2,··· ,mt

的一个长度为 4 的圈且有两条边
取 −1, 这是不可能的. 同理 Xv1 = Xv2 也不可能. 所以 Xu1 6= Xu2 且 Xv1 6= Xv2 , 但这时
u1v1v2u2u1 是一个长度为 4 的圈且有两条边取 -1, 这也是不可能的. 综上所述 |E−| ≤ 1. 所
以

f(E) = |E| − 2|E−| ≥ |E| − 2. (3)

再结合 (2) 式得 γ′ssc(Km1,m2,··· ,mt
) = |E| − 2. 充分性证毕.

下面再证必要性. 设
γ′ssc(G) = |E| − 2. (4)

不妨 G 6= K2, 于是 G 无悬挂边且有以下事实:
1) G 的任意两边必在同一个长度为 3 或 4 的圈上, 否则若 G 有两边既不在同一个 3 圈

上又不在同一个 4 圈上, 令这两边取 -1 其他边都取 +1 , 则得 G 的一个强符号圈控制函数 f ,
使 γ′ssc(G) ≤ f(E) = |E| − 4, 这与 (4) 式矛盾.

2) 对 G 的任意两个不相邻顶点 u, v, 必有 N(u) = N(v). 否则若 N(u) 6= N(v), 当
N(u)

⋂
N(v) = ∅ 时, 取 u 的一条邻边 uu1,v 的一条邻边 vv1, 这两边显然既不在同一个 3 圈
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上也不在同一个 4圈上,这与上面事实矛盾. 当N(u)
⋂

N(v) 6= ∅时,设 u1 ∈ N(u)
⋂

N(v),u2

是 u 的邻点但不是 v 的邻点, 则 vu1 和 uu2 两边既不在同一个 3 圈上也不在同一个 4 圈上,
这也与上面事实矛盾. 所以 N(u) = N(v).
设 N1 是图 G 的一个最大独立集, 则 N1 中任何两点都不相邻, 所以 N1 中任意两点的

邻集都相等. 记 N2 = V − N1, 把 G[N2] 中的边都去掉后, 得到一个完全二部图 K|N1|,|N2|.
若 N2 是 G 的独立集, 则显然 G = K|N1|,|N2|, 若 N2 不是 G 的独立集, 则 G[N2] 中必有边.
设 N3 是 G[N2] 的最大独立集, 则 N3 必是 G 的独立集, 所以 N3 中任意两点的邻集都相

等. 令 N4 = N2 −N3, 把 G[N4] 中的边都去掉后, 得到一个完全三部图 K|N1|,|N3|,|N4|. 若 N4

是 G 的独立集, 则 G = K|N1|,|N3|,|N4|, 若 N4 不是 G 的独立集, 则 G[N4] 中必有边. 设 N5

是 G[N4] 的最大独立集, 则 N5 必是 G 的独立集, 所以 N5 中任意两点的邻集都相等. 令
N6 = N4 −N5, 把 G[N6] 中的边都去掉后, 得到一个完全四部图 K|N1|,|N3|,|N5|,|N6|. 若 N6 是

G 的独立集, 则 G = K|N1|,|N3|,|N5|,|N6|, 若 N6 不是 G 的独立集, 则继续一步步分解下去, 最
后必把 G 分解为一个完全多部图, 定理证毕.
定理 2.2 设 G 是个有 n 个顶点m 条边的图, 则 γ′ssc(G) ≥ m− 2n + 2, 当且仅当 G 是

树时取等号.
证 设 f 是图 G 的任意一个强符号圈控制函数, 则 f(E) = |E+| − |E−| = |E| − 2|E−|.

把图 G 的正边都去掉后必得一个无圈图, 所以 |E−| ≤ n− 1, 这样

f(E) = m− 2|E−| ≥ m− 2(n− 1) = m− 2n + 2.

所以 γ′ssc(G) ≥ m− 2n + 2.
当 γ′ssc(G) = m− 2n + 2 时, 设 f 是图 G 的一个取值最小的强符号圈控制函数, 则必有

|E−| = n− 1, 否则若 |E−| < n− 1, 则 f(E) = m− 2|E−| > m− 2n + 2 矛盾. 因 G[E−] 中
无圈, 所以 G[E−] 是树, 所以 G 中无正边. 否则树 G[E−] 中连接这条正边的两端点的路和这
条正边构成圈 C, 使 f(C) ≤ 0 矛盾. 所以 G = G[E−] 是树. 证毕.
定理 2.3 设 Tn 是有 n 个顶点的树, 则 γ′ssc(Tn + K1) = 2n − 1 − 2α′(Tn), 其中 α′(Tn)

表示 Tn 的边独立数.
证 设M 是 Tn 的一个最大匹配, 令 f(e) = −1, e ∈ M ,f(e) = 1, e /∈ M .
下面证明这样定义的 f 是 Tn + K1 的一个强符号圈控制函数.
设 C 是 Tn + K1 的任意一个圈, 则 C 一定过 K1. 记 C 上 K1 的两关联边分别为

K1u, K1v. 显然 u, v 都是 Tn 的点, 不妨 Tn 中连接 u, v 两点的路为 P = uv1v2 · · · vkv, 则
C = uv1v2 · · · vkvK1u. 当 k 为偶数时, P 的最大匹配含有 k+2

2
个边, 因此 P 上至多有 k+2

2

个−1, 所以 f(C) ≥ k + 1− 2k+2
2

+ 2 = 1. 当 k 为奇数时, P 的最大匹配含有 k+1
2
个边, 因此

P 上至多有 k+1
2
个 −1, 所以 f(C) ≥ k + 1− 2k+1

2
+ 2 = 2. 这样我们就证明了 f 是 Tn + K1

的一个强符号圈控制函数, 所以

γ′ssc(Tn + K1) ≤ f(E) = 2n− 1− 2α′(Tn). (5)

下面再证明 γ′ssc(Tn + K1) ≥ 2n− 1− 2α′(Tn).
设 f 是 Tn + K1 的任意一个强符号圈控制函数, 令 A = {e|f(e) = −1, e ∈ Tn}, 显然 Tn

中任意两条负边不能邻接, 于是 A 构成 Tn 的一个匹配. 若 E(K1) 中有一条负边 K1v, 则 v

在 Tn 中的关联边全是正边. 对 v 的任意一个邻点 v1, v1 的关联边也全是正边. 现在把 vv1 改



No. 1 周仲旺等: 图的强符号圈控制数 115

为负边, K1v 改为正边, 其他边的权不变, 这样得到的函数 f1 仍是 Tn + K1 的一个强符号圈

控制函数. 这只要证明过边 vv1 且不过边K1v 的圈 C 的权都大于等于 1即可.若 dTn
(v) = 1,

这样的圈当然不存在. 若 dTn
(v) ≥ 2, 当这个圈过 v 点的 Tn 一条悬挂边 vu1 时,

f1(C) = f(C − vu1 − u1K1 + vK1)− 1 + 2 ≥ 2,

当这个圈过 v 点的两条边 vu1, vv1 都不是 Tn 悬挂边时, u1 的关联边和 v1 的关联边必全是

正边, 这样圈 C 上以 v 为中心就有连续的 4 条正边 v2v1,v1v, vu1,u1u2. 不妨

C = K1vkvk−1 · · · v2v1vu1u2 · · ·ulK1.

当 vkK1 为负边时, 同上面一样可知 vkvk−1 必为正边,vk−1vk−2 也必为正边. 这时路
vkvk−1 · · · v2v1v 上至多有 bk−3

2
c 条负边, 所以圈 C 上路 vv1v2 · · · vk 的权 ≥ k − 2bk−3

2
c ≥ 3.

当 vkK1 为正边时, 路 vv1v2 · · · vk 上至多有 bk−1
2
c 条负边, 所以圈 C 上路 vv1v2 · · · vk 的

权 ≥ k − 2bk−1
2
c ≥ 1. 所以

若 vkK1 为正边, ulK1 为正边, 则 f1(C) ≥ 1 + 1 + 1 + 1− 2 = 2.
若 vkK1 为正边, ulK1 为负边, 则 f1(C) ≥ 1 + 3 + 1− 1− 2 = 2.
若 vkK1 为负边, ulK1 为负边, 则 f1(C) ≥ 3 + 3− 1− 1− 2 = 2.
所以 f1 是 Tn + K1 的一个强符号圈控制函数且 f1(E) = f(E).
若 E(K1) 中还有负边, 用上面同样的方法可以把这条负边改为正边, 得到 Tn + K1 的一

个强符号圈控制函数 f2 使 f2(E) = f(E), · · · · · · , 一直这样下去, 最后必得 Tn + K1 的一个

强符号圈控制函数 ft 使 ft(E) = f(E), 且在 ft 下 E(K1) 中的边全为正边. 这时

f(E) = ft(E) = n− 1 + n− 2|A| ≥ 2n− 1− 2α′(Tn),

再结合 (5) 式知 γ′ssc(Tn + K1) = 2n− 1− 2α′(Tn). 定理证毕.
定理 2.4 Wn 表示有 n + 1 个顶点的轮图, 则当 n 是偶数时, γ′ssc(Wn) = n + 2, 当 n 是

奇数时, γ′ssc(Wn) = n + 1.
证 当 n 偶数时, 不妨 n ≥ 6. Wn = Cn + v0, 用M 表示 Cn 的一个最大匹配去掉一条

边后得到的匹配. 当 e ∈ M 时, 令 f(e) = −1, 当 e /∈ M 时, 令 f(e) = 1. 则同定理 2.3 一样
地可以证明 f 是Wn 的一个强符号圈控制函数. 所以

γ′ssc(Wn) ≤ f(E) = n + 2. (6)

下面证明 γ′ssc(Wn) ≥ n + 2.
设 f 是 Wn 的任意一个强符号圈控制函数, Cn = v1v2 · · · vnv1, Wn 的中心为 v0. 若

E(v0) 中有一条负边 e0 = v0v1, 则边 v0v2, v0v3, v0vn, v0vn−1, v1v2, v2v3, v1vn, vnvn−1 都是正

边. 令 e0 取 1, v1vn 取 −1, 其他边的取值不变.
下面证明这样得到的函数 g 仍是 Wn 的一个强符号圈控制函数. 这只要证明过 v1vn

且不过 v0v1 的圈 C1 的权都大于等于 1 即可. 设圈 C1 = vnvn−1 · · · vn−kv0vlvl−1 · · · v1vn.
当 k = 0 时, v0vlvl−1 · · · v1v0 是一个圈 C2, 所以 f(C2) ≥ 1. 路 P1 = v0vlvl−1 · · · v1, 则
f(P1) + f(v1v0) = f(C2) ≥ 1, 所以 f(P1) ≥ 1− f(v1v0) = 2. 而 f(P1) = g(P1), 故

g(C1) = g(vnv0) + g(P1) + g(v1vn) ≥ 1 + 2− 1 ≥ 1.
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当 k > 0 时, 路 P1 = vnvn−1 · · · vn−kv0, 路 P2 = v0vlvl−1 · · · v1, 因 P1v0vn 是圈, P2v1v0 是圈,
所以 f(P1) + f(v0vn) ≥ 1, f(P2) + f(v1v0) ≥ 1, 所以 f(P1) + 1 ≥ 1, f(P2) − 1 ≥ 1. 显然
g(P1) = f(P1), g(P2) = f(P2), 所以 g(C1) = g(P1) + g(P2) + g(v1vn) ≥ 0 + 2− 1 = 1. 又因
为 f(vn−1vn−2 · · · v3v0vn−1) ≥ 1, 所以

f(vn−1vn−2 · · · v3) = f(vn−1vn−2 · · · v3v0vn−1)− 2 ≥ −1.

所以

g(Cn) = g(vn−1vn−2 · · · v3v2v1vnvn−1)

= g(vn−1vn−2 · · · v3) + g(v3v2) + g(v2v1) + g(v1vn) + g(vnvn−1)

= f(vn−1vn−2 · · · v3) + 1 + 1− 1 + 1 ≥ −1 + 1 + 1− 1 + 1 = 1.

这样就证明了 g 也是Wn 的一个强符号圈控制函数且 g(Wn) = f(Wn). 显然在 g 下 E(v0)
中的负边条数比在 f 下 E(v0) 中的负边条数少 1. 一直这样下去, 最后就能得到 Wn 的

一个强符号圈控制函数 g, 使 E(v0) 中的边全取 1 且 g(Wn) = f(Wn). 注意到 Cn 中的

负边不能邻接, 所以 Cn 中的负边构成 Cn 的一个匹配 M1, 所以 |M1| ≤ n
2
− 1. 据此得到

f(Wn) = g(Wn) = n+n−2|M1| ≥ 2n−2(n
2
−1) = n+2. 再结合 (6)式可知, γ′ssc(Wn) = n+2.

同理可证当 n 为奇数时, γ′ssc(Wn) = n + 1. 定理证毕.
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ON STRONG SIGNED CYCLE DOMINATION IN GRAPHS
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Abstract: In this paper, we study the strong signed cycle domination number γ′ssc(G)

of graph G. By using maximum independent set, maximum matching etc., we characterize all

connected graphs G with γ′ssc(G) = |E(G)| − 2, and obtain a lower bound on γ′ssc(G). Finally we

give the exact value of γ′ssc(G) for two special classes of graphs.
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