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摘要: 本文运用线性全连续场的谱理论及跃迁理论讨论了一类食饵 - 捕食生物模型的动态分

歧, 在一定条件下得到了跃迁类型的判据, 并判断了跃迁的类型, 同时也给出了分歧解的表达式, 最后

对获得的结果做了必要的解释.
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1 引言

分歧是自然界的普遍现象, 它所描述的是一个稳定状态的系统, 当系统控制参数超过某
个临界值时, 该系统就会跃迁到另一个状态. Rabinowitz 等对分歧做了一些研究 [1–3]; 近期
马和汪建立了一套新的分歧理论用于研究非线性演化方程的稳定性与分歧 [4–6]; 文献 [7, 8]
用此套理论研究了不同系统的定态分歧问题. 本文探讨下面带有非单调反应函数的两物种食
饵 - 捕食模型的动态分歧 [9].





∂u

∂t
= d14u + u(a− bu− cv

r + u2
), x ∈ Ω, t ∈ (0,∞),

∂v

∂t
= d24v + v(d− ev +

fu

r + u2
)x ∈ Ω, t ∈ (0,∞),

(1.1)

其中 Ω ∈ Rn 是一个具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域, u, v 分别表示两个物种的种群密度. d1, d2

和 a, d 分别表示两个物种 u, v 的扩散率和生长率, r 为半饱和常数,
cv

1 + u2
和

fu

1 + u2
表示反

应函数（反映单位时间内随着食饵数量变化而引起的捕食者的数量变化). 一般来说, 许多带
有反应函数的食饵 - 捕食生物模型中, 反应函数 p(u) 都是单调连续的, 例如 [10–12]

p(u) =
mu

r + u
, p(u) =

mu2

r + u2
, p(u) =

mu2

r + bu + u2
,

其中m, r, b 为常数, m 表示种群的极大增长率, r 表示半饱和数.
但是, 实验表明在微生物动力学和化学动力学中, 非单调反应的函数也会经常出现. 这种

现象经常会在利用生物有机体进行废物分解和水的净化过程中看到. 例如反应函数

p(u) =
mu

a + u2
, p(u) =

mu

a + bu + u2
,
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关于单调和非单调反应函数的详细背景可参见文献 [13, 14]. 特别是在文献 [14] 中, 对带非单
调反应函数和齐次 Neumann 边界条件的两物种食饵 - 捕食生物模型 (1.1), 作者讨论了以下
内容: 非零正常平衡态解的稳定性, 正平衡态解的先验估计, 不存在性及全局存在性.
本文主要依据分歧理论, 在以上文献研究基础之上进一步讨论系统 (1.1) 的动态分歧问

题.

2 准备工作

2.1建立抽象方程

给方程 (1.1) 配以 Neumann 边界条件, 表示所研究的食饵 - 捕食系统是封闭的, 种群与
外界无流通. 显然 U = (0, 0)T 是方程的一个平衡解, 本文研究方程 (1.1) 在 U = (0, 0)T 附近

的分歧情况.
首先对方程 (1.1) 在 U = (0, 0)T 的邻域内做 Taylor 展开, 并考虑初始条件和边界条件,

得到下面方程 



∂u

∂t
= d14u + au− bu2 − c

r
uv + o(|U |2),

∂v

∂t
= d24v + dv − ev2 +

f

r
uv + o(|U |2),

∂u

∂n
|
∂Ω

=
∂v

∂n
|∂Ω = 0,

u(x, 0) = u0, v(x, 0) = v0.

(2.1)

在系统 (2.1) 中假设两个物种的扩散率不相等, 即

d1 6= d2. (2.2)

本文中为方便讨论,取区间Ω = [0, L] ⊂ R1,对R2, R3 的情况可类似讨论.下面取 λ = d2

为控制参量, 并且建立如下空间:

X = {(u, v)|u, v ∈ L2(Ω)},
X1 = {(u, v)|u, v ∈ H2(Ω),

∂u

∂n
|∂Ω =

∂v

∂n
|∂Ω = 0}.

显然由此定义的 X, X1 是两个 Hilbert 空间, 且 X1 嵌入到 X 是一个稠密的紧包含 [13].
定义算子: Lλ = −Aλ + B : X1 → X, G : X1 → X, 其中

−AλU =

(
d14u

λ4v

)
=

(
d14 0

0 λ4

)(
u

v

)
,

BλU =

(
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)
=

(
a 0
0 d
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u
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)
,

G(U) =
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r
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r
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 , U =

(
u

v

)
.
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上述定义的算子 −Aλ 是一个线性同胚, B 是紧算子, Lλ = −Aλ + B 是一个线性全连续场,
则方程 (1.1) 可以转化为如下抽象形式:





∂U

∂t
= LλU + G(U),

U(x, 0) = U0(x),
(2.3)

其中 U0(x) = (u0(x), v0(x)).

2.2 特征值和特征向量及临界参数的分析

假设 ρk 和 ψk 分别是下面 Laplace 算子的的特征值和特征向量:





−4ψk = ρkψk,

∂ψk

∂n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= 0,
∫

Ω

ψ2
kdx = 1, Ω = [0, L].

(2.4)

则 ρk 满足 0 = ρ0 < ρ1 < ρ2 < · · · , 且 ρk = k2π2

L2 , ψ0 = 1√
L
, ψk =

√
2
L

cos kπx
L

.

设 β±k 和 e±k (k = 0, 1, 2, 3 · · · ) 分别为算子 Lλ 对应的特征值和特征向量, (β±k )∗ 和 (e±k )∗

分别为 Lλ 的共轭算子 L∗λ 的特征值和特征向量

(β+
k )∗ = β+

k (λ) = d− λρk, (β−k )∗ = β−k (λ) = a− d1ρk,

e+
k = (e+

k )∗ =
(

ψk

0

)
, e−k = (e−k )∗ =

(
0
ψk

)
.

它们满足如下关系:

Lλe+
k = β+

k e+
k , Lλe−k = β−k e−k ,

L∗λ(e+
k )∗ = β+

k (e+
k )∗, L∗λ(e−k )∗ = β−k (e−k )∗,

且算子 L 的特征值 β±k (λ) 满足以下关系:

β+
k (λ) = d− λρk





> 0, λ < λ0,

= 0, λ = λ0,

< 0, λ > λ0,

β−i (λ0) = a− d1ρi 6= 0,∀i ∈ N, β+
i (λ0) = d(1− ρi

ρk

) 6= 0,∀i 6= k, (2.5)

这里 λ0 = d
ρk

, k ≥ 1.

3 主要定理及其证明

定理 3.1 设方程 (2.1) 满足条件 (2.2), (2.5), 则对方程 (2.1) 有如下结论成立:
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(1) 若 J(λ0) > 0, 则方程 (2.1) 在 (U, λ) = (0, λ0) = (0, d
ρk

) 处有一个跳跃型跃迁, 并且
在 λ > λ0 一侧分歧出严格两个鞍点 U1(λ) 和 U2(λ), 其Morse 指数为 1, 这里的

J(λ) =
b

L(d− λρ2k)
.

(2) 若 J(λ0) < 0, 则方程 (2.1) 在 (U, λ) = (0, λ0) = (0, d
ρk

) 处有一个连续型跃迁, 即有
一个吸引子分歧, 并且严格分歧出两个奇点 U1(λ) 和 U2(λ), 分别吸收 U 的两个开集, 其中 U

是以 U = (u, v) = (0, 0)T 为中心的一个小邻域.
(3) 在上述两种情况下, 分歧出的鞍点和奇点 U1(λ) 和 U2(λ) 可表达为

U1,2(λ) = ±|β
+
k (λ)

J(λ0)
| 12 ek + o(|β

+
k (λ)

J(λ0)
| 12 ).

证 由 2.2 节的特征值和特征向量的分析及全连续场的谱定理得, 在 λ = λ0 = d
ρk
的邻域

内有如下的空间分解:
X1 = E1 ⊕ E2, X = E1 ⊕ E2,

其中 E1 = span{e+
k }, E2 = span{e±0 , e±1 , · · · , e±k−1, e

−
k , e±k+1, · · · }, E2 为 E2 在 X 中的闭包.

即对 ∀u ∈ X1, 有下列分解:

U =
(

u

v

)
= xke

+
k +

∑
i 6=k

y+
i e+

i +
∞∑

i=0

y−i e−i , (3.1)

将 (3.1) 式中的 U 代入方程 (2.3) 得

d
dt

(xke
+
k +

∑
i 6=k

y+
i e+

i +
∞∑

i=0

y−i e−i )

= L(xke
+
k +

∑
i 6=k

y+
i e+

i +
∞∑

i=0

y−i e−i ) + G(xke
+
k +

∑
i 6=k

y+
i e+

i +
∞∑

i=0

y−i e−i ). (3.2)

对 (3.2) 式同时乘以 e+
k , e+

i (i 6= k), e−i (i = 0, 1, 2, · · · ) 做内积, 得





dxk

dt

∫

Ω

(e+
k )2dx = β+

k xk

∫

Ω

(e+
k )2dx +

∫

Ω

G(U)e+
k dx,

dy+
i

dt

∫

Ω

(e+
i )2dx = β+

i y+
i

∫

Ω

(e+
i )2dx +

∫

Ω

G(U)e+
i dx, i 6= k,

dy−i
dt

∫

Ω

(e−i )2dx = β−i y−i

∫

Ω

(ei
i)

2dx +
∫

Ω

G(U)e−i dx,

(3.3)

注意到上式中的

∫

Ω

(e±k )2dx = 1, k = 0, 1, 2, 3 · · · .

下面利用中心流形函数定理 [4] 计算中心流形函数

Φ(xk, λ) =
∑
i 6=k

y+
i e+

i +
∞∑

i=0

y−1 e−i + O(|β+
k (λ)x2

k|) + o(x2
k).
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由 (3.3) 式可得

y+
i = −〈G2(xke

+
k ), (e+

i )∗〉
β+

i

+ O(|β+
k (λ)x2

k|) + o(x2
k),

其中

G2(U) =
(−bu2 − c

r
uv

−ev2 + f
r
uv

)
.

经计算

y+
i =





bx2
k√

Lβ+
0

+ O(|β+
k (λ)x2

k|) + o(x2
k), i = 0,

bx2
k√

2Lβ+
2k

+ O(|β+
k (λ)x2

k|) + o(x2
k), i = 2k,

O(|β+
k (λ)x2

k|) + o(x2
k), i 6= 0, i 6= 2k.

同理可得

y−i = O(|β+
k (λ)x2

k|) + o(x2
k),∀i ∈ N.

则得到方程 (2.3) 的中心流形函数为

Φ(xk, λ) =
bx2

k√
Lβ+

0

e+
0 +

bx2
k√

2Lβ+
2k

e+
2k + O(|β+

k (λ)x2
k|) + o(x2

k),

代入 (3.2) 式中可得到约化方程的二阶近似

dx+
k

dt
= β+

k (λ)xk + J(λ)x3
k + o(|(xk|3)), (3.4)

其中

J(λ) =
b

Lβ+
2k

=
b

L(d− λρ2k)
.

容易看出, 当 β+
k (λ) > 0(即 λ < λ0), 方程 (3.4) 的解满足

lim
t→∞

|xk(t, x0)| > δ, ∀|x0| < ε,

这里 δ > 0 是一个常数, xk(0, x0) = x0. 由跃迁的基本定理 [4] 知, 方程 (2.4) 在 (xk, λ) =
(0, λ0) 处发生跳跃型跃迁. 同时, 在 xk = 0 附近有严格的两个解:

x±k (λ) = ±|β
+
k (λ)

J(λ0)
| 12 + o(|β

+
k (λ)

J(λ0)
| 12 ),

即原方程 (2.1) 在 (0, λ0) 附近分歧出的解可表达为

U1,2(λ) = ±|β
+
k (λ)

J(λ0)
| 12 ek + o(|β

+
k (λ)

J(λ0)
| 12 ).

由以上分析, 可得定理 3.1 中的结论 (1) 成立, 同理可得结论 (2) 和 (3).
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3 对定理的分析

本文找到了方程 (2.1) 发生动态分歧的临界参数 λ0 = d
ρk

, 并且给出了分歧解的判别式
J(λ0) 和分歧解的表达式, 同时判定了跃迁的类型. 跃迁在中心流形上的拓扑结构如图 3.1 和
图 3.2 所示.
图 3.1 是 J(λ0) > 0 的情形, 可以看出方程在 λ > λ0 的一侧分歧出两个鞍点, 并且这种

跃迁是跳跃型跃迁; 图 3.2 是 J(λ0) < 0 的情形, 在 λ < λ0 的一侧发生连续型跃迁, 分歧出两
个奇点, 这两个奇点都是吸引子, 即如果两个种群的密度初始值落在 U1 或者 U2 的吸引域内,
其密度最后趋向奇点 U1 或者 U2, 这个结论可以为生态研究提供一定的理论依据.
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DYNAMIC BIFURCATION OF A CLASS OF PREDATOR-PREY

BIOLOGICAL MODEL
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Abstract: In this paper, we disscuss the dynamic bifurcation of a class of predator-prey

biological model. By using the spectrum theory of the linear completely continuous fields and

transition theory, the distinguished number of transition is judged under certain conditions. At

the same time, the expression bifurcation solution is given and necessary justification is also made

for the results obtained.
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2010 MR Subject Classification: 35B32


