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摘要: 本文研究了高阶复线性微分方程解在角域上的增长性问题. 利用 Nevanlinna 理论和共

形变换的方法, 获得了一些使得方程非平凡解在角域上有快速增长的系数条件, 这些结果丰富了复方

程解在角域上增长性的研究.
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1 引言及主要结果

我们通过单位圆上复线性微分方程解的性质去研究复线性微分方程的解在复平面的一

个角域上的增长性质, 为此假设读者熟悉 Nevanlinna 理论的基本结果和标准的记号 (参看文
[1–3]). 在本文中, 我们用 ∆ = {z : |z| < 1} 表示单位圆, C 表示复平面, 用 ρ(f) 和 ρC(f) 分
别表示∆ 和 C 上亚纯函数 f 的增长级, 其定义如下:

ρ(f) = lim sup
r→1−

log+ T (r, f)
log 1

1−r

, ρC(f) = lim sup
r→∞

log+ T (r, f)
log r

,

其中 log+ x = max{log x, 0}. 如果 f 是 ∆ 或 C 上的解析函数, 通常我们也用 ρM (f) 或
ρC,M (f) 分别表示 f 的增长级, 其定义如下:

ρM (f) = lim sup
r→1−

log+ log+ M(r, f)
log 1

1−r

, ρC,M (f) = lim sup
r→∞

log+ log+ M(r, f)
log r

,

其中M(r, f) = max
|z|=r

|f(z)| 为 ∆ 或 C 上的最大模. 用 T (r, f) 和 log+ M(r, f) 去定义解析函

数的增长级, 在复平面上有 ρC(f) = ρC,M (f), 但是对单位圆上的解析函数, 两者未必相同. 假
设 f 是 ∆ 上的解析函数, 利用文 [3, V. 13], 他们具有如下的大小关系:

ρ(f) ≤ ρM (f) ≤ ρ(f) + 1.

下面的例子表明 ρ(f) 6= ρM (f) 是可能的. 假设 f(z) = exp{( 1
1−z

)λ}, 其中 λ > 1 是一个常数,
则通过计算有 ρ(f) = λ− 1, ρM (f) = λ.
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对于 ∆ 上快速增长的亚纯函数, 我们通常使用迭代 n 级去刻画他们的增长快慢. 假设 f

是 ∆ 上亚纯函数, 其迭代 n 级定义为

ρn(f) = lim sup
r→1−

log+
n T (r, f)
log 1

1−r

,

其中 n ≥ 1 是整数, log+
1 x = log+ x, log+

n+1 x = log+ log+
n x. 如果 f 是 ∆ 上的解析函数, 则

迭代 n 级也可以用最大模M(r, f) 来定义

ρM,n(f) = lim sup
r→1−

log+
n+1 M(r, f)
log 1

1−r

.

对 n = 2, ρ2(f) 和 ρM,2(f) 通常被称为 f 的超级. 假设 f 是 ∆ 上的解析函数, 从增长级与迭
代 n 级的定义, 显然有 ρ1(f) = ρ(f) ≤ ρM (f) = ρM,1(f) ≤ ρ1(f) + 1. 另一方面, 对 ∆ 上解
析函数 f , 利用文 [4, 命题 2.2.2] 中不等式

T (r, f) ≤ log+ M(r, f) ≤ 1 + 3r

1− r
T (

1 + r

2
, f),

有当 n ≥ 2, ρn(f) = ρM,n(f).
利用 ∆ 上特征函数 T (r, f), 通常我们把∆ 上的亚纯函数分成下面三类:
(i) 有界型: 当 r → 1−, T (r, f) = O(1);
(ii) 有理型: 当 r → 1−, T (r, f) = O(log 1

1−r
), 且 f 不属于 (i);

(iii) ∆ 上可允许的: lim sup
r→1−

T (r, f)
log 1

1−r

= ∞.

对复平面 (单位圆) 上复微分方程解的研究一直是复分析研究的热点之一, 很多研究者在
此方面取得了很多的研究成果, 例如参看文献 [4–9] 及他们的相关参考文献. 然而复微分方程
解在角域上的性质很少有相关的研究成果. 本文通过对单位圆上复微分方程解的性质的分析,
利用共形映射理论去研究复微分方程解在角域上的增长性质. 为此先回顾单位圆上复线性微
分方程解的一些相关性质. 考虑下面的微分方程:

Ak(z)f (k) + Ak−1(z)f (k−1) + · · ·+ A1(z)f ′ + A0(z)f = 0, (1.1)

其中 A0(z) 6≡ 0, A1(z), · · · , Ak(z) 是∆ 上的解析函数.
2000 年, Heittokangas [6] 研究了二阶复线性微分方程解的增长性, 其结果陈述如下:
定理 A 假设 A0(z), A1(z) 是 ∆ 上解析函数. 如果系数函数满足下列条件之一:
(i) ρ(A1) < ρ(A0);
(ii) A0(z) 是可允许的同时 A1(z) 是不可允许的,

则微分方程

f ′′ + A1(z)f ′ + A0(z)f = 0 (1.2)

的所有非平凡解都是无穷级.
2002 年, 陈 [10] 将定理 A 推广到高阶情形, 获得了如下的结果:
定理 B 假设 A0(z), A1(z), · · · , Ak(z) 是 ∆ 上解析函数. 如果系数函数满足下列条件之

一:
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(i) max
1≤j≤k

ρ(Aj) < ρ(A0);

(ii) A0(z) 是可允许的同时 Aj(z) 是不可允许的, 其中 j = 1, 2, · · · , k,
则微分方程 (1.1) 的所有非平凡解都是无穷级.

1994 年, 伍 [11] 讨论了方程 (1.2) 的解在角域上的增长性质, 其方法主要是利用角域
Nevanlinna 理论 (参看文 [12] 第 1、3 章), 其结果陈述如下:
定理 C 假设 A0(z), A1(z) 是 Ω(α, β) = {z : α ≤ arg z ≤ β} 上解析函数, 其中 0 <

β − α < 2π. 如果对任意常数 l > 0, 下面 θ 的集合
{

θ : α < θ < β, lim inf
r→∞

(|A1(reiθ)|+ 1)rl

|A0(reiθ)| = 0
}

的 Lebesgue 线性测度大于 0, 则微分方程 (1.2) 的所有非平凡解 f 满足 %α,β(f) = ∞.
定理 C 中 %α,β(f) 被如下定义: 假设 f 是 Ω(α, β) 上解析函数, 则

%α,β(f) = lim sup
r→∞

log+ log+ M(r,Ω(α, β), f)
log r

,

其中M(r,Ω(α, β), f) = max
|z|=r

α≤θ≤β

|f(reiθ)|.

2009 年徐和仪在文 [13, 定理 1] 中将定理 C 推广到了高阶情形. 定理 C 及文 [13, 定理
1] 都展现了当系数函数满足某一条件时复微分方程的解在角域上具有快速增长性. 本文我们
将继续讨论这个课题, 即讨论方程的解在角域上的增长性. 为了陈述我们的结果, 需要回顾一
些记号及定义. 假设 0 < β − α < 2π, r > 0, 对任意给定的 ε ∈ (0, β−α

2
), 令

Ω(α, β) = {z : α < arg z < β},
Ωε = {z : α + ε < arg z < β − ε},
Ω(r) = Ω(α, β) ∩ {z : 0 < |z| < r},

使用 F 表示 F ⊂ C 的闭集. 为了刻画 Ω(α, β) 上亚纯函数的增长快慢, 我们回顾角域上的
Ahlfors-Shimizu 特征 (参看文 [3]). 在下面的表述中, 为了简洁, 我们用 Ω 表示 Ω(α, β). 假设
f 在 Ω 上亚纯, 定义

S(r,Ω, f) =
1
π

∫ ∫

Ω(r)

( |f ′(z)|
1 + |f(z)|2

)2

dσ

及

T0(r,Ω, f) =
∫ r

0

S(t, Ω, f)
t

dt,

其中面积元素 dσ = rdrdθ, z = reiθ.
用 ρΩ(f) 表示 Ω 内亚纯函数 f 的增长级, 其定义为

ρΩ(f) = lim sup
r→∞

log+ T0(r,Ω, f)
log r

.

对于 Ω 内快速增长的亚纯函数, 类似于单位圆的情形, 使用 Ω 内迭代 n 级去刻画他们的增长

快慢, 其定义为

ρn,Ω(f) = lim sup
r→∞

log+
n T0(r,Ω, f)

log r
.
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类似于复平面及单位圆, 我们称 ρ2,Ω(f) 为 f 在 Ω 上的超级.
注 因为 T0(r,C, f) = T (r, f) + O(1) (参看文 [12, p. 20]), 所以 ρΩ(f) 及 ρn,Ω(f) 的定义

是合理的.
利用类似于文 [14] 的方法, 我们获得了下面的结果.
定理 1 假设 A0(z), A1(z), · · · , Ak(z) 在 Ω(α, β) = {z : α < arg z < β} 内解析, 其中

0 < β − α < 2π. 如果 max
1≤j≤k

{ρΩ(Aj)} < ρΩε
(A0) − ω, 其中 ω = π

β−α
及 Ωε = {z : α + ε <

arg z < β − ε}, ε ∈ (0, β−α
2

), 则方程 (1.1) 的每一个非平凡解 f 满足 ρ2,Ω(f) ≥ ρΩε
(A0)− ω.

从定理 1 知方程 (1.1) 的每一个非平凡解都是无穷级, 且得到了解的超级的下界估计.
在定理 1 的假设下, 吴在文 [14, 定理 1.18] 中仅得到方程 (1.1) 的每一个非平凡解 f 满足

ρΩ(f) = ∞.
为了陈述下面的定理 2, 我们也需要下面的一些记号和定义. 假设集合 H ⊂ [0,∞), 其

上、下密度分别被定义为

dens(H) = lim sup
r→∞

m(H ∩ [0, r))
r

, dens(H) = lim inf
r→∞

m(H ∩ [0, r))
r

,

其中集合 G ⊂ [0,∞) 的 Lebesgue 线性测度是 m(G) =
∫

G

dt. 另外约定: exp0(r) = r,

exp1(r) = exp(r), expn+1(r) = exp(expn(r)), n ≥ 1 是整数.
定理 2 假设 F 是一个满足 dens ({|z| : z ∈ F ⊂ Ω}) > 0 的复数集合, 假设 A0(z), A1(z),

· · · , Ak(z) 在 Ω(α, β) = {z : α < arg z < β} 内解析, 其中 0 < β − α < 2π, 使得对某些常数
0 ≤ γ < λ, µ > 0, 当 |z| = r →∞, z ∈ F , 有

T0(r,Ωε, A0) ≥ expn−1{λ(
rω

η
)µ}

及

T0(r,Ω, Aj) ≤ expn−1{γ(
rω

2
)µ}, j = 1, 2, · · · , k,

其中 ω = π
β−α

, η = ε
β−α

, ε ∈ (0, β−α
2

). 则方程 (1.1) 的每一个非平凡解 f 满足 ρn,Ω(f) = ∞,
ρn+1,Ω(f) ≥ µω.

2 定理的证明

这一节我们将给出定理的证明. 为了这个目的, 需要一些辅助结果. 第一个辅助结果来自
文 [2, p. 88].
引理 1 假设

ζ(z) =
(ze−iθ0)ω − 1
(ze−iθ0)ω + 1

, (2.1)

其中 θ0 = α+β
2

, ω = π
β−α

. 则 ζ(z) 是一个将 Ω(α, β) = {z : α < arg z < β} 映射到单位
圆 ∆ = {ζ : |ζ| < 1} 的共形映射, 且满足 ζ(eiθ0) = 0. 进一步有, 在变换 ζ(z) 作用下,
Ωε = {z : 1 ≤ |z| ≤ r, α + ε < arg z < β− ε} 在 ζ 平面上的像包含在圆 {ζ : |ζ| ≤ h} 内, 其中

h = 1− ε

β − α
r−ω.
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另一方面, 圆 {ζ : |ζ| ≤ h}(h < 1) 在 z 平面上的原像包含在域 Ω(α, β) ∩ {z : |z| ≤ r} 内, 其
中

r = (
2

1− h
)

1
ω .

变换 (2.1) 的逆变换为

z = eiθ0(
1 + ζ

1− ζ
)

1
ω .

引理 2 [14] 假设 f 在 Ω(α, β) = {z : α < arg z < β} 内亚纯, 其中 0 < β − α < 2π. 对任

意给定的 ε ∈ (0, β−α
2

). 令 ω = π
β−α

, η = ε
β−α

. 则下列不等式成立:

T0(r,C, f(z(ζ))) ≤ 2T0

(
(

2
1− r

)
1
ω ,Ω, f(z)

)
+ O(1),

T0(r,Ωε, f(z)) ≤ rω

ωη
T0

(
1− ηr−ω,C, f(z(ζ))

)
+ O(1),

其中 z = z(ζ) 是 (2.1) 式的逆变换.
注 利用关系 T0(r,C, f(z(ζ))) = T (r, f) + O(1), 引理 2 及迭代 n 级的定义, 得

ρn(f(z(ζ))) ≤ 1
ω

ρn,Ω(f(z)), n ≥ 1, (2.2)

ρn,Ωε
(f(z)) ≤ ωρn(f(z(ζ))), n ≥ 2, (2.3)

ρ1,Ωε
(f(z)) ≤ ω (1 + ρ1(f(z(ζ)))) . (2.4)

下面的引理通过使用类似于文 [15, 引理 1] 的方法可以得到其证明, 也可以参看文 [14,
引理 2.3].
引理 3 假设 f 在 Ω(α, β) = {z : α < arg z < β} 内亚纯, 其中 0 < β − α < 2π, z(ζ) 是

变换 (2.1) 的逆变换. 令 F (ζ) = f(z(ζ)), ψ(ζ) = f (l)(z(ζ)). 则

ψ(ζ) =
l∑

j=1

αjF
(j)(ζ),

其中 αj 是关于变量 V (ζ)(= 1
z′(ζ)

), V ′(ζ), · · · (可数项) 的多项式. 进一步有 T (r, αj) =
O(log 1

1−r
), j = 1, 2, · · · , l.

定理 1 的证明 假设 f 是方程 (1.1) 在 Ω 上的任意一个非平凡解. 利用引理 3 得

k∑
i=1

Ai(z(ζ))f (i)(z(ζ)) + A0(z(ζ))f(z(ζ))

=
k∑

i=1

Ai(z(ζ))
i∑

j=1

αjF
(j)(ζ) + A0(z(ζ))f(z(ζ))

=
k∑

j=1

αj

k∑
i=j

Ai(z(ζ))F (j)(ζ) + A0(z(ζ))f(z(ζ)),
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则 F (ζ) = f(z(ζ)) 是单位圆上微分方程

Bk(ζ)F (k)(ζ) + Bk−1(ζ)F (k−1)(ζ) + · · ·+ B1(ζ)F ′(ζ) + B0(ζ)F (ζ) = 0 (2.5)

的解, 其中 B0(ζ) = A0(z(ζ)) 和 Bj(ζ) = αj

k∑
i=j

Ai(z(ζ)) 都是 ∆ 上的解析函数, j =

1, 2, · · · , k.

因为 T (r, αj) = O(log 1
1−r

), j = 1, 2, · · · , k, 所以

T (r,Bj) ≤ T (r, αj) +
k∑

i=j

T (r,Ai(z(ζ))) + O(1)

=
k∑

i=j

T0(r,C, Ai(z(ζ))) + O(log
1

1− r
), j = 1, 2, · · · , k.

利用引理 2, 公式 (2.2), (2.4) 及定理的条件得

ρ(Bj) ≤ max
1≤j≤k

ρ(Aj) ≤ max
1≤j≤k

ρΩ(Aj)
1
ω

< (ρΩε
(A0)− ω)

1
ω

<
1
ω

ρΩε
(A0)− 1

及

ρ(B0) = ρ(A0) ≥ 1
ω

ρΩε
(A0)− 1.

于是

ρ(Bj) < ρ(B0), j = 1, 2, · · · , k.

利用文 [16, 定理 2.2] 得方程 (2.5) 的解 F 满足

ρ2(F ) ≥ ρ(B0).

再结合 (2.2) 和 (2.4) 式得

1
ω

ρ2,Ω(f) ≥ ρ2(f(z(ζ))) = ρ2(F ) ≥ ρ(B0) ≥ 1
ω

ρΩε
(A0)− 1.

所以对方程 (1.1) 的任意非平凡解 f 有

ρ2,Ω(f) ≥ ρΩε
(A0)− ω.

定理 2 的证明 假设 f 是方程 (1.1) 在 Ω 上的任意一个非平凡解. 利用类似证明定理 1
的方法, 我们得到单位圆上方程 (2.5). 利用引理 2 得

T (r,B0) = T (r,A0) = T0(r,C, A0(z(ζ))) + O(1)

≥ ω(1− r)T0((
η

1− r
)

1
ω ,Ωε, A0(z)) + O(1)



No. 6 龙见仁: 高阶复线性微分方程解的角域增长性 1539

及对 j = 1, 2, · · · , k,

T (r,Bj) ≤
k∑

i=j

T (r,Ai(z(ζ))) + O(log
1

1− r
)

=
k∑

i=j

T0(r,C, Ai(z(ζ))) + O(log
1

1− r
)

≤ 2
k∑

i=j

T0((
2

1− r
)

1
ω ,Ω, Ai) + O(log

1
1− r

).

再结合定理的条件, 当 |z| = r → 1− 且 z ∈ G,

T (r,B0) ≥ expn−1{λ(
1

1− r
)µ}

及

T (r,Bj) ≤ expn−1{γ(
1

1− r
)µ},

其中集合G是集合 F 在共形映射 (2.1)下的像,利用共形映射的性质知 dens∆{|ζ| : ζ ∈ G} >

0, 集合 [0, 1) 的子集合的上密度的定义在文 [8] 可找到. 利用文 [8, 定理 1.3] 知方程 (2.5) 的
解 F 满足

ρn(F ) = ∞, ρn+1(F ) ≥ µ.

再结合 (2.2) 式知方程 (1.1) 的每一个非平凡解 f 满足

ρn,Ω(f) = ∞, ρn+1,Ω(f) ≥ µω.
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GROWTH OF SOLUTIONS OF HIGHER ORDER COMPLEX

LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS IN AN ANGULAR

DOMAIN

LONG Jian-ren

(School of Math. and Computer Science, Guizhou Normal University, Guiyang 550001, China)

Abstract: We study the growth problem of solutions of higher order complex linear

differential equations in an angular domain of the complex plane. By using the Nevanlinna theory

and the properties of conformal transformation, some conditions on coefficient functions, which

will guarantee all non-trivial solutions of the higher order differential equations have fast growing,

are found in this paper. These conditions improve that the studying of the growth of solutions of

complex differential equations in an angular domain.

Keywords: complex differential equation; analytic function; iterated n-order; angular

domain; unit disc
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