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关于给定控制数的连通二部图的极大图的刻画
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摘要: 本文研究了给定控制数的连通二部图的极大图的结构问题. 利用分类讨论思想和数学归

纳法, 刻画了控制数等于 3 和大于等于 4 这两类边数达到极值时的连通二部图. 本文所得结果可用于

进一步研究给定全控制数的连通二部图的极大图问题.
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1 引言

本文所指的图均为连通的无向简单图, 文章中未说明的符号和术语同文献 [1].
设 v 是 G = (V, E) 的一个顶点, NG(v) 表示 v 在 G 中的邻点集合. 对任意的非空集

合 S ⊆ V , 记 NG(S) =
⋃

v∈S

NG(v), G 中顶点 v 的度记为 d(v), G 的最大度记为 ∆(G). 对

任意的非空集合 E′ ⊆ E, 由 E′ 导出的 G 的子图记为 G[E′], 以 E′ 为边集的 G 的支撑子

图记为 G(E′), bxc 表示不大于 x 的最大整数, dxe 表示不小于 x 的最小整数.
G = (V, E) 的控制集是指 V 的一个子集 V ′, 使得对任意的 v ∈ V − V ′, 都存在某个

u ∈ V ′ 与 v 相邻. 图 G 的控制数是它的最小控制集中的顶点数, 记为 γ(G). 本文仅考虑一
般的控制数.

Vizing 在文 [2] 中指出给定控制数的一般图的最大边数.
引理 1.1 [2] 若图 G 有 n 个顶点并且 2 ≤ γ(G) ≤ n, 则

E(G) ≤ ⌊(n− γ(G))(n− γ(G)− 2)
2

⌋
,

图 G 可以达到上界当且仅当 G 是从 (n− γ(G) + 2) 个顶点的完全图中去掉一个最小的边
覆盖, 然后并上 γ(G)− 2 个孤立点得到的图.
根据引理 1.1 可知, 若 γ ≥ 3 并且 G 取最大可能的边数, 则 G 有孤立点, 因此是不连

通的. Sanchis 在文 [3] 中得出了给定控制数的连通图的最大边数.
引理 1.2 [3] 设图 G 是有 n 个顶点的连通图. 若 3 ≤ γ(G) ≤ n

2
, 则 G 的边数最多是(

n− γ − 1
2

)
.
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如果我们限制在二部分图中, 则有下面的结论在文 [4] 中给出.

引理 1.3 [4] 对于任意的二部图 G, 有 γ(G) ≤ |V | −∆(G)− ⌈ |E|
∆(G)

⌉
+ 2.

引理 1.4 [4] 设 G 是有 n 个顶点且控制数为 γ(G) ≥ 2 的二部图, 则可以达到最大边数
的图是一个 n− γ(G) + 2 个顶点的几乎平衡的完全二部图与 γ(G)− 2 个孤立点的并.

从引理 1.4 可知, 若 γ(G) ≥ 3, 则可以达到这个界的图是不连通的. 陈宏宇和张丽在文
[5] 中给出二部图 G 的最大度至少为 n− γ(G) + 1 时的最大边数.

引理 1.5 [5] 设图 G 是有 n 个顶点的连通二部图且 γ(G) ≥ 3, ∆(G) ≥ n − γ(G) − 1,
则 |E(G)| ≤ ⌊

(n−γ)2+4(n−γ)
4

⌋
(γ(G) = 3, n = 8 除外 ).

高超和侯新民在文 [6] 进一步给出给定控制数的二部图的最大边数.

引理 1.6 [6] 设 G = (V, E) 为 n 阶二部图, 控制数为 γ, 则如下结论成立:

(1) |E| ≤ ⌊
(n−γ+2

2
)2

⌋
;

(2) 若 ∆(G) 6= bn−γ+2
2

c 或 ⌈
n−γ+2

2

⌉
, 则 |E(G)| ≤ ⌊

(n−γ)2+4(n−γ)
4

⌋
.

本文将对给定控制数的边数达到上界
⌊
(n−γ+2

2
)2

⌋
时的极大 n 阶连通二部图进行刻画.

以下用 G = (M ∪N, E) ∼= Km, (m+k) −E′ 表示二部划分为 M 和 N 的 n 阶连通二部

图, 其中 |M | = m, |N | = m + k = n−m, k ≥ 0, E′ 表示从完全二部图 Km, (m+k) 中删去

的边数的集合.

2 主要结果及证明

引理 2.1 设 G = (M ∪ N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 且 γ(G) = 2, 则
|E(G)| = ⌊

(n
2
)2

⌋ ⇔ G ∼= Kbn
2 c,dn

2 e.

证 首先证明必要性. 设 G = (M ∪N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 则有

n = 2m + k, |E(G)| = m(m + k)− |E′| ≤ m(m + k).

因为 |E(G)| =
⌊
(n

2
)2

⌋
=

⌊
( 2m+k

2
)2

⌋
= m2 + mk +

⌊
k2

4

⌋ ≥ m(m + k), 所以 |E(G)| =
m(m + k), k = 0 或 1, 从而得 G ∼= Kbn

2 c, dn
2 e.

再证明充分性. 因为 G ∼= Kbn
2 c, dn

2 e, 所以不论 n 为奇数或偶数, 都有 |E(G)| =
bn

2
c · dn

2
e = b(n

2
)2c, 并且完全二部图的控制数为 2, 故充分性得证.

引理 2.2 设 G = (M ∪ N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 且 γ(G) =
3, |E(G)| = b(n−1

2
)2c, 则有如下结论:

(1) G[E′] 的每个连通分支中的边数均不小于 2;

(2) |E′| = m, k = 0, 1, 2, 且对于任意的 u ∈ M , 均有 dG[E′](u) = 1.

证 设 G = (M∪N, E) ∼= Km, (m+k)−E′是 n阶连通二部图,则有 n = 2m+k, |E(G)| =
m(m + k)− |E′|. 假设存在 G[E′] 的一个连通分支的边数为 1, 那么与该边关联的两个顶点
即为 G 的一个控制集, 与 γ(G) = 3 矛盾.

一方面, |E′| = m(m + k)− |E(G)| = m(m + k)− ⌊
(n−1

2
)2

⌋
= m− ⌊

(k−1
2

)2
⌋ ≤ m.

另一方面, 因为 γ(G) = 3, 所以 E′ 6= ∅, 且 |E′| ≥ m. 否则存在点 u ∈ M, v ∈ N , 使
得 u, v 均不与 E′ 中的边关联, 从而 {u, v} 为 G 的一个控制集, 与 γ(G) = 3 矛盾. 综上
可得 |E′| = m, k = 0, 1, 2.
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当 k = 1 或 2, 即 |N | > |M | 时, 由于 |E′| = m, 若存在 u ∈ M , 且 u 不与 E′ 中的边

关联, 则也存在 v ∈ N , 使得 v 也不与 E′ 中的边关联, 从而 {u, v} 为 G 的一个控制集, 与
γ(G) = 3 矛盾, 所以对任意的 u ∈ M, dG[E′](u) = 1.
当 k = 0, 即 |N | = |M | 时, 若存在 u ∈ M 使 u 不与 E′ 中的边关联, 则对任意的

v ∈ N, dG[E′](v) = 1. 否则由于 G[E′] 中的每个连通分支中的边数均不小于 2 可知, 若存在
一点 v ∈ N , 使得 v 不与 E′ 中的边关联, 则 {u, v} 为 G 的一个控制集, 与 γ(G) = 3 矛
盾. 由于 |M | = |N |, 故将集合 M 与集合 N 对换, 从而得对任意的 u ∈ M, dG[E′](u) = 1.
综上可得 |E′| = m, k = 0, 1, 2, 且对于任意的 u ∈ M , 均有 dG[E′](u) = 1.
引理 2.3 设 G = (M ∪ N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 且 γ(G) ≥

4, |E(G)| = ⌊
(n−γ+2

2
)2

⌋
, 则有

|E′| = m(γ − 2), k = γ − 3, γ − 2, γ − 1,

且对于任意的 u ∈ M , 有 dG(E′)(u) = γ − 2.
证 设 G = (M ∪N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 则有

n = 2m + k, |E(G)| = m(m + k)− |E′|,
|E′| = m(m + k)− ⌊

(
2m + k − γ + 2

2
)2⌋

= m(γ − 2)− ⌊
(
k − γ + 2

2
)2

⌋ ≤ m(γ − 2).

假设 |E′| < m(γ − 2), 则存在 u ∈ M , 使得 dG(E′)(u) ≤ γ − 3. 任取 x ∈ M 且

dG(E′)(x) = min{dG(E′)(u)|u ∈ M}.

令

Y = NG(E′)(x), X =
⋂
y∈Y

NG(E′)(y),

则 X ∪ Y 是 G 的一个控制集, 因图 G 的控制数为 γ, 故 |X| ≥ γ − |Y |. 对于任意的
y′ ∈ N − Y , 令

Z(y′) = NG(E′)(y′) ∩X,

因为 {x, y′}∪Z(y′)∪Y 是 G的一个控制集,且图 G的控制数为 γ,所以 |Z(y′)| ≥ γ−2−|Y |.
于是有

(m− |X|)|Y | ≤
∑

x′∈M−X

dG(E′)(x′)

≤|E′| − (γ − 2− |Y |)(m + k − |Y |)− |X||Y |

=m(γ − 2)− ⌊
(
k − γ + 2

2
)2

⌋−m(γ − 2)

+ m|Y |+ (γ − 2− |Y |)(|Y | − k)− |X||Y |

=(|Y | − k)(γ − 2) + |Y |(m + k − |Y | − |X|)− ⌊
(
k − γ + 2

2
)2

⌋

=(m− |X|)|Y | − (|Y | − k + γ − 2
2

)2 + (
k − γ + 2

2
)2 − ⌊

(
k − γ + 2

2
)2

⌋

≤(m− |X|)|Y |.
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上式等号成立当且仅当

−(|Y | − k + γ − 2
2

)2 + (
k − γ + 2

2
)2 − ⌊

(
k − γ + 2

2
)2

⌋
= 0,

并且在 G(E′) 中 M ′ = (M −X)∪ {x} 中每一点的度均为 |Y |, N − Y 中每一点在 X 中的

度恰为 γ − 2− |Y |. 对于任意的 y′1, y′2 ∈ N − Y , 令

|NG(E′)(y′1) ∩NG(E′)(y′2) ∩X| = l(y′1,y′2),

则 {y′1, y′2, x} ∪ Y ∪ (NG(E′)(y′1) ∩NG(E′)(y′2) ∩X) 为 G 的一个控制集, 且图 G 的控制数为

γ,所以 l(y′1,y′2) ≥ γ−3−|Y |. 又对于任意的 y′ ∈ N−Y, |NG(E′)(y′)∩X| = γ−2−|Y |,由 G

是连通的可得 l(y′1,y′2) = γ−3−|Y |,进而得 |X|−1 =
∣∣ ⋃

y′∈N−Y

NG(E′)(y′))∩X
∣∣ = γ−1−|Y |,

即 |X| = γ − |Y |. 选取 x′ ∈ M −X, 令

Y ′ = NG(E′)(x′), X ′ =
⋂

y′∈Y ′

NG(E′)(y′)

且 Y ′ 6= Y , (这样的 x′ 必存在, 否则 G 有孤立点). 因为 |NG(E′)(x)| = |NG(E′)(x′)| = |Y |,
则通过之前对 x的讨论,可得 |Y ′| = |Y |, |X ′| = |X|. 因为 Y ′ 6= Y ,所以 |Y ′∩Y | ≤ |Y |−1,
进而存在 y′ ∈ Y ′ − (Y ∩ Y ′), 使得

|NG(E′)(y′) ∩X| = γ − 2− |Y |,

所以 |X ′ ∩X| ≤ γ − 2− |Y |, 且存在

x1 ∈ X − (X ′ ∩X)− {x}, x′1 ∈ X ′ − (X ′ ∩X)− {x′}.

当 |Y ′ ∩ Y | = |Y | − 1 时, 若 N = Y ′ ∪ Y , 由于 |X|+ |Y | = γ, 可得 |N |+ |X| = γ + 1.
若 |X| = 1, |N | = γ, 则 |M | = |N | = γ, 且 {x} ∪ Y 为 G 的一个控制集. 由于 G 的控制数

为 γ, 从而有 |Y |+ 1 ≥ γ, 与 |Y | ≤ γ − 3 矛盾. 若 |X| > 1, 则 |N | < γ , 与 |N | ≥ γ 矛盾,
故存在一点 y1 ∈ N − (Y ∩ Y ′) , 且 |NG(E′)(y1)∩ (X ∩X ′)| = γ − 3− |Y |, 否则与 G 为连通

图矛盾. 由于
∣∣NG(E′)(y1)∩X ′∣∣ = γ − 2− |Y |, 故 y1 在 G(E′) 中, 与 X ′ − (X ′ ∩X)− {x′}

中一点相邻, 这与 |NG(E′)(x′1)| = |Y ′| = |Y | 矛盾.
当 |Y ′∩Y | < |Y |−1时,存在 y1, y2 ∈ Y −(Y ∩Y ′),因为

∣∣NG(E′)(y1)∩NG(E′)(y2)∩X ′∣∣ =
γ − 3− |Y |, 所以存在 x′′ ∈ X ′ − (X ′ ∩X)− {x′} 在 G(E′) 中, 与 y1, y2 中至少一个点相

邻, 这与 |NG(E′)(x′1)| = |Y ′| = |Y | 矛盾.
所以有 |E′| = m(γ − 2), k = γ − 3, γ − 2, γ − 1, 且对任意的 u ∈ M, dG(E′)(u) ≥ γ − 2.

因为
∑

u∈M

dG(E′)(u) = m(γ − 2), 所以对任意的 u ∈ M, dG(E′)(u) = γ − 2.

下面将刻画对于给定控制数为 γ 的连通二部图边数达到上界 b(n−r+2
2

)2c 时图的结构.
令

Γ3
m = {G = (M ∪N, E) ∼= Km, (m+k) − E′|M = {u1, u2, · · · , um−1, um},
N = {v1, · · · , vl, vl+1, · · · , vm+k},
E′ = {uivl+1|i = 1, 2, · · · , k1} ∪ {uivl+2|i = k1 + 1, · · · , k2} ∪ · · ·

∪{uivm+k|i = km+k−l−1 + 1, · · · ,m},
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其中 2 ≤ m + k − l ≤ bm
2
c, k = 0, 1, 2, k1 ≥ 2, ki+1 − ki ≥ 2, (i = 1, 2, · · · ,m + k − l −

2), m− km+k−l−1 ≥ 2}.
定理 2.4 设 G = (M ∪N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 且 γ(G) = 3, 则

|E(G)| = b(n−1
2

)2c ⇔ G ∈ Γ3
m.

证 先证明必要性. 由引理 2.2 知 |E′| = m, 对于任意的 u ∈ M, dG[E′](u) = 1, 且
G[E′] 的每个连通分支中的边数均不小于 2, 所以在 G[E′] 中存在孤立点, 且若 v ∈ N 在

G[E′] 中与 M 中的点相邻, 则 dG[E′](v) ≥ 2. 若 dG[E′](v) = m, 则 v 在 G 中是孤立点,
与 G 为二部连通图矛盾, 于是 G[E′] 中最少有两个连通分支, 最多有 bm

2
c 个连通分支. 设

Nt = {v ∈ N |dG[E′](v) ≥ 2}, 则 2 ≤ |Nt| ≤ bm
2
c, 且 N ′ = N − Nt 中的每个点在 G 中与

M 中的所有点均相邻. 由于任意的 u ∈ M, dG[E′](u) = 1, 因此对任意的 v1, v2 ∈ Nt, 有
NG[E′](v1) ∩NG[E′](v2) = ∅. 综上 G ∈ Γ3

m.

再证明充分性. 设 G ∈ Γ3
m 且 G ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 则有

n = 2m + k, k = 0, 1, 2, |E′| = m, |E(G)| = m(m + k)−m = m(m + k − 1)

且 G[E′] 中每个连通分支中的数不小于 2.

当k = 0时, |E(G)| = m(m− 1) =
⌊
(
2m− 3 + 2

2
)2

⌋
=

⌊
(
n− 1

2
)2

⌋
,

当k = 1时, |E(G)| = m2 =
⌊
(
2m + 1− 3 + 2

2
)2

⌋
=

⌊
(
n− 1

2
)2

⌋
,

当k = 2时, |E(G)| = m(m + 1) =
⌊
(
2m + 2− 3 + 2

2
)2

⌋
=

⌊
(
n− 1

2
)2

⌋
,

所以 |E(G)| = b(n−1
2

)2c. 假设 γ(G) = 2, 令 {u, v} 是 G 的一个控制集, 则 u, v ∈ G[E′] 且
NG(u) ∪NG(v) = M ∪N − {u, v}, 从而 G[E′] 中有一个连通分支只含一条边, 与 G[E′] 的
每个连通分支中的边数均不小于 2 矛盾, 所以 γ(G) ≥ 3, 又 {vm+k, vm+k−1, u1} 为 G 的一

个控制集, 从而 γ(G) = 3.

例 2.5 当 γ(G) = 3, |M | = 7, |N | = 8, k = 1 时, 此时的极大图如图 1, 图中实点为控
制点.

图 1: |M | = 7, |N | = 8, k = 1 时控制数为 3 的极大图
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令

Γγ
m = {G = (M ∪N, E) ∼= Km,(m+k) − E′|M = {u1, · · · , um},
N = {v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vm+k},
E = {uivj |i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · ,m + k − (γ − 1)} ∪ {uivm+k−(γ−2)|i = 1, · · · k1}

∪{uivm+k−(γ−3)|i = k1 + 1, · · · , k2} ∪ · · · ∪ {uivm+k|i = kγ−2 + 1, · · · ,m},

其中 k = γ − 3, γ − 2, γ − 1, k1 ≥ 2, ki+1 − ki ≥ 2, (i = 1, · · · , γ − 3), m− kγ−2 ≥ 2}.
定理 2.6 设 G = (M ∪N, E) ∼= Km, (m+k) −E′ 是 n 阶连通二部图, 且 γ(G) = γ ≥ 4,

则 |E(G)| = ⌊
(n−γ+2

2
)2

⌋ ⇔ G ∈ Γγ
m.

证 先证明必要性. 由引理 2.3 知 |E′| = m(γ − 2) 且任意的 u ∈ M, dG(E′)(u) = γ − 2
且 k = γ − 3, γ − 2, γ − 1. 对任意的 u1, u2 ∈ M , 令

N ′ = NG(E′)(u1) ∩NG(E′)(u2),

假设 |N ′| = l(u1,u2) ≤ γ − 4. 若 l(u1,u2) = 0, 即 N ′ = ∅, 则有

m + k > m(γ − 2) ≥ 2m.

解得 k > m, 但 m ≥ γ, 矛盾于 k ≤ γ − 1, 因此 l(u1,u2) ≥ 1. 令

X =
⋂

v′∈N ′

NG(E′)(v′)− {u1},

对任意的 v ∈ N −N ′, 令
l(v) = |NG(E′)(v) ∩X|.

因为 (NG(E′)(v) ∩X) ∪ N ′ ∪ {u1, u2, v} 是 G 的一个控制集, 且图 G 的控制数为 γ, 所以
l(v) ≥ γ − 3− l(u1,u2). 由于

∑
v∈N−N ′

l(v) + l(u1,u2)|X| = (γ − 2)|X|,

所以

(γ − 3− l(u1,u2))(m + k − l(u1,u2)) + l(u1,u2)|X| ≤ (γ − 2)|X|,
化简得

(2 + l(u1,u2) − γ)(l(u1,u2) + |X| −m− k) ≤ m + k − l(u1,u2). (2.1)

因为 X ∪ {u1} ∪N ′ 是 G 的一个控制集, 且图 G 的控制数为 γ, 所以 l(u1,u2) ≥ γ− |X| − 1,
即 |X| ≥ γ − l(u1,u2) − 1 ≥ 3 . 由式 (2.1) 可知

(2 + γ − |X| − 1− γ)(γ − |X| − 1 + |X| −m− k) + γ − |X| − 1 ≤ m + k,

整理得

(1− |X|)(γ − 1−m− k) + γ − |X| − 1 ≤ m + k. (2.2)
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当 k = γ − 1 时, 带入式 (2.2) 可得

(1− |X|)(γ − 1−m− γ + 1) + γ − |X| − 1 ≤ m + γ − 1,

整理得

(|X| − 2)(m− 1) ≤ 2. (2.3)

因为 |X| ≥ 3, 所以 |X| − 2 ≥ 1. 由于 m ≥ γ ≥ 4, 故 m− 1 ≥ 3. 所以式 (2.3) 不成立.
当 k = γ − 2 时, 带入式 (2.2) 可得

(1− |X|)(γ − 1−m− γ + 2) + γ − |X| − 1 ≤ m + γ − 2,

整理得

(|X| − 2)(m− 2) ≤ 2.

由于 |X| − 2 ≥ 1, m− 2 ≥ 2, 所以有

{
|X| − 2 = 1,

m− 2 = 2,

解得 |X| = 3, m = 4, 此时 N ′ 中的点在 G 中为孤立点, 与 G 是连通图矛盾.
当 k = γ − 3 时, 带入式 (2.2) 可得

(1− |X|)(γ − 1−m− γ + 3) + γ − |X| − 1 ≤ m + γ − 3,

整理得

(|X| − 2)(m− 3) ≤ 2.

由于 |X| − 2 ≥ 1,m− 3 ≥ 1, 所以有

{
|X| − 2 = 2,

m− 3 = 1,
或者

{
|X| − 2 = 1,

m− 3 = 2.

前式解得 |X| = 4, m = 4, 与 m > |X| 矛盾. 后式解得 |X| = 3, m = 5, 从而有 γ(G) ≤
5, l(u1,u2) ≤ 1. 由于 γ(G) ≥ 4, l(u1,u2) ≥ 1, 进而得 γ(G) = 5, l(u1,u2) = 1, k = 2, |N | = 7.
因为任意的 u1, u2 ∈ M, |NG(E′)(u1) ∩NG(E′)(u2)| = 1, 且 |NG(E′)(u1)| = γ − 2 = 3, 所以
{u1} ∪ X 中这四个点在 G(E′) 中还要与 N 中除共邻点外的 8 个点相邻, 故 |N | ≥ 9 与
|N | = 7 矛盾.
综上可得 l(u1,u2) ≥ γ − 3, 即任意的 u1, u2 ∈ M, |NG(E′)(u1)∩NG(E′)(u2)| ≥ γ − 3. 由

引理 2.3 可知, 对任意的 u ∈ M , 均有 |dG(E′)(u)| = γ − 2, 所以对任意的 u1, u2 ∈ M , 有

γ − 2 ≥ |NG(E′)(u1) ∩NG(E′)(u2)| ≥ γ − 3.

若任意的 u1, u2 ∈ M, |NG(E′)(u1) ∩NG(E′)(u2)| = γ − 2, 则与 G 是连通图矛盾. 若任意的
u1, u2 ∈ M, |NG(E′)(u1) ∩NG(E′)(u2)| = γ − 3, 则 |M | = γ − 1, 与 |M | ≥ γ 矛盾. 故 M



1502 数 学 杂 志 Vol. 35

中的一部分顶点, 其中任何两顶点在 G(E′) 中共邻点的个数为 γ − 2, 另一部分顶点, 其中任
何两顶点在 G(E′) 中共邻点的个数为 γ − 3, 且

∣∣ ⋂
u∈M

NG(E′)(u)
∣∣ = ∅,

∣∣ ⋃
u∈M

NG(E′)(u)
∣∣ = γ − 1.

M 中的点与 N−N ′ 中 m+k−(γ +1)个点在 G中全相邻,所以 N−N ′ 中 m+k−(γ +1)
个点只需用 M 中任意一个点便可控制, 而图 G 的控制数为 γ, 故 N ′ 中 γ − 1 个点需控制
M 中的所有点. 若在 G 中, N ′ 中存在一点仅与 M 中的一个点相邻, 此时图 G 的控制数

为 γ − 1, 与 γ(G) = γ 矛盾, 所以在 G 中, N ′ 中的每个点与 M 中至少两个点相邻. 综上
G ∈ Γγ

m.
再证明充分性. 设 G ∈ Γ4

m, 从而有 k = 1, 2, 3, |E′| = 2m, 且

|E(G)| = m(m + k)− 2m = (m + k − 2)m,

当k = 1时, |E(G)| = m(m− 1) =
⌊
(
n− 2

2
)2

⌋

当k = 2时, |E(G)| = m2 =
⌊
(
n− 2

2
)2

⌋

当k = 3时, |E(G)| = m(m + 1) =
⌊
(
n− 2

2
)2

⌋

所以 |E(G)| =
⌊
(n−2

2
)2

⌋
. 令 A = {vm+k−2, vm+k−1, vm+k}, 假设 γ(G) = 3. 为了控制 A

中所有点, 至少需要 3 个控制点, 若这 3 个控制点全在 A 中, 则无法控制 N − A 中的顶

点, 所以这 3 个控制点不全在 A 中, 但此时无法控制 M 中的所有顶点, 所以 γ(G) ≥ 4, 又
{vm+k, vm+k−1, vm+k−2, u1} 为 G 的一个控制集, 所以 γ(G) = 4, |E(G)| = ⌊

(n−γ+2
2

)2
⌋
.

假设 γ > 4, 且结论对 γ − 1 成立. 令

G = (M ∪N, E(G)) ∈ Γγ
m, G′ = (M ∪N ′, E(G′)),

其中

N ′ = N − {vm+k}, E(G′) = (E(G)− {vm+ku|u ∈ M}) ∪ {vm+k−1u|u ∈ NG(vm+k)}.

于是 G′ ∈ Γγ−1
m , 由归纳假设知 |E(G′)| =

⌊
(n−1−(γ−1)+2

2
)2

⌋
且 γ(G′) = γ − 1, 进而有

|E(G)| = |E(G′)| = ⌊
(n−1−(γ−1)+2

2
)2

⌋
=

⌊
(n−γ+2

2
)2

⌋
. 令

B = {vm+k, vm+k−1, · · · , vm+k−(γ−2)},

假设 γ(G) = γ − 1. 为了控制 B 中所有点, 至少需要 γ − 1 个控制点, 若这 γ − 1 个控制
点全在 B 中, 则无法控制 N −B 中的顶点, 所以这 γ − 1 个控制点不全在 B 中, 但此时无
法控制 M 中的所有顶点, 因此 γ(G) ≥ γ − 1, 又 {vm+k, vm+k−1, · · · , vm+k−(γ−2), u1} 为 G

的一个控制集, 所以当 G ∈ Γγ
m 且 γ(G) = γ 时, 有 |E(G)| = ⌊

(n−γ+2
2

)2
⌋
.

由定理 2.4 和 2.6 的证明易得如下推论:
推论 2.7 设 G = (M ∪ N, E) ∼= Km, (m+k) − E′ 是 n 阶连通二部图, 且 γ(G) =

γ, |E(G)| = ⌊
(n−γ+2

2
)2

⌋
, 则有 |M | ≥ 2(γ − 1), ∆(G) =

⌊
n−γ+2

2

⌋
或

⌈
n−γ+2

2

⌉
.
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CONNECTED BIPARTITE GRAPHS WITH GIVEN DOMINATION
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Abstract: In this paper, the structure of the maximal connected bipartite graphs with a

given domination number are studied. Using classification method and mathematical induction,

this paper will assume the domination number is 3 or equal or greater than 4, respectively, and

characterize connected bipartite graphs with the maximal size.The main results can be used in the

future for studying the maximal connected bipartite graphs with given total domination number.
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