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全空间上一类非齐次椭圆方程正解的衰减
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摘要: 本文研究了非齐次椭圆方程不同衰减正解的存在性和衰减问题. 利用上下解方法, 得到

了两个有着不同衰减的正解的存在性, 推广了文献 [2] 中非齐次方程正解的存在性.
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1 引言

本文讨论了如下非齐次椭圆方程问题

{
∆u + up + uq + f(x) = 0, x ∈ Rn,

u > 0,
(1.1)

其中 ∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

表示拉普拉斯算子; p > q > 1, n ∈ N 且 n ≥ 3; f ∈ C(Rn), f ≥ 0 且

f 6≡ 0.
为了叙述方便, 我们首先引入以下记号

mp =
2

p− 1
, mq =

2
q − 1

.

关于非齐次偏微分方程, 在文献 [1, 2] 中, Bae、Ni 和 Bernard 先后讨论了
{

∆u + up + f(x) = 0, x ∈ Rn,

u > 0
(1.2)

解存在的必要条件和充分条件. 在此基础上, 很多数学家进行了更加深入的研究, 得到了解的
更多性质, 参见文献 [2, 4, 5] 等. 关于方程 (1.2) 的齐次方程, 有很多很好的结果, 参见文献
[3, 6–10] 等. 尤其重要的结果是当 p 充分大时, 正解在无穷远处的衰减指数为 −mp, 即在无
穷远处, u(|x|) ∼ |x|−mp . 在文献 [2] 中, 作者运用上下解方法得到了在无穷远处衰减指数为
−mp (慢速衰减) 和 −(n− 2) (快速衰减) 的两种正解的存在性.
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在文献 [11] 中, 我们讨论方程 (1.1) 正解存在的充要条件. 本文中, 我们不仅讨论方程
(1.1) 在无穷远处衰减指数为 −(n− 2) 的快速衰减正解的存在性. 我们还将证明介于快速衰
减和慢速衰减之间的一类正解的存在性. 我们的主要定理为:
定理 1.1 如果 n/(n− 2) < q 且 f(x) ≤ C1/|x|2+n, 则方程 (1.1) 有解且满足如下不等式

0 ≤ u(x) ≤ θ1

(1 + |x|2)(n−2)/2
, x ∈ Rn,

其中 θ1为方程−n(n−2)+ptp−1+qtq−1 = 0在 (0,+∞)上的唯一解, C1 = n(n−2)θ1−θp
1−θq

1.
定理 1.2 如果 n/(n− 2) < q 且 f(x) ≤ C2/|x|τ , 2 + mq < τ < n, 则方程 (1.1) 有解且

满足如下不等式

0 ≤ u(x) ≤ θ2

(1 + |x|2)(τ−2)/2
, x ∈ Rn,

其中 θ2 为方程 −(τ − 2)(n− τ) + ptp−1 + qtq−1 = 0 在 (0,+∞) 上的唯一解

C2 = (τ − 2)(n− τ)θ2 − θp
2 − θq

2.

注 由定理 1.1 和定理 1.2, 如果非齐次项 f 满足一定的衰减条件, 则方程 (1.1) 会有快
速衰减正解、慢速衰减正解和介于快速衰减和慢速衰减之间的正解.

2 辅助性结果

定义 2.1 如果 u ∈ C(Rn),

ū =
1

ωnrn

∫

|x|=r

u(x)dS, r > 0

称为 u 的球面平均, 其中 ωn 是 Rn 中单位球的面积, dS 是表面测度.
引理 2.2 假设 n/(n− 2) < q. 则在无穷远处, 方程 (1.1) 的任何解的球面平均 ū 满足如

下的估计不等式
C3

rn−2
≤ ū ≤ C4

<mq
,

其中 C3 > 0, C4 > 0.
注 用标准的方法可以证明引理 2.2. 证明省略.
定义 2.3 如果 f 是 Rn 上的局部 hölder 连续函数,

N(x) = cn

∫

Rn

f(y)
|x− y|n−2

dy

称为 f 的牛顿位势, 其中 cn = [(n− 2)ωn]−1, ωn 是 Rn 中单位球的面积.
下面我们给出 f 的牛顿位势的一些结论.
引理 2.4 [7] 如果在无穷远处 f ≤ C|x|l, C > 0, l > −2, 则在无穷远处,

N(x) ≤





C|x|2−n, l < −n,

C|x|2−n log |x|, l = −n,

C|x|2+l, −n < l < −2.
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引理 2.5 [7] 如果在无穷远处 f ≥ C|x|l, C > 0, l > −2, 则在无穷远处,

N(x) ≥





C|x|2−n, l < −n,

C|x|2−n log |x|, l = −n,

C|x|2+l, −n < l < −2.

引理 2.5 和 2.5 中的各个 C 是互不相同的, 我们采用了同一记号.

3 存在性定理的证明

定理 3.1 方程 (1.1) 的解满足下面的不等式

u(x) ≥ N(x).

定理 3.1 可由文献 [2] 中定理 2 类似的方法证明, 我们省略其证明.
定理 1.1 的证明 记

w(r) =
ξ

(1 + r2)α
, r ≥ 0, (3.1)

Sw = w′′ +
n− 1

r
w′ + wp + wq, (3.2)

ξ > 0 和 α > 0 将在后面的证明中给出. 把 (3.1) 式带入 (3.2) 式中直接计算得到

Sw =
4r2α(α + 1)ξ
(1 + r2)α+2

− 2αnξ

(1 + r2)α+1
+

ξp

(1 + r2)αp
+

ξq

(1 + r2)αq
.

取 α =
n− 2

2
, 运用上下解原理, 要使 Sw ≤ 0 成立, 必须 αq ≥ (n + 2)/2, 即

q ≥ n + 2
n− 2

. (3.3)

在式 (3.3) 的限制下, 有

Sw =
−n(n− 2)ξ

(1 + r2)(n+2)/2
+

ξp

(1 + r2)αp
+

ξq

(1 + r2)αq
≤ −n(n− 2)ξ + ξp + ξq

(1 + r2)(n+2)/2
.

考虑函数

h1(t) = −n(n− 2)t + tq + tp,

很显然 h1(0) = 0; 对充分小的 ε > 0, 有 h1(ε) < 0，而且

h′′1(t) = p(p− 1)tp−2 + q(q − 1)tq−2 > 0, t > 0.

从而函数

h′1(t) = 0

在 (0,+∞) 上有唯一解, 记为 ξ1 (即定理 1.2 中的 θ1). 故存在唯一的 ξ1 使下式成立:

pξp−1
1 + qξq−1

1 = n(n− 2),
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而且 h1(ξ1) 为 h1(t) 在 (0,+∞) 上的最小值, h1(ξ1) < 0. 因此

Sw ≤ h1(ξ1)
(1 + r2)(n+2)/2

.

如果

0 ≤ f ≤ − h1(ξ1)
(1 + r2)(n+2)/2

,

则 w 是方程 (1.1) 的一个上解. 既然 f ≥ 0, 显然 0 是方程 (1.1) 的下解. 由上下解原理, 方程
(1.1) 存在一个解满足

0 ≤ u ≤ w, x ∈ Rn.

由极值原理, u > 0. 定理证毕.
推论 3.2 如果条件和定理 1.1 相同, 而且 N(x) ≤ θ1(1 + |x|2)(−2+n)/2, 则方程 (1.1) 有

解满足

N(x) ≤ u(x) ≤ θ1

(1 + |x|2)(n−2)/2
, x ∈ Rn. (3.4)

也就是说, 如果对某个较小的常数 C5 > 0, 在无穷远处有 f(x) ≥ C5/|x|2+n, 则方程 (1.1) 有
在无穷远处衰减指数为 −(n− 2) 的解.
证 由定理 1.1 和定理 3.1, 很容易得到 (3.4) 式. 由 f(x) ≥ C5/|x|2+n 和引理 2.5, 我们

可以得到, 存在 θ1 > C6 > 0 使得在无穷远处有下面的不等式成立:

N(x) ≥ C6

|x|n−2
.

故方程 (1.1) 的解在无穷远处的衰减指数为 −(n− 2).
定理 1.2 的证明 同定理 1.1 的证明一样, 取

w(r) =
ξ

(1 + r2)α
, r ≥ 0,

Sw = w′′ +
n− 1

r
w′ + wp + wq,

ξ > 0 和 α > 0 将在后面的证明中给出. 直接计算得到

Sw =
4r2α(α + 1)ξ
(1 + r2)α+2

− 2αnξ

(1 + r2)α+1
+

ξp

(1 + r2)αp
+

ξq

(1 + r2)αq

≤ −2αnξ[1− 2(α + 1)/n]
(1 + r2)α+1

+
ξp

(1 + r2)αp
+

ξq

(1 + r2)αq
.

运用上下解原理, 我们知道要让 Sw ≤ 0, 必须 αq ≥ α + 1 且 1 − 2(α + 1)/n > 0, 即

1
q−1

≤ α < n−2
2

. 取 α =
τ − 2

2
, 2 + mq ≤ τ < n,

Sw ≤ −(τ − 2)(n− τ)ξ + ξp + ξq

(1 + r2)τ/2
.

考虑函数 h2(t) = −(τ − 2)(n − τ)t + tq + tp, 很显然, h2(0) = 0; 对充分小的 ε > 0, 有
h2(ε) < 0. 而且

h′′2(t) = p(p− 1)tp−2 + q(q − 1)tq−2 > 0, t > 0.
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从而函数 h′2(t) = 0 在 (0,+∞) 上有唯一解, 记为 ξ2(即定理 1.2 中的 θ2). 故存在唯一的
ξ2 ∈ (0,+∞) 使下式成立:

pξp−1
2 + qξq−1

2 = (τ − 2)(n− τ),

而且 h2(ξ2) 为 h2(t) 在 (0,+∞) 上的最小值, h2(ξ2) < 0 . 因此 Sw ≤ h2(ξ2)

(1+r2)τ/2 . 如果

0 ≤ f ≤ − h2(ξ2)
(1 + r2)τ/2

,

则 w 是方程 (1.1) 的一个上解. 既然 f ≥ 0, 显然 0 是方程 (1.1) 的下解. 由上下解原理, 方程
(1.1) 存在一个解满足 0 ≤ u ≤ w, x ∈ Rn. 由极值原理, u > 0. 定理证毕.
推论 3.3 如果条件和定理 1.2 相同, 而且 N(x) ≤ θ2(1 + |x|2)(−2+τ)/2, 则方程 (1.1) 有

解满足

N(x) ≤ u(x) ≤ θ2

(1 + |x|2)(τ−2)/2
, x ∈ Rn. (3.5)

也就是说, 如果对某个较小的常数 C7 > 0, 在无穷远处有 f(x) ≥ C7/|x|τ , 则方程 (1.1) 有在
无穷远处衰减指数为 −(τ − 2) 的解.
证 由定理 1.3 和定理 3.1, 很容易得到 (3.5) 式. 由 f(x) ≥ C7/|x|τ 和引理 2.5, 我们可

以得到, 存在 θ2 > C8 > 0 使得在无穷远处有下面的不等式成立:

N(x) ≥ C8

|x|τ−2
.

故方程 (1.1) 的解在无穷远处的衰减指数为 −(τ − 2).
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DECAY RATE OF POSITIVE SOLUTIONS FOR AN

INHOMOGENEROUS ELLIPTIC EQUATION IN ENTIRE SPACE

YANG Fen, HU Song

(College of Science, Wuhan University of Science and Technology, Wuhan 430065,China)

Abstract: In this paper, we discuss the existence and decay rate of positive solutions for

the elliptic problem. By super and subsolutions method, we establish two existence theorems of

positive solutions with different decay rate, which is a generation of the existence in [2].
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