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摘要: 本文研究了二阶锥规划问题. 利用新的最小值函数的光滑函数, 给出一个求解二阶锥规

划的光滑牛顿算法. 算法可以从任意点出发, 在每一步迭代只需求解一个线性方程组并进行一次线性

搜索. 在不需要满足严格互补假设条件下, 证明了算法是全局收敛和局部二阶收敛的. 数值试验表明算

法是有效的.

关键词: 二阶锥规划; 光滑牛顿算法; 收敛性

MR(2010) 主题分类号: 90C25; 90C30; 65K05 中图分类号: O221.2

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2015)06-1453-08

1 引言

本文中, Rn
+ 和 Rn

++ 分别表示 n 维列向量空间 Rn 中的非负向量和正向量. 对任意的
x, y ∈ Rn, (x, y) 表示列向量 (xT, yT)T, I 表示单位矩阵, || · || 表示向量 x 的欧几里得范数,
即 ||x|| =

√
xTx.

二阶锥规划 (SOCP) 是在有限个二阶锥的笛卡尔乘积的仿射子空间之交上极大化或极
小化一个线性函数. 考虑标准形式的二阶锥规划问题

(P) min
{
cTx : Ax = b, x ∈ K

}
(1)

及其对偶问题

(D) max
{
bTy : ATy + s = c, s ∈ K

}
, (2)

其中 A ∈ Rm×n, c ∈ Rn 和 b ∈ Rm 是已知的量, K ⊂ Rn 是有限个二阶锥的笛卡尔乘积, 即

K = Kn1 ×Kn2 × · · · ×Knr , 这里
r∑

i=1

ni = n, 而 ni 维的二阶锥Kni 定义为

Kni := {(x1, x̄) ∈ R×Rni−1 : x1 ≥ ‖x̄‖}.

为分析简单, 本文假设K = Kn. 所得结论可以很容易推广到一般情形.
二阶锥规划作为数学规划领域的一个重要分支, 有着非常重要而又广泛的应用背景和实

际意义, 其研究问题涉及控制、金融、组合优化、工程技术、神经网络等诸多领域 [1]．许多数

学规划问题, 如凸二次规划、二次约束的凸二次规划、矩阵分式优化、范数极小化问题、鲁棒
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最小二乘问题等均可以转化为二阶锥规划求解 [1]．因此, 近年来二阶锥规划成为数学规划领
域一个值得关注的方向．

由于光滑牛顿法 (非内点连续法) 不但在理论上具有好的收敛性质, 而且在具体实施中具
有很好的实际计算效果, 因而近年来得到了迅速的发展, 人们陆续提出了许多有效的光滑算
法 [2−4]. 本文基于一个新的最小值函数的光滑函数, 给出一个求解二阶锥规划的光滑牛顿算
法. 算法可以起始于任意点, 在每步迭代中只需解一个线性方程组并进行一次线性搜索. 在
不需要满足严格互补假设条件下, 证明了所给算法是全局收敛和局部二阶收敛的. 数值试验
表明算法是有效的.

2 预备知识

对任意的 x = (x1, x̄) ∈ R× Rn−1, s = (s1, s̄) ∈ R× Rn−1, 与二阶锥 K 相伴的欧几里得

约当代数定义为 x ◦ s = (xTs, x1s̄ + s1x̄). 易知 (Rn, ◦) 是一个欧几里得约当代数, 其单位元
为 e := (1, 0, · · · , 0)T ∈ Rn．

对任意的 x = (x1, x̄) ∈ R× Rn−1, 定义对称矩阵

Lx :=

[
x1 x̄T

x̄ x1I

]
,

其中 I 为 (n− 1)× (n− 1) 维的单位矩阵, 则有 Lxs = x ◦ s, ∀x, s ∈ Rn. 此外, Lx 是半正定

矩阵 (正定矩阵) 当且仅当 x ∈ K(x ∈ K0), 这里K0 为K 的内部, 即

K0 := {(x1, x̄) ∈ R×Rn−1 : x1 > ‖x̄‖}.

对任意的 x = (x1, x̄) ∈ R × Rn−1, 定义它的与二阶锥 K 关联的特征值分解为 x =
λ1u1 + λ2u2, 其中 x 的特征值 λi 及其对应的特征向量 µi 为

λi := x1 + (−1)i||x̄||, ui =





1
2

(
1, (−1)i x̄

||x̄||

)
, x̄ 6= 0,

1
2

(
1, (−1)iω

)
, x̄ = 0,

i = 1, 2,

这里 ω ∈ Rn−1 是满足 ||ω|| = 1 的任意向量.
利用 x 的特征值分解可以定义:

√
x :=

√
λ1u1 +

√
λ2u2, ∀x ∈ K;

x−1 := λ−1
1 u1 + λ−1

2 u2, ∀x ∈ K0;

x2 := λ2
1u1 + λ2

2u2, ∀x ∈ Rn.

容易证明 x2 = x ◦ x, (
√

x)2 = x, 并且对任意的 x ∈ Rn, 有 x2 ∈ K.
本文作如下假设: 二阶锥规划问题 (1) 和 (2) 存在严格可行解.
在此假设条件下, 由二阶锥规划的强对偶定理 [1] 可知, 解 (1) 和 (2) 等价于解最优性条

件

Ax = b, ATy + s = c, x ◦ s = 0, x, s ∈ K. (3)



No. 6 董丽等: 一个求解二阶锥规划的光滑牛顿算法 1455

3 一个新的光滑函数及其性质

文献 [5] 已经证明向量最小值函数 φmin(x, s) : Rn ×Rn → Rn:

φmin(x, s) = x + s−
√

(x− s)2

满足重要性质

φmin(x, s) = 0 ⇐⇒ x ∈ K, s ∈ K, x ◦ s = 0. (4)

然而, φmin 是非光滑的, 因为它在 (0, 0) ∈ Rn ×Rn 点处是不可微的, 这大大影响了其实际应
用.
本文通过光滑 φmin(x, s), 得到一个新的向量值函数 φ(µ, x, s) : R+ ×Rn ×Rn → Rn:

φ(µ, x, s) = (eµ + µ)(x + s)−
√

(eµ − µ)2(x− s)2 + 4µ2e. (5)

定理 3.1 设 φ(µ, x, s) 由式 (5) 定义, 则下列结论成立.
(i) 函数 φ(µ, x, s) 在 R1+2n 上处处强半光滑. 此外, φ(µ, x, s) 在任意的 (µ, x, s) ∈

R++ ×Rn ×Rn 处是连续可微的, 其雅可比矩阵为

φ′(µ, x, s) =




(eµ + 1)(x + s)− L−1
Q [(eµ − µ)(eµ − 1)q2 + 4µe]

(eµ + µ)I − (eµ − µ)2L−1
Q Lq

(eµ + µ)I + (eµ − µ)2L−1
Q Lq


 , (6)

其中 q := x− s, Q :=
√

(eµ − µ)2q2 + 4µ2e.

(ii) 对任意的 (x, s) ∈ Rn ×Rn, 有

lim
µ↓0

φ(µ, x, s) = φmin(x, s).

因此, φ(µ, x, s) 是 φmin(x, s) 的光滑函数.
证 由文献 [6] 中的定理 3.2 易证 φ(µ, x, s) 是 R1+2n 上的强半光滑函数, 且在任意

的 (µ, x, s) ∈ R++ × Rn × Rn 处是连续可微的. 下证 (6) 式成立. 对任意的 (µ, x, s) ∈
R++ ×Rn ×Rn 有

Q2 = (eµ − µ)2q2 + 4µ2e.

对上式左右两端同时求导得

Q′(µ, x, s) =




L−1
Q [(eµ − µ)(eµ − 1)q2 + 4µe]

(eµ − µ)2L−1
Q Lq

−(eµ − µ)2L−1
Q Lq


 ,

从而由复合函数的求导法则可得 (6) 式. 结论 (ii) 的证明类似于文献 [4] 中的定理 2.4, 在此
省略. 证毕.

4 算法
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记 z := (µ, x, y) ∈ R×Rn×Rm. 利用光滑函数 (5),定义函数H(z) : R1+n+m → R1+m+n :

H(z) =




µ

b−Ax

φ(µ, x, c−ATy)


 . (7)

由式 (3) 和 (4) 以及定理 3.1 中的 (ii) 可知 z∗ = (µ∗, x∗, y∗) 是 H(z) = 0 的解当且仅当
(x∗, y∗, c− ATy∗) 满足最优性条件 (3), 即 (x∗, y∗, c− ATy∗) 是 (1) 和 (2) 的最优解. 因此我
们可以利用牛顿法求解方程组 H(z) = 0.
令 γ ∈ (0, 1), 对任意的 z = (µ, x, y) ∈ R×Rn ×Rm, 定义函数

ρ(z) := γ min{1, ‖H(z)‖2}.

算法 4.1 (二阶锥规划的一个光滑牛顿算法)
步骤 0 取常数 δ, σ ∈ (0, 1), µ0 ∈ R++. 记 z̄ := (µ0, 0, 0) ∈ R++ × Rn × Rm. 选取任

意的初始点 (x0, y0) ∈ Rn × Rm. 令 z0 := (µ0, x0, y0). 选取参数 γ ∈ (0, 1) 满足 µ0γ < 1. 令
k := 0.

步骤 1 如果 ||H(zk)|| = 0, 则停止迭代.
步骤 2 通过求解方程组

H(zk) + H ′(zk)∆zk = ρ(zk)z̄ (8)

得到搜索方向∆zk := (∆µk,∆xk,∆yk) ∈ R×Rn ×Rm.
步骤 3 设 lk 是满足

||H(zk + δl∆zk)|| ≤ [1− σ(1− µ0γ)δl]||H(zk)|| (9)

最小的非负整数. 令 αk := δlk .

步骤 4 令 zk+1 := zk + αk∆zk 和 k := k + 1. 转步骤 1.
定理 4.1 设 H(z) 由式 (7) 定义, 则
(i) H(z) 是 R1+n+m 上的强半光滑函数, 且在任意点 z = (µ, x, y) ∈ R++ ×Rn ×Rm 处

是连续可微的, 其雅可比矩阵为

H ′(z) =




1 0 0
0 −A 0

P (z) M(z) −N(z)AT


 ,

其中

P (z) = (eµ + 1)(x + c−ATy)− L−1
Q̄

[(eµ − µ)(eµ − 1)q̄2 + 4µe],

M(z) = (eµ + µ)I − (eµ − µ)2L−1
Q̄

Lq̄,

N(z) = (eµ + µ)I + (eµ − µ)2L−1
Q̄

Lq̄,

q̄ := x− (c−ATy),

Q̄ :=
√

(eµ − µ)2q̄2 + 4µ2e.
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(ii) 如果矩阵 A 行满秩, 则对任意的 µ > 0 有 H ′(z) 可逆.
证 由定理 3.1 易知 (i) 成立. 结论 (ii) 的证明类似于文献 [4] 中的定理 3.1, 在此省略.

证毕.
定理 4.2 设矩阵 A 行满秩, 如果 µk > 0, 则算法 4.1 有好的定义.
证 因为矩阵 A 行满秩且 µk > 0, 故由定理 4.1 可知H ′(zk) 可逆, 所以在第 k 步迭代步

骤 2 有好的定义. 令 ∆zk = (∆µk,∆xk,∆yk) ∈ R × Rn × Rm 是方程组 (8) 的解, 则对任意
的 α ∈ (0, 1), 有

µk + α∆µk = µk + α(−µk + µ0ρ(zk)) = (1− α)µk + αµ0ρ(zk) > 0. (10)

由 (10) 式及定理 4.1 可知 H(·) 在 zk 附近连续可微. 对任意的 α ∈ (0, 1), 定义

g(α) := H(zk + α∆zk)−H(zk)− αH ′(zk)∆zk, (11)

则 ||g(α)|| = o(α). 由函数 ρ(·) 的定义知如果 ‖H(zk)‖ ≥ 1, 则 ρ(zk) = γ ≤ γ||H(zk)||, 否则
ρ(zk) = γ||H(zk)||2 ≤ γ||H(zk)||. 这表明对任意的 k ≥ 0, 有 ρ(zk) ≤ γ||H(zk)||. 由式 (8) 和
(11) 可知对任意的 α ∈ (0, 1) 有

||H(zk + α∆zk)|| = ||H(zk) + αH ′(zk)∆zk + g(α)||
≤ (1− α)||H(zk)||+ αµ0ρ(zk) + ||g(α)||
≤ (1− α)||H(zk)||+ αµ0γ||H(zk)||+ o(α)

= [1− (1− µ0γ)α]||H(zk)||+ o(α).

因为 µ0γ < 1, 所以存在一个常数 ᾱ ∈ (0, 1) 使得对任意的 α ∈ (0, ᾱ], 有

||H(zk + α∆zk)|| ≤ [1− σ(1− µ0γ)α]||H(zk)||,

即步骤 3 在第 k 步迭代有好的定义. 综上所述可知, 算法4.1 有好的定义. 证毕.

5 收敛性分析

为证明算法 4.1 的全局收敛性, 首先给出如下引理.
引理 5.1 设矩阵 A 行满秩且 {zk := (µk, xk, yk)} 是算法 4.1 生成的无穷迭代点列, 则对

任意的 k ≥ 0 有 µk > 0 且 zk ∈ Ω, 其中

Ω :=
{

z = (µ, x, y) ∈ R++ ×Rn ×Rm| µ ≥ µ0ρ(z)
}

.

证 假设 µk > 0, 则由 (10) 式得

µk+1 = (1− αk)µk + αkµ0ρ(zk) > 0. (12)

因此, 由 (12) 式及 µ0 > 0 知对任意的 k ≥ 0 有 µk > 0.
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下面用数学归纳法证明对任意的 k ≥ 0 有 zk ∈ Ω. 因为 ρ(z0) ≤ γ < 1, 故 µ0 ≥ µ0ρ(z0),
从而可知 z0 ∈ Ω. 假设 zk ∈ Ω, 则有 µk ≥ µ0ρ(zk). 由算法 4.1 的步骤 3 和步骤 4 可知
||H(zk+1)|| ≤ ||H(zk)||, 从而可得

µk+1 = (1− αk)µk + αµ0ρ(zk)

≥ (1− αk)µ0ρ(zk) + αµ0ρ(zk)

= µ0γ min{1, ||H(zk)||2}
≥ µ0γ min{1, ||H(zk+1)||2}.

综上所述可知任意的 k ≥ 0 有 zk ∈ Ω. 证毕.
定理 5.1 假设矩阵 A 行满秩且 {zk} 是由算法 4.1 产生的无穷点列, 则 {zk} 的任意聚点

z∗ = (µ∗, x∗, y∗) 都是 H(z) = 0 的解.
证 不失一般性, 假设当 k → +∞ 时 zk 收敛于 z∗. 由算法 4.1 的步骤 3 和步骤 4 可知

||H(zk+1)|| ≤ ||H(zk)||.

又因为 zk ∈ Ω, 由引理 5.1 可知

µk+1 = (1− αk)µk + αkµ0ρ(zk) ≤ µk,

故 {||H(zk)||} 和 {µk} 都是单调递减序列且有下界 0. 因此当 k → +∞ 时,||H(zk)|| →
||H(z∗)|| 且 µk → µ∗. 若 ||H(z∗)|| = 0, 定理得证. 假设 ||H(z∗)|| > 0, 则由 ρ(·) 定义可知
ρ(zk) 收敛于 ρ∗ := γ min{1, ||H(z∗)||2} > 0. 因为 zk ∈ Ω, 故 µ∗ ≥ µ0ρ

∗ > 0, 从而由定理
4.1 知 H ′(z∗) 存在且可逆, 因此存在 z∗ 的一个闭的邻域 N(z∗) 使得对任意的 z ∈ N(z∗), 有
µ ∈ R++ 且 H ′(z) 可逆. 对 z ∈ N(z∗), 令 ∆z = (∆µ,∆x,∆y) 是方程组

H(z) + H ′(z)∆z = ρ(z)z̄

的唯一解. 定义
gz(α) := H(z + α∆z)−H(z)− αH ′(z)∆z.

类似于定理 4.2 的证明, 存在 ᾱ ∈ (0, 1) 使得对任意的 α ∈ (0, ᾱ] 及 z ∈ N(z∗), 有

||H(z + α∆z)|| ≤ [1− σ(1− µ0γ)α]||H(z)||.

因此对于充分大的 k, 存在一个非负整数 ν 使得 δν ∈ (0, ᾱ] 且

||H(zk + δν∆zk)|| ≤ [1− σ(1− µ0γ)δν ]||H(zk)||.

对于充分大的 k, 因为 αk = δlk ≥ δν , 故由算法 4.1 的步骤 3 和步骤 4 可知

||H(zk+1)|| ≤ [1− σ(1− µ0γ)δlk ]||H(zk)|| ≤ [1− σ(1− µ0γ)δν ]||H(zk)||,

即 ||H(zk+1)|| ≤ C||H(zk)||, 其中 C = 1 − σ(1 − µ0γ)δν < 1 为常数. 因此, 当 k → ∞ 时,
‖H(zk)‖ → 0. 这与 ‖H(zk)‖ → ‖H(z∗)‖ > 0 矛盾. 因此, ‖H(z∗)‖ = 0. 证毕.
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为了给出算法 4.1 的局部二阶收敛性, 需要下面的假设.
假设 5.1 假设 z∗ 满足非奇异假设, 即所有的 V ∈ ∂H(z∗) 都是非奇异的, 其中 ∂H(z) 表

示函数 H(z) 在 z 点处的 Clark 意义下的广义雅克比矩阵 [7].
定理 5.2 如果矩阵 A 行满秩并且假设 5.1 成立, z∗ 是算法 4.1 产生的迭代点列 {zk} 的

任意聚点, 则 {zk} 二阶收敛到 z∗, 即 ||zk+1 − z∗|| = O(||zk − z∗||2), 并且 µk+1 = O(µ2
k).

证 证明过程类似于文献 [4] 中的定理 4.3, 在此省略.

6 数值试验

为检验算法 4.1 的实算效果, 我们用 Matlab7.1 编程, 在 Intel(R) Pentium(R)4 CPU,
2.00 GHz, 512MB 内存, Windows XP 操作系统的电脑上做数值试验. 测试问题是随机生成
的规模 n(= 2m) 从 100 到 500 不等且 r = 1 的二阶锥规划问题. 具体步骤为: 首先生成随
机的行满秩矩阵 A ∈ Rm×n 和随机向量 x, s ∈ K0, 然后令 b := Ax, c := ATy + s, 则得到的
二阶锥规划的原问题和对偶问题都存在最优解且最优值相等. 在测试过程中, 参数取值为
µ0 = 0.01, σ = 0.25, δ = 0.75, γ = 0.95. 停止准则为 ||H(zk)|| ≤ 10−7. 计算结果列于表 1, 其
中 ones(m, 1) := (1, · · · , 1)T ∈ Rm, em := (1, 0, · · · , 0)T ∈ Rm, IT 和 CPU 分别表示算法 4.1
所需的迭代次数和 CPU 时间 (单位: 秒), FV 和MU 分别表示算法 4.1 终止时的 ||H(zk)|| 和
µk 的值.
由表 1 可以看出, 算法 4.1 对初始点的选取没有任何限制, 并且能够求解大规模的二阶

锥规划问题, 它只需很少的迭代次数和 CPU 时间就可以得到满足终止条件的解. 此外, 我们
还发现算法 4.1 求解问题所需的迭代次数几乎不受问题规模的影响, 但所需的 CPU 时间会
随问题规模的变大而增加.

表 1: 算法 4.1 求解不同测试问题的结果
x0 y0 m n IT CPU FV MU

1000en ones(m,1) 50 100 7 0.110 1.3521×10−11 4.5436×10−14

100 200 7 0.453 1.0519×10−10 2.1758×10−13

150 300 7 1.422 2.1956×10−10 3.3591×10−13

200 400 7 3.157 2.6018×10−10 2.5230×10−13

250 500 7 616 8.8112×10−10 1.9741×10−12

ones(n,1) 1000em 50 100 6 0.078 8.5939×10−11 1.5777×10−12

100 200 6 0.391 3.8537×10−10 1.1985×10−11

150 300 6 1.234 3.4957×10−9 1.1970×10−10

200 400 6 2.703 8.4752×10−9 9.2957×10−10

250 500 6 5.172 1.8594×10−8 3.0514×10−9

ones(n,1) ones(m,1) 50 100 6 0.079 5.6205×10−9 2.7117×10−10

100 200 6 0.407 3.7751×10−9 3.4878×10−10

150 300 6 1.219 1.8459×10−9 7.3254×10−11

200 400 6 2.703 2.2915×10−9 2.0896×10−11

250 500 6 5.141 2.8507×10−10 9.9734×10−11
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A SMOOTHING NEWTON METHOD FOR SOLVING THE

SECOND-ORDER CONE PROGRAMMING

DONG Li1, WANG Hong-qin2, PAN Hong1

(1.College of Math. and Information Science, Xinyang Normal University, Xinyang 464000, China)
(2.School of Technology, Yantai Research Institute of China Agricultural University,

Yantai 264670, China)

Abstract: In this paper, we study the the second-order cone programming. By using a new

smoothing function of the vector minimum function, a smoothing Newton method is proposed

to solve the second-order cone programming. The proposed algorithm can start from arbitrary

initial point. It solves only one system of linear equations and performs only one line search. We

prove the global and local quadratical convergence of the proposed algorithm in absence of strict

complementarity. Numerical experiments demonstrate the efficiency of our algorithm.
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