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摘要: 本文研究了两个相互独立的 (N, d) 双分数布朗运动 BH1,K1 和 BH2,K2 的相遇局部时

的问题. 利用 Fourier 分析, 获得了相遇局部时的存在性和联合连续性的结果, 推广了分数布朗运动相

遇局部时的相关结果.
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1 引言

作为具有自相似性和长相依性的分数布朗运动近年来备受人们的关注, 它在很多带有随
机性的模型中可以作为一个合适的扰动项. 然而在对分数布朗运动充分研究的基础上, 一些
著名学者建议使用更一般的自相似随机过程作为随机模型的扰动项. 作为分数布朗运动的推
广, Houdré-Villa[1] 首次给出了双分数布朗运动的概念并研究了它的一些性质. 双分数布朗
运动 BH,K = {BH,K

t , t ≥ 0}, H ∈ (0, 1), K ∈ (0, 1] 是一个中心的自相似的高斯过程, 其协方
差函数为

E[BH,K
t BH,K

s ] =
1

2K

[(|t|2H + |s|2H
)K − |t− s|2HK

]
, s, t ≥ 0. (1.1)

记 BH,K
0 = 0. 注意到, 当 K = 1 时, 双分数布朗运动是分数布朗运动, 它具有分数布朗运动

的一些性质 (例如, 自相似性和 Hölder 连续性), 然而它的增量不是平稳的. 关于双分数布朗
运动的研究可参见 Chen[2], Luan[3], Tuder-Xiao[4], Wang[5] 等文献.

由于 Varadhan[6] 的工作, 关于随机过程的局部时问题的研究已经变成一个重要的研
究课题, Jiang-Wang[7], Wu-Xiao[8] 分别研究了分数布朗运动的相遇局部时与相交局部时,
Jiang-Wang[9], Yan 等 [10], Shen-Yan[11] 等分别研究了两个相互独立的一维双分数布朗运动

的相遇局部时的光滑性, Xiao[12] 和Wu-Xiao[13] 研究了各向异性的高斯随机场上的局部时.
受上述文献的启发, 本文主要研究了两个相互独立的多参数双分数布朗运动的相遇局部时的
存在性与联合连续性. 下面介绍多参数双分数布朗运动的定义.
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任意给定向量 H = (H1, · · · ,HN ) ∈ (0, 1)N , K = (K1, · · · ,KN ) ∈ (0, 1]N , 如果实值中
心高斯随机场 BH,K

0 = {BH,K
0 (t), t ∈ RN

+} 的协方差函数为

E
(

BH,K
0 (t)BH,K

0 (s)
)

=
N∏

j=1

1
2Kj

[(
s
2Hj

j + t
2Hj

j

)Kj

− |tj − sj |2HjKj

]
, s, t ∈ RN

+ , (1.2)

则称 BH,K
0 是指数为H, K 的 (N, 1) 双分数布朗运动. 在 (1.2) 中 BH,K

0 是各向异性的高斯随

机场, 且对任意的 t ∈ ∂RN
+ , 有 BH,K

0 (0) = 0, 这里的 ∂RN
+ 是 RN

+ 的边界.
设 BH,K

1 , · · · , BH,K
d 是相互独立的, 且与 BH,K

0 同分布, 则 BH,K = {BH,K(t), t ∈ RN
+}

是取值于 Rd 上的高斯随机场, 且

BH,K(t) =
(
BH,K

1 (t), · · · , BH,K
d (t)

)
, ∀t ∈ RN

+ , (1.3)

此时称 BH,K 以指标为H, K 的 (N, d)− 双分数布朗运动, 且 BH,K 是算子自相似过程. 即对
任意的常数 c > 0,

{
BH,K(cAt) t ∈ RN

} d=
{
cNBH,K(t) t ∈ RN

}
, (1.4)

其中 A = (aij) 是 N ×N 对角矩阵, 且 aii = 1
HiKi

, 1 ≤ i ≤ N . 当 i 6= j 时, aij = 0, X
d= Y

表示两过程具有相同的有限维分布. 当N = 1, d = 1 时, BH,K 是指标为H, K 的一维双分数

布朗运动.
本文中的 〈·, ·〉 和 | · | 表示在欧氏空间 Rp 上的内积和范数. 任意的正整数 p, λp 表示 Rp

上的 Lebesgue 测度, ci,j > 0 为有限的正常数.

2 主要引理

为了本文研究的需要, 本节主要介绍并给出一些引理.
令 I = [ε, 1]N , 0 < ε < 1, 则 I 是 RN

+ 的闭子区间. 定义随机过程

X0(t) = BH1,K1
0 (t)−BH2,K2

0 (t) t ∈ I, (2.1)

其中 Hi = (Hi,1, · · · ,Hi,N ),Ki = (Ki,1, · · · ,Ki,N ), i = {1, 2}, 且记

σ2(t, s) = E
[
X0(t)−X0(s)

]2
t, s ∈ I. (2.2)

引理 2.1 [4] 对于任意的 ε > 0, H = (H1, · · · ,HN ) ∈ (0, 1)N 和 K = (K1, · · · ,KN ) ∈
(0, 1]N , 则存在有限的正常数 c2,1 和 c2,2, 对任意的 s, t ∈ I, 有

c2,1

N∑
`=1

|s` − t`|2H`K` ≤ E
[(

BH,K
0 (s)−BH,K

0 (t)
)2]

≤ c2,2

N∑
`=1

|s` − t`|2H`K` , (2.3)

和

c2,1

N∑
`=1

|s` − t`|2H`K` ≤ detCov
(

BH,K
0 (s), BH,K

0 (t)
)
≤ c2,2

N∑
`=1

|s` − t`|2H`K` . (2.4)
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引理 2.2 [4] 实值双分数布朗运动 BH,K
0 =

{
BH,K

0 (t), t ∈ RN
+

}
在 I = [ε, 1]N 上满足强

局部 ϕ - 非确定性的, 即存在仅与 H, K, N, ε 有关的有限正常数 c2,3, 使得对任意整数 n > 1
和 u, t1, · · · , tn ∈ I, 有下面的式子成立

Var
(
BH,K

0 (u)|BH,K
0 (t1), · · · , BH,K

0 (tn)
) ≥ c2,3

N∑
`=1

min
0≤k≤n

|u` − tk
` |2H`K` , (2.5)

其中 t0 = 0.

引理 2.3 令 X0 = {X0(t), t ∈ RN} 是指标为 H1,K1,H2,K2 的实值高斯随机场 (见公
式 (2.1)), 则它具有下面的性质:

(i) 存在仅与 H1,K1,H2,K2, N, ε 有关的正常数 c2,4 和 c2,5, 使得对任意 s, t ∈ I 有

c2.4

N∑
`=1

|t` − s`|2H`K` ≤ σ2(t, s) ≤ c2.5

N∑
`=1

|t` − s`|2H`K` , (2.6)

其中H`K` = min{H1,`K1,`,H2,`K2,`}, ` = 1, · · · , N . 在本文中,假定H1K1 ≤ H2K2 ≤ · · · ≤
HNKN .

(ii) 存在一仅与 H1,K1,H2,K2, N, ε 有关的有限正常数 c2,6, 对任意的整数 n > 1 和
u, t1, · · · , tn ∈ I, 有下面的式子成立

Var
(
XH,K

0 (u)|XH,K
0 (t1), · · · , XH,K

0 (tn)
) ≥ c2,6

N∑
`=1

min
0≤k≤n

|u` − tk
` |2H`K` , (2.7)

其中 t0 = 0.

证 (i) 由于 BH1,K1
0 和 BH2,K2

0 是相互独立的, 则对任意的 s, t ∈ I

σ2(t, s) = E
[(

X0(t)−X0(s)
)2]

= E
[
BH1,K1

0 (t)−BH2,K2
0 (t)−BH1,K1

0 (s) + BH2,K2
0 (s)

]2

= E
[
BH1,K1

0 (t)−BH2,K2
0 (s)

]2
+ E

[
BH1,K1

0 (t)−BH2,K2
0 (s)

]2
.

(2.8)

根据引理 2.1, 存在依赖于 H1,K1,H2,K2, N, ε 有限正常数 c2,7 和 c2,8, 使得

c2.7

( 2∑
i=1

N∑
`=1

|s` − t`|2Hi,`Ki,`

)
≤ σ2(t, s) ≤ c2.8

( 2∑
i=1

N∑
`=1

|s` − t`|2Hi,`Ki,`

)
. (2.9)

记 H`K` = min{H1,`K1,`,H2,`K2,`}, ` = 1, · · · , N , 可得

N∑
`=1

|t` − s`|2H`K` ≤
N∑

`=1

|t` − s`|2H1,`K1,` +
N∑

`=1

|t` − s`|2H2,`K2,` ≤ 2
N∑

`=1

|t` − s`|2H`K` . (2.10)
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(ii) 由于 BH1,K1
0 和 BH2,K2

0 是相互独立的以及条件方差定义可知

Var
(
X0(u)|X0(t1), · · · , X0(tn)) = inf

ai∈R,1≤i≤n
E
[(

x0(u))−
n∑

i=1

aiX0(ti)
)2]

= inf
ai∈R,1≤i≤n

{
E
[(

BH1,K1
0 (u)−

n∑
i=1

aiB
H1,K1
0 (ti)

)2]

+ E
[(

BH2,K2
0 (u)−

n∑
i=1

aiB
H2,K2
0 (ti)

)2]}

≥ inf
ai∈R,1≤i≤n

E
[(

BH1,K1
0 (u)−

n∑
i=1

aiB
H1,K1
0 (ti)

)2]

+ inf
bi∈R,1≤i≤n

E
[(

BH2,K2
0 (u)−

n∑
i=1

biB
H2,K2
0 (ti)

)2]

=Var
(
BH1,K1

0 (u)|BH1,K1
0 (t1), · · · , BH1,K1

0 (tn)
)

+ Var
(
BH2,K2

0 (u)|BH2,K2
0 (t1), · · · , BH2,K2

0 (tn)
)

≥c2.3

( N∑
`=1

min
0≤k≤n

|u` − tk
` |

2H1,`K1,` +
N∑

`=1

min
0≤k≤n

|u` − tk
` |

2H2,`K2,`

)
.

(2.11)

由引理 2.2 和 (2.10) 式可得性质 (ii). 即证明了 (2.1) 式中的高斯随机场 X0(t) 分别满足
Xiao[12] 中的条件 (C1) 和 (C3).
结合引理 2.3 和

detCov(Z1, · · · , Zn) = Var(Z1)
n∏

k=2

Var(Zk|Z1, · · · , Zk−1), (2.12)

其中 (Z1, · · · , Zn) 为任意的高斯随机向量. 则对任意的 t1, · · · , tn ∈ RN 有

detCov
(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)

≥
n∏

j=1

[
Var

(
BH1,K1

0 (tj)|BH1,K1
0 (t1), · · · , BH1,K1

0 (tj−1)
)

+ Var
(
BH2,K2

0 (tj)|BH2,K2
0 (t1), · · · , BH2,K2

0 (tj−1)
)]

≥cn
2.9

n∏
j=1

( N∑
`=1

min
0≤k≤j−1

|tj
` − tk

` |
2H1,`K1,` +

N∑
`=1

min
0≤k≤j−1

|tj
` − tk

` |
2H2,`K2,`

)

≥c2.10

n∏
j=1

( N∑
`=1

min
0≤k≤j−1

|tj
` − tk

` |
2H`K`

)
.

(2.13)

引理 2.4 [8] 设 β, γ, 和 p 都是有限正常数, 则对任意 A ∈ (0, 1),

∫ 1

0

rp−1

(A + rγ)β
dr ³





A
p
γ−β, 若 βγ > p,

log
(
1 + A−1/γ

)
, 若 βγ = p,

1, 若 βγ < p,

(2.14)
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其中 f(x) ³ g(x) 表示 c ≤ f(x)
g(x)

≤ C, c, C 的值不依赖于 x ∈ (0, 1).
引理 2.5 [14] 给定常数 a > 0 和 0 < b < b̄ < 1, 则存在正常数 c2.9, 使得对任意的整数

n ≥ 1 和实数 0 < r ≤ 1, bj ∈ [b, b̄], 以及任意 s0 ∈ [0, a/2] 有

∫

a≤s1≤···≤sn≤a+r

n∏
j=1

(sj − sj−1)−bj ds1 · · ·dsn ≤ c2.11(n!)
(1/n)

n∑
j=1

bj−1

r
n−

n∑
j=2

bj

. (2.15)

特别的, 当 bj = α ∈ [b, b̄], j = 1, · · · , n 时有

∫

a≤s1≤···≤sn≤a+r

n∏
j=1

(sj − sj−1)−αds1 · · ·dsn ≤ c2.12(n!)α−1rn(1−(1− 1
n )α). (2.16)

引理 2.6 [8] 设 Z1, · · · , Zn 是零均值的高斯随机变量, 并且是线性无关的, 则对任意非
负的 Borel 函数 g : R→ R+, 有

∫

Rn

exp
[
− 1

2
Var

( n∑
i=1

νjZj

)]
dν1 · · · νn

=
(2π)(n−1)/2

(detCov(Z1, · · · , Zn))1/2

∫ ∞

−∞
g

(
ν

σ1

)
e−ν2/2dν, (2.17)

在这里 σ2
1 = Var(Z1|Z2, · · · , Zn) 是 Z1 关于 Z2, · · · , Zn 的条件方差.

引理 2.7 [14] 对任意的 q ∈ [0,
N∑

`=1

1
H`K`

], 设 τ ∈ {1, · · · , N} 使得

τ−1∑
`=1

1
H`K`

≤ q ≤
τ∑

`=1

1
H`K`

. (2.18)

约定
0∑

`=1

1
H`K`

:= 0. 则存在只依赖于H, K 的正常数 δτ ≤ 1 使得每一个 δ ∈ (0, δτ ), 可以找到

关于 τ 的实数 p` ≥ 1 (1 ≤ ` ≤ τ) 满足下列性质:

τ∑
`=1

1
p`

= 1,
H`K`q

p`

< 1, ∀` = 1, · · · , τ (2.19)

和

(1− δ)
τ∑

`=1

H`K`q

p`

≤ HτKτq + τ −
τ∑

`=1

HτKτ

H`K`

. (2.20)

此外, 若记 ατ :=
τ∑

`=1

1
H`K`

− q > 0, 对任意的实数 ρ ∈ (0, ατ

2τ
), 则存在 `0 ∈ {1, · · · , τ} 使得

H`0K`0q

p`0

+ 2H`0K`0ρ < 1. (2.21)

3 相遇局部时的存在性和联合连续性
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设 Y (t) 是定义在 Rp 上取值于 Rq 的一任意 Borel 向量. 对任意的 Borel 集 E ⊆ Rp, 可
以定义 Y 在 E 上的占有测度为

µE(•) = λp{t ∈ E : Y (t) ∈ •},

其中 λp 是 Rp 上的 Lebesgue 测度. 若 µE 关于 Lebesgue 测度 λp 是绝对连续的, 则称 Y (t)
在 E 上的局部时存在, 记作 L(x,E), 它是 µE 关于 λq 的 Radon-Nikodym 导数,

L(x,E) =
dµE

dλq

(x), ∀x ∈ Rq.

上式中的 x 是空间变量, E 是时间变量. 注意到, 若 Y (t) 在 E 上有局部时, 则对任意的 Borel
集 S ⊂ E, 则 L(x, S) 存在.
根据定理 6.4 [15], 局部时是可测的且满足占有密度公式: 对任意的 Borel 集 E ⊆ Rp 和所

有可测函数 f : Rq −→ R+, 有
∫

E

f(Y (t))dt =
∫

Rq

f(x)L(x,E)dx.

假设矩形集 E = [a, a + h] ⊂ Rp, 其中 a ∈ Rp 和 h ∈ Rp
+. 如果局部时 L(x, [a, a + t]) 在

(x, t) ∈ Rq × [0, h] 处是连续的函数, 则称 Y (t) 在 E 上有联合连续的局部时. 当局部时是联
合连续时, L(x, ·) 可以拓展到水平集上的有限的 Borel 测度, 即

Y −1
E (x) = {t ∈ E : Y (t) = x},

这使得局部时成为研究 Y 分形的有效工具.
根据 (25.5), (25.7) [15] 式, 对任意的 x, y ∈ Rq, 闭区间 E ⊆ Rp, 则对任意的整数 n ≥ 1,

有

E[L(x,E)n] =(2π)−nq

∫

En

∫

Rnq

exp
(
− i

n∑
j=1

〈uj , x〉
)

×E exp
(

i

n∑
j=1

〈uj , Y (tj)〉
)

dūdt̄

(3.1)

和对任意的偶数 n ≥ 2, 有

E
[(

L(x,E)− L(y, E)
)n]

=(2π)−nq

∫

En

∫

Rnq

n∏
j=1

[
e−i〈uj ,x〉 − e−i〈uj ,y〉]

×E exp
(

i

n∑
j=1

〈uj , Y (tj)〉
)

dūdt̄,

(3.2)

其中 ū = (u1, · · · , un), t̄ = (t1, · · · , tn), 且 uj ∈ Rq, tj ∈ E, uj = (uj,1, · · · , uj,q).
设 A 是包含所有闭区间的集合, 集合 I := [s, t]N ⊆ [ε, 1]N

定理 3.1 设 BH1,K1 = {BH1,K1(t), t ∈ RN} 和 BH2,K2 = {BH2,K2(t), t ∈ RN} 是指数
分别为 H1,K1 和 H2,K2 两个相互独立的 (N, d) 双分数布朗运动. 设 X = {X(t), t ∈ RN}



No. 6 徐锐等: 多参数双分数布朗运动相遇局部时的存在性和联合连续性 1417

是 (N, d) - 高斯随机场, X(t) = BH1,K1(t)−BH2,K2(t). 对任意给定的集合 I ∈ A, X 有局部

时 L(x, I) ∈ L2(P × λd) 当且仅当
N∑

`=1

1
H`K`

> d. 进而, 如果 X 的局部时 L(x, I) 存在, 那么

L(x, I) 有下面的表现形式

L(x, I) = (2π)−d

∫

Rd

e−i〈y,x〉
∫

I

ei〈y,X(t)〉dtdy. (3.3)

特别的, 如果
N∑

`=1

(
1

H`K`

)
> d, 那么 BH1,K1 和 BH2,K2 有相遇局部时存在, 可以写成 L(0, I).

证 X 的占有测度 µI 的傅里叶变换为

µ̂ =
∫

T

exp i〈ξ, X(t)〉dt.

根据 Fubini 定理和引理 2.3 的性质 (i) 可得

J = E
∫

Rd

|µ̂(ξ)|2dξ

=
∫

I2

∫

Rd

|E exp
(
i〈y, X(t)−X(s)〉)|dydtds

= c

∫

I2

1[
E
(
X0(t)−X0(s)

)2]d/2

≤
∫

I2

dsdt

(
∑N

`=1 |t` − s`|2H`K`)d/2
.

(3.4)

根据 Plancherel 定理, X 有局部时 L(·, I) ∈ L2(P × λd), 当且仅当 J < ∞. 进而由引理 2.4

可知, J < ∞ 的充要条件是
N∑

`=1

1
H`K`

> d. 类似于定理 3.1 [3], 取 x = 0 时, 则 BH1,K1 和

BH2,K2 的相遇局部时 L(0, I) 存在.

定理 3.2 设 BH1,K1 = {BH1,K1(t), t ∈ RN} 和 BH2,K2 = {BH2,K2(t), t ∈ RN} 是两个相
互独立的 (N, d) 双分数布朗运动, 其指标分别为 H1,K1;H2,K2, 则当

τ−1∑
`=1

1
H`K`

≤ d <

τ∑
`=1

1
H`K`

时, 其中 τ = {1, · · · , N}, BH1,K1 和 BH2,K2 在 Rd 上的相遇局部时几乎必然连续.

为了证明定理 3.2, 我们首先给出以下两个引理.

引理 3.3 假设定理 3.1条件成立,则存在有限正常数 ε ∈ (0, 1)和只依赖于H1,K1,H2,K2, N, d

的有限正常数 c3.1, 使得对所有的 r ∈ (0, ε), T = [0, r]N ⊆ I, x ∈ Rd 和整数 n ≥ 1, 有

E[L(x, T )n] ≤ cn
3.1(n!)N−βτ rnβτ . (3.5)
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证 根据 (3.1) 式且 X1, · · · , Xd 是相互独立的, 且与 X0 同分布, 当整数 n > 1 时, 有

E[L(x, T )n] =(2π)−nd

∫

Rnd

∫

T n

exp
(
−i

n∑
j=1

〈uj , x〉
)
× E exp

(
i

n∑
j=1

〈uj , X(tj)〉
)

dūdt̄

≤(2π)−nd

∫

T n

d∏
k=1

{∫

Rn

exp
[
− 1

2
V ar

( n∑
j=1

uj
kX(tj)

)]
dūk

}
dt̄

=(2π)−
nd
2

∫

T n

[
detCov(X(t1), · · · , X(tn))

]− d
2 dt̄.

(3.6)

其中 ūk = (u1
k, · · · , un

k) ∈ Rn, k = 1, · · · , d. 在 (3.6) 式中的等号成立是根据下面公式, 即对
任意 n× n 正定矩阵 Γ, 有

∫

Rn

[det(Γ)]1/2

(2π)n/2
exp

(
− 1

2
x′Γx

)
dx = 1. (3.7)

在引理 2.7 中令 δ = n−1, q = d, 即可得到满足 (2.18) 和 (2.19) 式的 τ 个大于 1 的正数
p1, · · · , pτ . 由 Hölder 不等式可得

Jk =
[
detCov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]− 1
2

=
τ∏

`=1

[
detCov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]− 1
2p` .

(3.8)

对任意的点 t1 · · · tn ∈ T , 且 t1` · · · tn
` (1 ≤ ` ≤ N) 都互不相同, 由 (3.6) 和 (3.8) 式可以得到

E[L(x, T )n] ≤ (2π)−
nd
2

∫

T n

τ∏
`=1

[
detCov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]− d
2p` dt̄. (3.9)

为了求 (3.9) 式积分, 我们首先对下标为 ` = 1, · · · , τ 求 [dt1` · · ·dtn
` ] 的积分. 事实上, 对任意

的 ` ∈ {1, · · · , τ} 和 t1, · · · , tn ∈ T =
N∏

`=1

[a`, a` + r`], 有

a` ≤ t
π`(1)
` ≤ t

π`(2)
` ≤, · · · ,≤ t

π`(n)
` ≤ a` + r` (3.10)

其中 π` 是 {1, · · · , N} 的一个置换, 根据引理 2.3 和 (2.13) 可得

detCov
(
X0(t1), · · · , X0(tn)

) ≥ c3,2

n∏
j=1

(
t
π`(j)
` − t

π`(j−1)
`

)2H`K`
. (3.11)

记 t
π`(0)
` := ε, 且 ε < 1

2
min{a`, 1 ≤ ` ≤ N}, 由 (3.10) 和 (3.11) 式得

∫

[a`,a`+r`]n

[
detCov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]− d
2p` dt1` · · ·dtn

`

≤
∑
π`

cn

∫

a`≤t
π`(1)
` ≤,··· ,≤t

π`(n)
` ≤a`+r`

n∏
j=1

1(
t
π`(j)
` − t

π`(j−1)
`

)H`K`d/p`
dt1` · · ·dtn

`

≤cn
3,3(n!)H`K`d/p`r

n

(
1−(1−n)H`K`d/p`

)
` .

(3.12)
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根据 (2.20) 和 (3.12) 式, 继续对下标为 ` = τ + 1, · · · , N 求 [dt1` · · ·dtn
` ] 的积分, 得

E[L(x, T )n] ≤ cn
3,3(n!)

τ∑
`=1

H`K`d/p`
τ∏

`=1

r
n

(
1−(1−n−1)H`K`d/p`

)
` ·

N∏
`=τ+1

rn
` . (3.13)

考虑特殊情况,即当 r1 = r2 = · · · = rN = r,根据 (2.20)和 (3.13)式,其中的 δ = n−1, q = d,
得

E[L(x, T )n] ≤ cn
3,4(n!)

τ∑
`=1

H`K`d/p`

r
n

(
N−(1−n−1)

τ∑
`=1

H`K`d/p`

)

≤ cn
3,1(n!)N−βτ rnβτ .

(3.14)

记 βτ =
τ∑

`=1

Hτ Kτ

H`K`
+ N − τ −HτKτd.

引理 3.4 假设定理 3.1 条件成立, 存在只依赖于H1,K1,H2,K2, N, d 的有限正常数 c3,5,
则对任意的 T = [a, a + 〈r〉] ⊆ I, r ∈ (0, 1), x, y ∈ Rd 且 |x − y| ≤ 1, 所有的偶数 n ≥ 1 和
γ ∈ (0, 1 ∧ ατ

2τ
) 有

E
[(

L(x, T )− L(y, T )
)n] ≤ cn

3,5|x− y|nγ(n!)N−βτ+(1+Hτ Kτ )γrn(βτ−Hτ Kτ γ). (3.15)

证 设 γ ∈ (0, 1) 是一个足够小的正常数, 对所有的 u ∈ R 有下列两个不等式成立,

|eiu − 1| ≤ 21−γ |u|γ , ∀u ∈ R,

|u + v|γ ≤ |u|γ + |v|γ , ∀u, v ∈ R.
(3.16)

对所有的 u1 · · ·un 和 x, y ∈ Rd 有下列的式子

n∏
j=1

|e−i〈uj ,x〉 − e−i〈uj ,y〉| ≤ 2(1−γ)n|x− y|nγ
∑′ n∏

j−1

|uj,kj |γ , (3.17)

其中
∑′
是包括了所有的序列 (k1, · · · , kn) ∈ {1, · · · , d}n.

对任意的偶数 n ≥ 2, 根据 (3.2) 和 (3.17) 式得

E[(L(x, T )− L(y, T ))n]

≤(2π)−nd2(1−γ)n|x− y|nγ

×
∑′ ∫

T n

∫

Rnd

n∏
n=1

|um,km |γE exp
(
− i

n∑
j=i

〈uj , X(tj)〉
)

dūdt̄

≤cn
3,6|x− y|nγ

∑′ ∫

T n

dt̄

×
n∏

n=1

{∫

Rnd

|um,km |nγ exp
[− 1

2
Var

( n∑
j=1

〈uj , X(tj)〉)]dū

}1/n

,

(3.18)

其中最后一个不等式由 Hölder 不等式得到.
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此时固定一向量 k̄ = (k1, · · · , kn) ∈ {1, · · · , d}n 和 n 个不同的点 t1, · · · , tn ∈ T , 并对所
有的 `(1 ≤ ` ≤ N), t1` , · · · , tn

` 是互不相同的. 记

M =
n∏

m=1

{∫

Rnd

|um,km |nγ exp
[− 1

2
Var

( n∑
j−1

〈uj , X(tj)〉)]dū

}1/n

. (3.19)

由于 Xi (1 ≤ i ≤ d) 是相互独立的, 且与 X0 同分布, 根据引理 2.3 知, 随机变量 Xi(tj)(1 ≤
i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n) 是线性独立的. 因此由引理 2.6 可以得到

∫

Rnd

|um,km |nγ exp
[
− 1

2
V ar

( n∑
j=1

〈uj , X(tj)〉
)]

dū

=
(2π)(nd−1)/2

[
detCov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]d/2

∫

R

( v

σm

)nγ
e−

v2
2 dv

≤ cn
3.7(n!)γ

[
detCov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]d/2

1
σnγ

m
.

(3.20)

上式中的 σ2
m 关于 Xkm

(tm) 与 Xi(tj) 的条件方差 (i 6= km 或 i = km, j 6= m), 其中最后一个
不等式由 Stirling 公式得到. 此时由 (3.19) 和 (3.20) 式得

M≤ cn
3,7(n!)γ

[
det cov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]d/2

n∏
m=1

1
σγ

m
. (3.21)

令 δ = 1
n
和 q = d, 常数 p`(` = 1, · · · , τ) 如引理 2.7 所述. 注意到当 γ ∈ (0, ατ

2τ
), 存在

`0 ∈ {1, · · · , τ}, 使得
H`0K`0d

p`0

+ 2H`0K`0γ < 1. (3.22)

根据 (3.8) 和 (3.21) 式有

M≤ cn
3,8(n!)γ

τ∏
`=1

1[
det cov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]d/(2p`)

n∏
m=1

1
σγ

m
. (3.23)

根据引理 2.3 得

σ2
m = Var

(
Xkm

(tm)|Xkm
(tj), j 6= m

)

≥ cn
3,9

N∑
`=1

min
{|tm

` − tj
`|2H`K` j 6= m

}
.

(3.24)

对任意的 n 个点 t1, · · · , tn ∈ T , 令 π1, · · · , πN 是关于 {1, · · · , n} 的 N 个置换, 使得对任意
`(1 ≤ ` ≤ N) 有

t
π`(1)
` ≤ t

π`(2)
` ≤ · · · ≤ t

π`(n)
` . (3.25)
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由 (3.24) 和 (3.25) 式得
n∏

m=1

1
σγ

m
≤ c−nγ

3.9

n∏
m=1

1
N∑

`=1

[(
t
π`(m)
` − t

π`(m−1)
`

) ∧ (
t
π`(m+1)
` − t

π`(m)
`

)]H`K`γ

≤ cn
3,10

n∏
m=1

1[(
t
π`0 (m)

`0
− t

π`0 (m−1)

`0

) ∧ (
t
π`0 (m+1)

`0
− t

π`0 (m)

`0

)]H`K`γ

≤ cn
3.11

n∏
m=1

1(
t
π`0 (m)

` − t
π`0 (m−1)

`0

)qm
`0

H`0K`0γ
,

(3.26)

其中 (q1
`0

, · · · , qn
`0

) ∈ {0, 1, 2}n,
n∑

m=1

qm
`0

= n, q1
`0

= 0, 这样只需考虑 σm 在下标为 `0 的值.

由 (3.23) 和 (3.26) 式可得
∫

T n

M(k̄, t̄, γ)dt̄ ≤cn
3.11(n!)γ

∫

T n

τ∏
`=1

1
[
det cov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)] d
2p`

×
n∏

m=1

1(
t
π`0 (m)

`0
− t

π`0 (m−1)

`0

)qm
`0

H`0K`0γ
dt̄.

(3.27)

为求 (3.27) 式, 先对下标 ` = 1, · · · , τ 求 [dt1` · · ·dtn
` ] 的积分, 首先考虑 ` = `0, 由 (2.15),

(3.11), (3.22) 式得
∫

[a`,a`+r`]n

1
[
det cov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)] d
2p`

×
n∏

m=1

1(
t
π`0 (m)

`0
− t

π`0 (m−1)

`0

)qm
`0

H`0K`0γ
dt̄

≤
∑
π`0

cn

∫

a`0≤t
π`0

(1)

` ≤,··· ,≤t
π`0

(n)

`0
≤a`0+r`0

×
n∏

j=1

1(
t
π`0 (j)

`0
− t

π`0 (j−1)

`0

)H`0K`0d/p`0+qm
`0

H`0K`0γ
dt1`0 · · ·dtn

`0

≤cn
3,11(n!)H`0K`0d/p`0+H`0K`0γr

n[1−(1−n−1)H`0K`0d/p`0−H`0K`0γ]

`0
.

(3.28)
与此同时, 当 ` 6= `0, 由 (3.6) 和 (3.14) 式得

∫

[a`,a`+r`]n

[
det cov

(
X0(t1), · · · , X0(tn)

)]− d
2p` dt1` · · ·dtn

`

≤cn
3,12(n!)H`K`d/p`r

n

(
1−(1−n)H`K`d/p`

)
` .

(3.29)

最后继续对下标 ` = [τ + 1, · · · , N ] 求 [dt1` · · ·dtn
` ] 的积分,

∫

T n

M(k̄, t̄, γ)dt̄ ≤ cn
3,13(n!)

τ∑
`=1

H`K`/p`+H`0K`0γ+γ

× r
n[1−(1−n−1)H`0K`0d/p`0−H`0K`0γ]

`0
×

τ∏
` 6=`0

r
n

(
1−(1−n)H`K`d/p`

)
` ×

N∏
`=τ+1

rn
` .

(3.30)
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特别的, 当 r1 = · · · = rN = r < 1 时, 综合 (3.18) 和 (3.30) 式可得

E[(L(x,D)− L(y, D))n]

≤cn
3,13|x− y|nγ(n!)

τ∑
`=1

H`K`/p`+H`0K`0γ+γ · rn[N−(1−n−1)
τ∑

`=1
H`K`d/p`−H`0K`0γ]

≤cn
3,14|x− y|nγ(n!)N−βτ+(1+Hτ Kτ )γrn(βτ−Hτ Kτ γ),

(3.31)

其中 H`0K`0 ≤ HτKτ .
定理的 3.2 证明 令 I ∈ [ε, 1]N , 其中 ε > 0, 根据引理 3.4, 对任意的 T ∈ I, x ∈ Rd, X 的

局部时 L(x, T ) 是几乎必然连续的. 即对任意的 x, y ∈ Rd 和 s, t ∈ I, 和任意偶数 n ≥ 1, 有

E
[(

L
(
x, [0, t]

)− L
(
y, [0, s]

))n] ≤2n−1
{
E
[(

L
(
x, [0, t]

)− L
(
x, [0, s]

))n]

+ E
[(

L
(
x, [0, s]

)− L
(
y, [0, s]

))n]}
,

(3.32)

其中 [L(x, (0, t))− L(x, (0, s))] 可以看做是有限个 L(x, Tj) 的和, Tj ∈ A 是 I 上的闭子区间,
其至少有一边长 ≤ |s− t|, 由引理 3.3 可得

E
[(

L
(
x, [0, t]

)− L
(
x, [0, s]

))n]
< cn

3.1(n!)N−βτ |t− s|nβτ .

由引理 3.4 可得

E
[(

L
(
x, [0, s]

)− L
(
y, [0, s]

))n]
< cn

3,14|x− y|nγ(n!)N−βτ+(1+Hτ Kτ )γ |t− s|n(βτ−Hτ Kτ γ),

即存在足够小的常数 γ ∈ (0, 1) 有

E
[(

L
(
x, [0, t]

)− L
(
y, [0, s]

))n] ≤ c3,15

(|x− y|+ |t− s|)nγ
. (3.33)

根据 (3.33) 式和多维情形下的 Kolmogorov 连续定理 [16] 得出局部时 L(x, t) 是联合连续的.
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LOCAL TIME OF MULTIPARAMETER BIFRACTIONAL
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Abstract: In this paper, we study the collision local time of two independent (N, d)-

bifractional Brownian motions BH1,K1andBH2,K2 . Using the Fourier analysis, existence and joint

continuity for the collision local time are obtained. The problem of the collision local time of

fractional Brownian motion is generalized.
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