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从 α-Zygmund 空间到 Bloch-Orlicz 空间和

Zygmund-Orlicz 空间的广义复合算子
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摘要: 本文研究了从 α-Zygmund 空间到 Bloch-Orlicz 空间和 Zygmund-Orlicz 空间的广义复

合算子. 利用符号函数 φ, 解析映射 g 和凸函数 ϕ 的函数论性质, 获得了广义复合算子的有界性和紧

性的充要条件, 推广了 Zygmund 空间的相关结果.
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1 引言

设 D 是复平面 C 上的单位圆盘, H(D) 是 D 上的解析函数空间. Bloch 空间 B = B(D)
定义为

B = {f ∈ H(D) : ‖f‖b = sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| < ∞}.

Zygmund 空间 Z = Z(D) 定义为

Z = {f ∈ H(D) : ‖f‖z = sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′′(z)| < ∞}.

α-Bloch 空间 Bα(D) 定义为

Bα = {f ∈ H(D) : ‖f‖bα = sup
z∈D

(1− |z|2)α|f ′(z)| < ∞, α > 0}.

α-Zygmund 空间 Zα = Zα(D) 定义为

Zα = {f ∈ H(D) : ‖f‖zα = sup
z∈D

(1− |z|2)α|f ′′(z)| < ∞ α > 0}.

当 α = 1, 则 Bα 和 Zα 分别为 B 和 Z.
作为 Bloch 空间的推广, 近来, Ramos Fernándz 在文献 [1] 中利用 Young 函数定义

了 Bloch-Orlicz 空间. 设 ϕ : [0,∞) → [0,∞) 为一个严格递增的凸函数, 且 ϕ(0) = 0,
lim
t→∞

ϕ(t) = ∞. 如果对于某个只依赖于 f ∈ H(D) 的 λ > 0,

sup
z∈D

(1− |z|2)ϕ(λ|f ′(z)|) < ∞,
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称 f 属于 Bloch-Orlicz 空间, 记为 Bϕ = Bϕ(D). 显然, Bϕ 为 F - 空间, 且若 ϕ(t) = t, t ≥ 0,
Bϕ 即为 Bloch 空间 B, 由于 ϕ 是凸函数, 不难验证Minkowski 泛函

‖f‖bϕ = inf
{

k > 0 : Sϕ

(
f ′

k

)
≤ 1

}

定义了 Bϕ 上的一个半范数, 即 Luxemburg 半范数, 其中

Sϕ(f) = sup
z∈D

(1− |z|2)ϕ(|f(z)|).

事实上, 可以证明 Bϕ 在范数 ‖f‖Bϕ = |f(0)|+ ‖f‖bϕ 下是一个 Banach 空间且

Sϕ

(
f ′

‖f‖Bϕ

)
≤ 1.

利用上式可以证明 Bloch-Orlicz 空间 Bϕ 等距同构于 µ-Bloch 空间, 其中

µ(z) =
1

ϕ−1( 1
1−|z|2 )

, z ∈ D.

因此, 对于任何 f ∈ Bϕ\{0}, 有

‖f‖Bϕ = |f(0)|+ sup
z∈D

µ(z)|f ′(z)|.

在文献 [2]中,作者定义了 Zygmund-Orlicz空间. 如果对于某个只依赖于 f ∈ H(D)的 λ > 0,

sup
z∈D

(1− |z|2)ϕ(λ|f ′′(z)|) < ∞,

则称 f 属于 Zygmund-Orlicz 空间, 记为 Zϕ = Zϕ(D). 类似于 Bloch-Orlicz 空间, 利用 ϕ 的

凸性, 可以验证Minkowski 泛函

‖f‖zϕ = inf
{

k > 0 : Sϕ

(
f ′′

k

)
≤ 1

}

为 Zϕ 定义了一个半范数. 此外还可证明 Zϕ 在范数 ‖f‖Zϕ = |f(0)| + |f ′(0)| + ‖f‖zϕ 下是

一个 Banach 空间且

Sϕ

(
f ′′

‖f‖Zϕ

)
≤ 1.

利用上式可以证明 Zygmund-Orlicz 空间 Zϕ 等距同构于 µ-Zygmund 空间, 其中

µ(z) =
1

ϕ−1( 1
1−|z|2 )

, z ∈ D.

因此, 对于任何 f ∈ Zϕ\{0}, 有

‖f‖Zϕ = |f(0)|+ |f ′(0)|+ sup
z∈D

µ(z)|f ′′(z)|.
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设 φ 为 D 的解析自映射, g : D→ C 为一个解析映射,

(
Cg

φf
)
(z) =

∫ z

0

f ′(φ(ξ))g(ξ)dξ, z ∈ D,

称 Cg
φ 为广义复合算子. 当 g = φ′ 时,

(
Cg

φf
)
(z) =

∫ z

0

f ′(φ(ξ))φ′(ξ)dξ = f(φ(z))− f(φ(0)),

由于 f(φ(0)) 为一个常数, 故 Cg
φ 实质上就是复合算子 Cφ. 因此, Cg

φ 可以看作复合算子

的推广, 见文献 [3–9]. 在文献 [2] 中, 作者研究了从 Zygmund 空间到 Bloch-Orlicz 空间和
Zygmund-Orlicz 空间的广义复合算子的有界性和紧性, 本文研究从 α-Zygmund 空间到 Bϕ

和 Zϕ 的广义复合算子的有界性和紧性. 由于当 α = 1 时, α-Zygmund 空间为 Zygmund 空
间 Z, 故考虑当 α 6= 1 时, Cg

φ : Zα → Bϕ 和 Cg
φ : Zα → Zϕ 的有界性和紧性. 文中的 C 是一

个正常数, 在不同地方可以表示不同的值.

2 主要引理

在引理 2.1 中, 当 α = 1 时, 可参见文献 [10], 其它的情况也可类似证明, 见文献 [11]. 利
用文献 [12] 中命题 3.11 的方法, 不难证明下列引理 2.2.
引理 2.1 对于任何 f ∈ Zα, α > 0, 我们有
(i) 当 0 < α < 1 时, |f ′(z)| ≤ 2

1−α
‖f‖Zα ;

(ii) 当 α = 1 时, |f ′(z)| ≤ log
(

e
1−|z|2

)‖f‖Z ;

(iii) 当 α > 1 时, |f ′(z)| ≤ 2
α−1

‖f‖Zα

(1−|z|2)α−1 .
引理 2.2 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射. 令 X = Zα, Y = Bϕ 或 Zϕ, 则

Cg
φ : X → Y 是紧算子当且仅当 Cg

φ : X → Y 是有界算子, 且对于 Zα 中在 D 的紧子集上一
致收敛于零的任意有界序列 {fn}n∈N, 都有 ‖Cg

φfn‖Y → 0, n →∞.
引理 2.3 设 0 < α < 1, {fn}n∈N 为 Zα 中的任意有界序列且在 D 的紧子集上一致收敛

于零, n →∞. 则
lim

n→∞
sup
z∈D

|f ′n(z)| = 0.

证 设M = supn ‖fn‖Zα < ∞. 任取 ε > 0, 存在 0 < η < 1 使得 (1 − η)1−α < ε. 若
η < |z| < 1, 则

∣∣∣∣f ′n(z)− f ′n

(
η

|z|z
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

η
|z|

zf ′′n (zη)dη

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

η
|z|

(1− |zη|2)α f ′′n (zη)z
(1− |zη|2)α

dη

∣∣∣∣

≤ M

∫ 1

η
|z|

|z|
(1− |zη|2)α

dη = M

∫ |z|

η

dξ

(1 + ξ)α(1− ξ)α

≤ M

∫ |z|

η

(1− ξ)−αdξ ≤ M

1− α
(1− η)1−α ≤ M

1− α
ε.

故

sup
η<|z|<1

|f ′n(z)| ≤ M

1− α
ε + sup

|z|=η

|f ′n(z)|.
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由于 {fn} 在 D 的紧子集上一致收敛于零, 则由 Cauchy 估计, {f ′n} 也在 D 的紧子集上一致
收敛于零, 有

lim
n→∞

sup
z∈D

|f ′n(z)| ≤ lim
n→∞

sup
z∈D

(
M

1− α
ε + 2 sup

|z|≤η

|f ′n(z)|
)

=
M

1− α
ε.

因此 lim
n→∞

sup
z∈D

|f ′n(z)| = 0.

3 Cg
φ : Zα → Bϕ 的有界性和紧性

本部分我们给出广义复合算子 Cg
φ : Zα → Bϕ 的有界性和紧性的特征.

定理 3.1 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, 0 < α < 1. 则下列命题等价:
(i) Cg

φ : Zα → Bϕ 是紧算子;
(ii) Cg

φ : Zα → Bϕ 是有界算子;
(iii)

k1 = sup
z∈D

|g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
< ∞. (3.1)

证 (i)⇒(ii) 由于紧算子是有界算子, 显然成立.
(ii)⇒(iii) 设 Cg

φ : Zα → Bϕ 是有界算子, 则对于所有 f ∈ Zα, 都存在一个常数 C 使得

‖Cg
φf‖Bϕ ≤ C‖f‖Zα . 取函数 f(z) = z ∈ Zα, 显然有 ‖f‖Zα = 1, 则

Sϕ

(
(Cg

φf)′(z)
C‖f‖Zα

)
= Sϕ

(
g(z)
C

)
= sup

z∈D
(1− |z|2)ϕ

( |g(z)|
C

)
≤ 1.

(iii)⇒(i) 设 k1 < ∞, 令 {fn}n∈N 为 Zα 中的任意有界序列, 且在 D 的紧子集上一致收敛
于零, n →∞. 由于 (Cg

φfn)(0) = 0, 故

‖Cg
φfn‖Bϕ = sup

z∈D

|(Cg
φfn)′(z)|

ϕ−1( 1
1−|z|2 )

= sup
z∈D

|f ′n(φ(z))||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
≤ k1 sup

z∈D
|f ′n(φ(z))|.

由引理 2.3 可知 lim
n→∞

sup
z∈D

|f ′n(φ(z))| = 0. 因此, lim
n→∞

‖Cg
φfn‖Bϕ = 0, 由引理 2.2 可知 Cg

φ :

Zα → Bϕ 是紧算子.
定理 3.2 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, α > 1. 则 Cg

φ : Zα → Bϕ 是有界算子当

且仅当

k2 = sup
z∈D

|g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1
< ∞. (3.2)

证 假设 Cg
φ : Zα → Bϕ 是有界的. 利用函数 f(z) = z ∈ Zα, 类似于定理 3.1 的证明, 则

k1 < ∞. 对于任何 b, z ∈ D, 令 hb(z) = (1−|b|2)2
(1−bz)α

, 则

sup
z∈D

(1− |z|2)α|h′′b (z)| ≤ sup
z∈D

(1 + |z|)α(1− |z|)α α(α + 1)(1 + |b|)2(1− |b|)2|b|2
(1− |z|)α(1− |b|)2

≤ 4 · 2α · α(α + 1) < ∞,
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则 hb ∈ Zα. 令 b = φ(ω), ω ∈ D 且使得 1
2

< |φ(ω)| < 1, 直接计算可得

h′φ(ω)(φ(ω)) =
αφ(ω)

(1− |φ(ω)|2)α−1
. (3.3)

由 Cg
φ : Zα → Bϕ 的有界性知, 存在一个常数 C, 使得 ‖Cg

φhφ(ω)‖Bϕ ≤ C, 则由 (3.3) 式,

1 ≥ Sϕ

(
(Cg

φhφ(ω))′(z)
C

)
≥ sup

1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
( |(Cg

φhφ(ω))′(ω)|
C

)

= sup
1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
(

α|φ(ω)||g(ω)|
C(1− |φ(ω)|2)α−1

)
.

由此可得

sup
1
2 <|φ(ω)|<1

|g(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α−1
≤ sup

1
2 <|φ(ω)|<1

2|φ(ω)||g(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α−1
< ∞. (3.4)

利用 k1 < ∞, 有

sup
|φ(ω)|≤ 1

2

|g(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α−1
≤ k1

(
4
3

)α−1

< ∞. (3.5)

由 (3.4) 和 (3.5) 式即可得到 (3.2) 式.
反之, 假设 k2 < ∞, 对于任何 f ∈ Zα\{0}, 由引理 2.1 (iii), 有

Sϕ

(
(Cg

φf)′(z)
C‖f‖Zα

)
≤ sup

z∈D
(1− |z|2)ϕ

(
k2ϕ

−1( 1
1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1|f ′(φ(z))|

C‖f‖Zα

)

≤ sup
z∈D

(1− |z|2)ϕ
( 2

α−1
k2

C
ϕ−1

(
1

1− |z|2
))

≤ 1,

其中 C ≥ 2
α−1

k2. 故存在一个常数 C, 使得 ‖Cg
φf‖Bϕ ≤ C‖f‖Zα , 即 Cg

φ : Zα → Bϕ 是有界的.
定理 3.3 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, α > 1. 则 Cg

φ : Zα → Bϕ 是紧算子当且

仅当 Cg
φ : Zα → Bϕ 是有界算子, 且

lim
|φ(z)|→1

|g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1
= 0. (3.6)

证 假设 Cg
φ : Zα → Bϕ 是紧算子, 则 Cg

φ : Zα → Bϕ 是有界算子. 令 {zn}n∈N

是 D 中的序列且 |φ(zn)| → 1,n → ∞. 取函数 hn(z) = (1−|φ(zn)|2)2
(1−φ(zn)z)α

, 由定理 3.2 的证

明知 sup
n∈N

‖hn‖Zα < ∞. 同时易见 {hn} 在 D 的紧子集上一致收敛于零, 则由引理 2.2,

‖Cg
φhn‖Bϕ → 0, n →∞. 则

1 ≥ Sϕ

(
(Cg

φhn)′(zn)
‖Cg

φfn‖Bϕ

)
≥ (1− |zn|2)ϕ

(
α|φ(zn)||g(zn)|

(1− |φ(zn)|2)α−1‖Cg
φhn‖Bϕ

)
,
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由此可得

|φ(zn)||g(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α−1
≤ 1

α
‖Cg

φhn‖Bϕ .

故

lim
|φ(zn)|→1

|g(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α−1
= lim

n→∞
|φ(zn)||g(zn)|

ϕ−1( 1
1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α−1

= 0.

反之, 假设 Cg
φ : Zα → Bϕ 是有界算子且 (3.6) 式成立, 则仿照定理 3.1, 可得 k1 < ∞, 且

对于任意的 ε > 0, 存在 δ ∈ (0, 1), 使得只要 δ < |φ(z)| < 1, 就有

|g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1
<

α− 1
2

ε. (3.7)

设 {fn}n∈N 为 Zα 中的任意有界序列且在 D 的紧子集上一致收敛于零, 令 K = {z ∈ D :
|φ(z)| ≤ δ}, 又 (Cg

φfn)(0) = 0, 则由 k1 < ∞ 及 (3.7) 式可得

‖Cg
φfn‖Bϕ ≤ sup

z∈K

|g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
|f ′n(φ(z))|+ sup

z∈D\K

2
α−1

|g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1

≤ k1 sup
|ω|≤δ

|f ′n(ω)|+ ε.

由于 {fn} 在 D 的紧子集上一致收敛于零, 则由 Cauchy 估计, {f ′n} 也在 D 的紧子集上
一致收敛于零, 特别地, {ω : |ω| ≤ δ} 为 D 的紧子集, 则有 lim

n→∞
sup
|ω|≤δ

|f ′n(ω)| = 0, 因此

lim
n→∞

‖Cg
φfn‖Bϕ = 0. 由引理 2.2 可得 Cg

φ : Zα → Bϕ 是紧算子.

4 Cg
φ : Zα → Zϕ 的有界性和紧性

本部分我们给出广义复合算子 Cg
φ : Zα → Zϕ 的有界性和紧性的特征.

定理 4.1 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, 0 < α < 1. 则 Cg
φ : Zα → Zϕ 是有界算

子当且仅当

k3 = sup
z∈D

|g′(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
< ∞, (4.1)

k4 = sup
z∈D

|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α
< ∞. (4.2)

证 假设 Cg
φ : Zα → Zϕ 是有界算子, 即对于所有 f ∈ Zα, 都存在一个常数 C 使得

‖Cg
φf‖Zϕ ≤ C‖f‖Zα . 取函数 f(z) = z ∈ Zα, 则

Sϕ

(
(Cg

φf)′′(z)
C‖f‖Zα

)
= Sϕ

(
g′(z)
C

)
= sup

z∈D
(1− |z|2)ϕ

( |g′(z)|
C

)
≤ 1,

则 (4.1) 式成立. 取函数 f(z) = z2 ∈ Zα, 显然有 ‖f‖Zα = 2, 则

Sϕ

(
(Cg

φf)′′(z)
C‖f‖Zα

)
= sup

z∈D
(1− |z|2)ϕ

( |φ(z)g′(z) + φ′(z)g(z)|
C

)
≤ 1.
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由此可得

|φ′(z)||g(z)| − |φ(z)||g′(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
< ∞,

利用 φ(z) 的有界性和 k3 < ∞, 即可得到

k5 =
|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
< ∞. (4.3)

对于任何 z ∈ D 及非零的 b ∈ D, 令

pb(z) =
(1− |b|2)2
b(1− bz)α

− α

∫ z

0

1− |b|2
(1− bλ)α

dλ,

则

sup
z∈D

(1− |z|2)α|p′′b (z)| ≤ sup
z∈D

(1 + |z|)α(1− |z|)α α(α + 1)(1 + |b|)2(1− |b|)2|b|
(1− |z|)α(1− |b|)2

+sup
z∈D

(1 + |z|)α(1− |z|)α α2(1 + |b|)(1− |b|)|b|
(1− |z|)α(1− |b|)

≤ 4 · 2α · α(α + 1) + 2 · 2αα2 < ∞,

从而 pb ∈ Zα. 令 b = φ(ω), ω ∈ D 且 1
2

< |φ(ω)| < 1, 则

p′φ(ω)(φ(ω)) = 0, p′′φ(ω)(φ(ω)) =
αφ(ω)

(1− |φ(ω)|2)α
. (4.4)

由 Cg
φ : Zα → Zϕ 的有界性知, 存在一个常数 C, 使得 ‖Cg

φpφ(ω)‖Zϕ ≤ C, 则由 (4.4) 式,

1 ≥ Sϕ

(
(Cg

φpφ(ω))′′(z)
C

)
≥ sup

1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
( |(Cg

φpφ(ω))′′(ω)|
C

)

= sup
1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
(

α|φ(ω)||φ′(ω)||g(ω)|
C(1− |φ(ω)|2)α

)
.

由此可得

sup
1
2 <|φ(ω)|<1

|φ′(ω)||g(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α
≤ sup

1
2 <|φ(ω)|<1

2|φ(ω)||φ′(ω)||g(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α
< ∞. (4.5)

利用 k5 < ∞, 有

sup
|φ(ω)|≤ 1

2

|φ′(ω)||g(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α
≤ k5

(
4
3

)α

< ∞. (4.6)

则由 (4.5) 和 (4.6), (4.2) 式成立.
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反之, 假设 k3, k4 < ∞, 对于任何 f ∈ Zα\{0}, 由引理 2.1(i), 有

Sϕ

(
(Cg

φf)′′(z)
C‖f‖Zα

)

≤ sup
z∈D

(1− |z|2)ϕ
(

k3ϕ
−1( 1

1−|z|2 )|f ′(φ(z))|+ k4ϕ
−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α|f ′′(φ(z))|
C‖f‖Zα

)

≤ sup
z∈D

(1− |z|2)ϕ
( 2

1−α
k3 + k4

C
ϕ−1

(
1

1− |z|2
))

≤ 1,

其中 C ≥ 2
1−α

k3 + k4, 并且利用了事实

sup
z∈D

(1− |φ(z)|2)α|f ′′(φ(z))| ≤ ‖f‖Zα .

故存在一个常数 C, 使得 ‖Cg
φf‖Zϕ ≤ C‖f‖Zα , 即 Cg

φ : Zα → Zϕ 是有界的.
定理 4.2 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, 0 < α < 1. 则 Cg

φ : Zα → Zϕ 是紧算子

当且仅当 Cg
φ : Zα → Zϕ 是有界算子, 且

lim
|φ(z)|→1

|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α
< ∞. (4.7)

证 假设 Cg
φ : Zα → Zϕ 是紧算子, 则显然 Cg

φ : Zα → Zϕ 是有界的. 令 {zn}n∈N 是 D
中的序列使 |φ(zn)| → 1, n →∞. 令

pn(z) =
(1− |φ(zn)|2)2

φ(zn)(1− φ(zn)z)α
− α

∫ z

0

1− |φ(zn)|2
(1− φ(zn)λ)α

dλ,

由定理 4.1 的证明知 sup
n∈N

‖pn‖Zα < ∞. 同时易见 {pn} 在 D 的紧子集上一致收敛于零, 由引

理 2.2, ‖Cg
φpn‖Zϕ → 0, n →∞. 则

1 ≥ Sϕ

(
(Cg

φpn)′′(zn)
‖Cg

φpn‖Zϕ

)
≥ (1− |zn|2)ϕ

(
α|φ(zn)||φ′(zn)||g(zn)|

(1− |φ(zn)|2)α‖Cg
φpn‖Zϕ

)
,

由此可得

|φ(zn)||φ′(zn)||g(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α
≤ 1

α
‖Cg

φpn‖Zϕ .

故

lim
|φ(zn)|→1

|φ′(zn)||g(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α
= lim

n→∞
|φ(zn)||φ′(zn)||g(zn)|

ϕ−1( 1
1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α

= 0.

反之, 假设 Cg
φ : Zα → Zϕ 有界且 (4.7) 式成立, 则由定理 4.1, 可得 k3, k5 < ∞, 且对于

任意的 ε > 0, 存在 δ ∈ (0, 1), 使得只要 δ < |φ(z)| < 1, 就有

|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α
< ε. (4.8)
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令 {fn}n∈N 为 Zα 中的任意有界序列, sup
n∈N

‖fn‖Zα ≤ L, 且在 D 的紧子集上一致收敛于零, 令

K = {z ∈ D : |φ(z)| ≤ δ}, 又 (Cg
φfn)(0) = 0, 则由 k3, k5 < ∞ 及 (4.8) 式可得

‖Cg
φfn‖Zϕ ≤ |f ′n(φ(0))||g(0)|+ sup

z∈D

|g′(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
|f ′n(φ(z))|+ sup

z∈K

|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )
|f ′′n (φ(z))|

+ sup
z∈D\K

|φ′(z)||g(z)|(1− |φ(z)|2)α|f ′′n (φ(z))|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α

≤ |f ′n(φ(0))||g(0)|+ k3 sup
z∈D

|f ′n(φ(z))|+ k5 sup
|ω|≤δ

|f ′′n (ω)|+ Lε.

由于 {fn} 在 D 的紧子集上一致收敛于零, 则由引理 2.3 知 lim
n→∞

sup
z∈D

|f ′n(φ(z))| = 0. 再由

Cauchy 估计, {f ′n}, {f ′′n} 也在 D 的紧子集上一致收敛于零. 特别地, {φ(0)}, {ω : |ω| ≤ δ}
均为 D 的紧子集, 则有 lim

n→∞
|f ′n(φ(0))| = 0, lim

n→∞
sup
|ω|≤δ

|f ′′n (ω)| = 0. 从而由引理 2.2 可得

Cg
φ : Zα → Zϕ 是紧算子.
定理 4.3 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, α > 1. 则 Cg

φ : Zα → Zϕ 是有界算子当

且仅当

k6 = sup
z∈D

|g′(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1
< ∞, (4.9)

k7 = sup
z∈D

|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α
< ∞. (4.10)

证 假设 Cg
φ : Zα → Zϕ 是有界算子, 利用定理 4.1, 可证得 k3 < ∞, 通过取函数 pb(z),

进行相似的讨论, 即可证得 (4.10) 式. 下证 (4.9) 式, 对于任何 z ∈ D, 及非零的 b ∈ D, 令

qb(z) =
(1− |b|2)2
b(1− bz)α

,

则易证 qb ∈ Zα. 令 b = φ(ω), ω ∈ D 且 1
2

< |φ(ω)| < 1, 直接计算可得

q′φ(ω)(φ(ω)) =
α

(1− |φ(ω)|2)α−1
, q′′φ(ω)(φ(ω)) =

α(α + 1)φ(ω)
(1− |φ(ω)|2)α

. (4.11)

另外由 Cg
φ : Zα → Zϕ 的有界性知, 存在一个常数 C, 使得 ‖Cg

φqφ(ω)‖Zϕ ≤ C, 则由 (4.11) 式,

1 ≥ Sϕ

(
(Cg

φqφ(ω))′′(z)
C

)
≥ sup

1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
( |(Cg

φqφ(ω))′′(ω)|
C

)

= sup
1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
(∣∣ α

(1−|φ(ω)|2)α−1 g′(ω) + α(α+1)φ(ω)
(1−|φ(ω)|2)α φ′(ω)g(ω)

∣∣
C

)

≥ sup
1
2 <|φ(ω)|<1

(1− |ω|2)ϕ
(

α|g′(ω)|
C(1− |φ(ω)|2)α−1

− α(α + 1)|φ(ω)||φ′(ω)||g(ω)|
C(1− |φ(ω)|2)α

)
.

利用 k7 < ∞ 可得

sup
1
2 <|φ(ω)|<1

|g′(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α−1
≤ C + (α + 1)k7 < ∞. (4.12)
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利用 k3 < ∞, 我们有

sup
|φ(ω)|≤ 1

2

|g′(ω)|
ϕ−1( 1

1−|ω|2 )(1− |φ(ω)|2)α−1
≤ k3

(
4
3

)α−1

. (4.13)

由 (4.12) 和 (4.13) 式即可得到 (4.9) 式.
反之, 假设 k6, k7 < ∞, 根据引理 2.1(iii), 仿照定理 4.1 的方法, 不难证得 Cg

φ : Zα → Zϕ

是有界算子.
定理 4.4 设 g ∈ H(D), φ 为 D 的解析自映射, α > 1. 则 Cg

φ : Zα → Zϕ 是紧算子当且

仅当 Cg
φ : Zα → Zϕ 是有界算子, 且

lim
|φ(z)|→1

|g′(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α−1
< ∞, (4.14)

lim
|φ(z)|→1

|φ′(z)||g(z)|
ϕ−1( 1

1−|z|2 )(1− |φ(z)|2)α
< ∞. (4.15)

证 假设 Cg
φ : Zα → Zϕ 是紧算子, 则显然 Cg

φ : Zα → Zϕ 是有界的. 令 {zn}n∈N 是 D
中的序列使 |φ(zn)| → 1 (n →∞). 则利用定理 4.2, 通过取函数 pn(z), 可证得 (4.15) 式成立.
下证 (4.14) 式, 令

qn(z) =
(1− |φ(zn)|2)2

φ(zn)(1− φ(zn)z)α
,

则 sup
n∈N

‖qn‖Zα < ∞且 {qn}在 D的紧子集上一致收敛于零, 由引理 2.2, ‖Cg
φqn‖Zϕ → 0, n →

∞. 则有

1 ≥ Sϕ

(
(Cg

φqn)′′(zn)
‖Cg

φqn‖Zϕ

)

≥ (1− |zn|2)ϕ
(∣∣ αg′(zn)

(1−|φ(zn)|2)α−1 + α(α+1)φ(zn)φ′(zn)g(zn)
(1−|φ(zn)|2)α

∣∣
‖Cg

φqn‖Zϕ

)

≥ (1− |zn|2)ϕ
(

α|g′(zn)|
‖Cg

φqn‖Zϕ(1− |φ(zn)|2)α−1
− α(α + 1)|φ(zn)||φ′(zn)||g(zn)|

‖Cg
φqn‖Zϕ(1− |φ(zn)|2)α

)
.

由此可得

|g′(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α−1
≤ 1

α
‖Cg

φqn‖Zϕ +
(α + 1)|φ(zn)||φ′(zn)||g(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α
, (4.16)

利用 (4.15), (4.16) 式即可得

lim
|φ(zn)|→1

|g′(zn)|
ϕ−1( 1

1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α−1
= lim

n→∞
|g′(zn)|

ϕ−1( 1
1−|zn|2 )(1− |φ(zn)|2)α−1

= 0.

反之, 假设 (4.14), (4.15) 式成立, 则利用引理 2.1(iii), 仿照定理 4.2 和定理 3.3 的过程,
易证 Cg

φ : Zα → Zϕ 是紧算子.
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GENERALIZED COMPOSITION OPERATORS FROM

α-ZYGMUND SPACES TO BLOCH-ORLICZ SPACES AND

ZYGMUND-ORLICZ SPACES
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Abstract: In this paper, generalized composition operators from α-Zygmund spaces to

Bloch-Orlicz spaces and Zygmund-Orlicz spaces are investigated. Using the function theory

properties of the symbol function φ, the analytic function g and the convex function ϕ, the

necessary and sufficient conditions of the boundedness and compactness of generalized composition

operators are obtained. Some corresponding results about Zygmund spaces are extended.

Keywords: α-Zygmund spaces; Bloch-Orlicz spaces; Zygmund-Orlicz spaces; boundedness;

compactness
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